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Vorrede. 


Die  hiermit  znr  Veröifentiichung  kommenden  bau- 
wissenschaftlichen  Anwendungen  der  Differential- 
rechnung sind  nach  den  Grundsätzen  verfasst,  welche  ich 
in  der  Vorrede  zu  den  früher  (1888)  erschienenen  natur- 
wissenschaftlichen Anwendungen  ausgesprochen  habe. 

Es  werden  mithin  in  dem  vorliegenden  Buche  grössten- 
theils  rein  fachwissenschaftliche  Aufgaben  dar- 
geboten und  zwar  meist  solche,  die  unmittelbar  der  Bau- 
praxis  entstammen.  Dabei  sind  nur  die  Grundzüge 
der  Differentialrechnung  als  bekannt  vorausgesetzt  worden ; 
die  elementare  Mathematik  hat  neben  ihnen  so  viel 
Berücksichtigung  gefunden,  als  ihr  gebührt. 

Dass  beim  Unterrichte  in  der  Infinitesimalrechnung  auf 
die  naturwissenschaftlichen  und  technischen 
Anwendungen  besonderer  Werth  zu  legen  sei  und  dass 
die  Wissenschaftlichkeit  dadurch  nicht  ge  sc  h  ä  d  i  g  t, 
sondern  gefördert  werde,  ist  von  mir  schon  im  Jahre  1888 
ausgesprochen  worden. 

Seitdem  sind  viele  Mathematiker,  Naturforscher  und 
Techniker  öffentlich  dafür  eingetreten,  auf  allen  Gebieten 
des  mathematischen  Unterrichts  die  Anwendungen  mehr 
zu  berücksichtigen ,  als  es  während  der  letztverflossenen 
Jahrzehnte  geschehen  ist. 

Man  hat  bei  der  Besprechung  der  beiden  ersten  Theile 
meines  "Werkes  darauf  hingewiesen,  dass  es  beim  Unter- 
richte in  der  Differential-  und  Integralrechnung  durchaus 
nicht  genügt ,  nur  geometrische  Anwendungen  darzu- 
bieten, dass  vielmehr   neben   ihnen    auch  naturwissen - 
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Schaft  liehe  und  technische  gebracht  werden  müssen, 
diese  aber  schnell  und  in  reicher  Auswahl  meinem 
Werke  entnommen  werden  können. 

Man  hat  anerkannt,  dass  bei  den  Studirenden  der 
Naturwissenschaften,  des  Hochbaues  und  der 
Technik  nur  auf  diese  Weise  eine  andauernde  Freude 
am  Studium  der  höheren  Mathematik  erzeugt  und  erhalten 
werden  kann ;  man  hat  betont,  dass  das  Lösen  solcher  Auf- 
gaben der  Weg  ist,  auf  welchem  man  dazu  kommt,  frucht- 
bringende Anwendung  der  Mathematik  auf  den  verschieden- 
artigsten Berufs  gebieten  zu  erlernen. 

Es  ist  durch  die  Herren  Beurtheiler  meines  Werkes 
hervorgehoben  worden ,  dass  durch  die  mathematische  Be- 
handlung naturwissenschaftlicher,  technischer, 
volkswirthschaft lieber  und  ähnlicher  Probleme  eine 
Art  des  Denkens  ausgebildet  wird,  die  (direct  oder  indirect) 
auf  den  verschiedenartigsten  Gebieten  nutzenbringend  wirkt. 

Man  hat  mit  Recht  gesagt,  es  sei  das  Lösen  von  der- 
artigen aus  dem  Leben  gegriffenen  Aufgaben  ein  vor- 
zügliches Mittel,  die  Studirenden  zu  einer  wahrhaft  wissen- 
schaftlichen späteren  Erweiterung  der  mathematischen 
Theile  ihrer  Fachgebiete  zu  erziehen. 

Der  seit  etwa  zehn  Jahren  zwischen  den  Mathema- 
tikern und  den  Technikern  bestehende  Kampf  ist  all- 
gemein bekannt.  Mein  Werk  über  Anwendungen  der  In- 
finitesimalrechnung wird,  das  hoffe  ich,  dazu  beitragen, 
zwischen  den  Kämpfenden  zu  vermitteln.  Man  wird 
aus  ihm  leicht  entnehmen  können ,  dass  es  ein  grosser 
Fehler  wäre,  in  den  Naturwissenschaften  und  in  der 
Technik  auf  die  Hilfe  der  Infinitesimalrechnung  ganz  zu 
verzichten,  dass  aber  andererseits  schon  die  (wissen- 
schaftlich vorgetragenen)  Anfangsgründe  der 
letzteren  hinreichen ,  um  die  sehr  grosse  Menge  der  ge- 
wöhnlichen Aufgaben  mit  Leichtigkeit  mathema- 
tisch zu  lösen. 

Man  wird  bei  dem  Studium  meines  Werkes  erkennen, 
dass  es  für  Diejenigen,  welche  Naturwissenschaften  oder 
Technik  studiren,  unerlässlich  noth  wendig,  aber  für  die 
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Mehrzahl  derselben  auch  hinreichend  ist,  sich  mit 
den  wissenschaftlichen  G-rundzügen  der  Infinitesimal- 
rechnung (und  mit  deren  Anwendungen)  bekannt  zu  machen. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  man,  wenn  es  an  Zeit  fehlt,  ein 
tieferes  Eindringen  in  die  höchst  anziehenden  schwierig- 
eren Theorien  der  höheren  Analysis  Denen  zu  überlassen 
hat,  welche  infolge  einer  ungewöhnlich  hohen  Begabung 
fähig  sind,  die  grosse  Arbeitslast,  die  das  Studium  der  Natur- 
wissenschaften oder  der  Technik  auferlegt,  durch  sehr  umfang- 
reiche und  sehr  tiefe  mathematische  Studien  wesentlich  zu 
vermehren,  um  späterhin  an  der  Führerschaft  bei  der 
mathematischen  Weiterbildung  der  Naturwissenschaften 
und  der  Technik  theilzunehmen. 

Dass  die  höhere  Mathematik  in  diesem  Sinne,  also 
mit  der  genannten  Einschränkung,  auch  von  allen  wissen- 
schaftlich gebildeten  Technikern  als  ein  unentbehrlicher 
Bundesgenosse  angesehen  wird,  ist  wohl  zweifellos.  Es 
geht  dies  auä  sehr  vielen  Aussprüchen  hervor ;  z.  B.  aus 
den  höchst  werth vollen  Bemerkungen,  welche  Herr  A.  F  ö  pp  1 
(Technische  Hochschule  München)  im  October  1897  auf 
Seite  VII  —  IX  des  Vorworts  zum  dritten  Bande  seiner 
„Vorlesungen  über  technische  Mechanik "  gemacht  hat ; 
femer  aus  Dem,  was  der  württembergische  Baudirector 
Herr  C.  v.  B  a  c  h  (Technische  Hochschule  Stuttgart)  in  der 
Vorrede  zur  dritten  Auflage  seines  Werkes  „Elasticität  und 
Festigkeit"  auf  Seite  X  und  XI  sagt. 

Andererseits  aber  haben  die  an  den  Technischen 
Hochschulen,  Bergakademien  u.  s.  w.  wirkenden 
Mathematiker  die  Pflicht,  sich  nicht  nur  mit  den 
Naturwissenschaften,  sondern  auch  mit  der  Technik 
hinreichend  bekannt  zu  machen ,  wenn  dies  ihr  Bildungs- 
gang nicht  schon  mit  sich  gebracht  hat.  Unterlassen  sie 
es,  genügende  Kenntnisse  auf  jenen  Gebieten  zu  erwerben, 
so  werden  sie  bezüglich  der  Auswahl,  des  Umfanges  und 
der  Behandlungsweise  der  vorzutragenden  mathematischen 
Theorien  sehr  leicht  Fehler  machen. 

Ich  hoffe,  dass  mein  Werk  über  Anwendungen  der  In- 
finitesimalrechnung   dazu    beitragen    wird,    das    Erwerben 


Digitized  by 


Google 


VIII  Vorrede. 

solcher  Kenntnisse  zu  erleichtern;  ich  hoffe  auch,  dass  die 
Herren  CoUegen  es  benutzen  werden,  um  durch  das  Stellen 
von  naturwissenschaftlichen  und  technischen  Aufgaben  die 
Lernlust  ihrer  Zuhörer  zu  steigern. 

Selbst  diejenigen  Professoren  der  Mathematik,  welche 
die  Technik  wenig  kennen ,  oder  der  Meinung  sind ,  dass 
in  ihren  Vorlesungen  über  Infinitesimalrechnung  keine  Ver- 
anlassung oder  keine  Zeit  zu  naturwissenschaftlichen 
und  technischen  Anwendungen  vorhanden  sei,  werden  gut 
thun,  am  Schlüsse  eines  jeden  Hauptabschnittes  der  Theorien 
wenigstens  eine  Verweisung  auf  die  betreffenden  Capitel 
meines  Werkes  zu  geben.  Das  erfordert  sehr  wenig  Zeit 
und  wird  viele  Zuhörer  anregen ,  sich  mit  naturwissen- 
schaftlichen oder  technischen  Anwendungen  daheim  zu  be- 
schäftigen. 

Besonders  aber  rathe  ich  den  jungen  Mathematikern, 
welche  später  an  Technischen  Hochschulen  an- 
gestellt zu  werden  wünschen,  mein  Werk  über  Anwendungen 
der  Infinitesimalrechnung  zu  benutzen  und  sich  dadurch 
(selbstverständlich  auch  auf  möglichst  viele  andere  Weisen) 
Verständniss  für  die  Technik  und  ihre  mathematischen  Be- 
dürfnisse zu  erwerben.  Denn  die  Techniker  sind  fest  ent- 
schlossen, mit  allen  Kräften  dafür  einzutreten,  dass  an  den 
genannten  Lehranstalten  künftighin  nur  solche  Mathema- 
tiker angestellt  werden,  welche  durch  ihren  Studiengang 
und  durch  veröffentlichte  Arbeiten  gezeigt  haben,  dass  es 
ihnen  an  Interesse  und  Verständniss  für  die  Technik  und 
deren  eigenartige  (oft  unterschätzte)  Wissenschaftlich- 
keit nicht  fehlt,  sie  mithin  auch  gewillt  sind,  den  Bedürf- 
nissen derselben  so  viel  wie  möglich  Rechnung  zu  tragen.  — 

Der  vorliegende  dritte  Theil  meines  Werkes  über  An- 
wendungen der  Infinitesimalrechnung  (welcher,  wie  jeder  der 
sechs  Theile,  ein  selbstständiges  Ganzes  bildet)  ist 
in  erster  Linie  für  Architekten,  Bauingenieure 
und  Vermessungsingenieure  bestimmt. 

Bei  einer  Durchsicht  des  „Inhaltsverzeichnisses" 
(Seite  XI  —  XVI)  und  des  Sachen  Verzeichnisses 
(Seite  341 — 344)  wird  wohl  jeder  Benutzer  des  vorliegenden 
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Buches  viele  Aufgaben  finden ,  die  ihn  anziehen  und 
zur  Behandlung  auffordern. 

Dass  ich  an  manchen  Stellen  nur  „Anregungen'' 
und  „Anmerkungen"  gegeben  habe,  wird  Denen  lieb 
sein,  welche  zu  eigenen  selbstständigen  Arbeiten 
veranlasst  sein  wollen,  oder  (als  Lehrer)  hierzu  Material 
darzubieten  wünschen. 

Auch  mit  den  zahlreichen  Literaturangaben  hoffe 
ich  den  "Wünschen  vieler  Benutzer  des  Buches  entsprochen 
zu  haben. 

Den  Fehlerberechnungen  und  den  Näherungs- 
formeln ist  (aus  naheliegenden  Gründen)  besondere  Be- 
achtung geschenkt  worden;  ebenso  einigen  Gebieten  der 
Geodäsie.  (Man  sehe  diese  Worte  im  „  Sachen  verzeichniss" ; 
Seite  341.) 

Die  Anschauung  habe  ich  so  viel  wie  möglich  berück- 
sichtigt, also  die  blosse  „Arithmetisirung"  gewissen- 
haft vermieden.*)  Es  ist  z.  B.  der  zwischen  den  Diffe- 
renzen und  Differentialen,  also  der  zwischen  den 
endlich  kleinen  und  den  unendlich  kleinen  Ver- 
änderungen bestehende  Zusammenhang  an  vielen  Stellen 
durch  Figuren  erläutert  worden.  (Siehe  die  Seiten  4, 
15,  19,  24,  30,  31,  39,  44  und  50.)  Diejenigen,  welche  den 
Vortheil  kennen,  den  graphische  Darstellungen  dar- 
bieten, werden  es  billigen,  dass  auf  diese  Weise  viele 
Differentialformeln  eine  Veranschaulichung 
gefunden  haben. 

Herzlichen  Dank  sage  ich  Denen,  welche  persönlich 
oder  durch  veröffentlichte  B;ecensionen  zum  Bekanntwerden 
der  früher  erschienenen  Theile  meines  Werkes  beigetragen 
haben.  Insbesondere  danke  ich  den  Herren  Cantor  (Uni- 
versität Heidelberg),  C  z  u  b  e  r  (Technische  Hochschule  Wien), 
Frischauf  (Universität Graz), Gretschel (Bergakademie 
Freiberg) ,     Grübler    ( Technische    Hochschule    Berlin) , 


*)  Man  beachte  die  im  ^Literaturverzeichniss*  genannte  Schrift 
des  Herrn  F.  Klein  (Universität  Göttingen);  insbesondere  die  Seite  90 
derselben.  Sie  tritt  sehr  entschieden  für  die  Mitbenutiung  der  An- 
schauung ein. 
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Güuther  (Technische  Hochschule  München),  Gutzmer 
(Universität  Halle),  Hey  mann  (Technische  Staatslehr- 
anstalten in  Chemnitz),  flolzmüller  (Gewerbeschule  zu 
Hagen),  Hoppe  (Universität  Berlin),  Kiepert  (Technische 
Hochschule  Hannover) ,  Lampe  (Technische  Hochschule 
Berlin),  Leissner  (Berlin),  0 s t w a  1  d  (Universität  Leipzig), 
Rühlmann  (Landwirthschaftliche  Lehranstalt  in  Döbeln) 
und  Wanger  in  (Universität  Halle). 

Die  kritischen  Bemerkungen,  welche  von  den  genannten 
Herren  in  ihren  wohlwollenden  und  anerkennenden  Be- 
sprechungen der  beiden  ersten  Theile  meines  Werkes  ge- 
macht worden  sind ,  haben  für  den  hiermit  zur  Veröffent- 
lichung kommenden  dritten  Theil  gewissenhafte  Berück- 
sichtigung gefunden. 

Diesem  dritten  Theile  werden  die  noch  fehlenden  ver- 
bal tnissmässig  schnell  folgen.  Ich  bitte  zu  entschuldigen, 
dass  zwischen  dem  Erscheinen  des  zweiten  und  des  dritten 
Theils  eine  leider  sehr  lange  Pause  gelegen  hat  (verursacht 
dadurch,  dass  meine  Professur  mich  zu  anderen  Veröffent- 
lichungen zwang,  die  jetzt  erledigt  sind).  Da  jeder  der 
sechs  Theile  des  Gesammtwerkes  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Ganzes ,  also  ein  selbstständiges  Buch ,  bildet ,  so  wird  der 
durch  die  Verzögerung  entstandene  Nachtheil  kein  be- 
deutender gewesen  sein. 

Dresden,  am  27.  Januar  1899. 

A.  Fuhrmann. 
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Capitel  I. 

DIFFERENZEN  UND  DIFFERENTIALE. 

EINFACHE  UND  MEHRFACHE 

DIFFERENTIATION. 


§  1.  Vorbemerkungen  über  Verändernngsberechnnngen  und 
FeMerermittelnngen. 

Zwischen  dem  totalen  Differentiale  dz  und  den  par- 
tiellen Differentialen  dx0  und  d^z  der  Function 

1)  e  =  f{x,y) 
besteht  bekanntlich  die  Beziehung 

2)  dz  =  bxZ  +  iyZ. 

Liegen  statt  der  Differentiale  dx  und  dy  die  „Diffe- 
renzen" Jx  und  Jy  vor  (also  endlich  kleine  Änderungen, 
mithin  solche ,  welche  nicht  die  Eigenschaft  haben  gegen  Null 
zu  convergiren) ,  z.  B.  sehr  kleine,  unvermeidbare  Messungs- 
fehler  bezüglich  der  Grössen  x  und  y ,  so  gilt  die  Nr.  2  ent- 
sprechende Gleichung 

3)  JZ  =  JxZ  +  ^y^ 

nur  näherungsweise;  aber  desto  genauer;  je  kleiner 
die  Differenzen  (Fehler,  Unsicherheiten)  Jx  und  Jy  sind. 

Werden  also  in  die  Näherungsformeln,  welche  aus 
den  betreffenden  Differentialformeln  entnehmbar  sind,  die 
Beträge  der  Unsicherheiten  (Fehler)  Jx  und  Jy  mit  gehöriger 
Beachtung  ihrer  Vorzeichen  (oft  Doppelvorzeichen)  eingeführt, 
so  lassen  sich  die  Grenzen,  zwischen  denen  die  Fehler  des 
Messungs-Ergebnisses  liegen  müssen,  leicht  erkennen. 

Es  gilt  dies  für  beliebig  viele  das  Ergebniss  beeinflussende, 
mangelhaft  gemessene  Grössen  (nicht  nur  für  zwei)  und  ist  für 
die  §§  2 — 19  zunächst  zu  beachten.  (Man  vorgleiche  den  §  1 
des  I.  Theiles  dieses  Werkes.) 

Fährmann,  Anwendungen  d.  Infinitesimalrechnung.    Th.  III.  1 
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2      Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation. 

In  vielen  Fällen  ist  es  rathsam ,  die  vorkommenden  par- 
tiellen Differenzen  (welche  an«  den  zugehörigen  partiellen 
Differentialen  abgeleitet  sind)  erst  einzeln  zu  untersuchen  und 
dann  ihre  Summe  (nach  Gleichung  Nr.  3  oder  nach  der  ihr 
entsprechenden). 

Auch  für  etwa  zu  gebende  geometrische  Darstellungen 
der  Rechnungs-Ergebnisse  hat  dies  Giltigkeit. 

§  2.  ünsicherlieiteii  bei  der  Inhaltsbestimmang  von  Rechtecken.*) 

A. 

Differentialformeln  und  Fehlerformeln  bei  der  Flächen- 
berechnung aus  Länge  und  Breite. 

Eine    rechteckförmige    Fläche   AB  CD   (Fig.   1.),    z.  B.    ein 

Feld  oder  die  Bodenfläche 
eines  kastenförmigen  G  e  - 
f  ä  s  s  e  s  ,  hat  die  Seiten- 
längen 

AD  =  BC=x, 
AB  =  DC=y, 
also  den  Inhalt 
j)         F=xy. 

Man  nenne  zunächst  {x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  an- 
sehend) die  Beträge  der  partiellen  Differentiale  hxF  und  h,j  F, 
sowie  den  des  totalen  Differentials  dF. 

Hierauf  benutze  man  die  gewonnenen  drei  Formeln ,  um 
Werthe  für  diejenigen  F 1  ä  c  h  e  n  m  e  s  s  u  n  g  s  f  e  h  1  e  r  ^^xF,  JyF 
und  JF  anzugeben,  welche  vorliegen,  wenn  nur  x  fehlerhaft 
gemessen  worden  ist   (um  den  geringen ,    unvermeidbar  gewesenen 

*)  Der  Inhalt  dieses  §  2  gilt  im  Wesentlichen  nicht  nur  für  die 
Unvsicherheiten  (Veränderungen)  der  Flächeninhalte  von  Rechtecken, 
sondern  allgemeiner  für  die  Änderungen  von  irgend  welchen  Produkten, 
welche  aus  zwei  fehlerhaft  gemessenen  Faktoren  gebildet 
sind.  (Beispiele:  Gewicht  eines  Körpers,  abgeleitet  aus  dem  Volumen 
und  dem  Gewichte  der  Volumen -Einheit;  oder:  Wasser  menge  eines 
Canals,  wenn  sie  aus  dem  Querschnittsinhalte  und  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit durch  Multiplication  berechnet  wird.)  Es  ist  also  der 
§  2  sehr  umfangi-eich  verwendbar.  Auch  gestattet  er  leicht  verschieden- 
artige Erweiterungen. 
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Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation.      3 

Betrag  ^x)^  oder  nur  y  (um  das  kleine  ^y)^  oder  wenn  beide 
Seiten  fehlerhaft  gemessen  worden  sind  (um  Jx,  bezüglich  Jy), 

Sodann  bestimme  man  die  Vernachlässigungen  (Un- 
genauigkeiten) ,  welche  begangen  werden ,  wenn  die  auf  dem  ge- 
nannten Wege  erlangten  Formeln  (für  z/^-F,  ^yF  und  ^F)  zur 
Anwendung  kommen. 

Endlich  erläutere  man  das  Gefundene  durch  geometrische 
Darstellungen,  die  sowohl  die  Messungsfehler  ^xF, 
^ifF und  ^F,  als  auch  die  Vernachlässigungen  zur  An- 
schauung bringen. 

Lösung.  Es  iat ,  nach  bekannten  Sätzen  der  Differential- 
rechnung, 

2)  hxF=y(lx, 

3)  iyF=xdy, 

4)  dF  =  xdy-\-ydx. 

Hieraus  folgen  für  die  in  der  Aufgabe  genannten  Flächen- 
messungsfehler die  Werthe 

5)  Ja:F=yJx, 

6)  JyF  =  x/ty, 

7)  JF  =xJy-\-y  Jx. 

Die  Formeln  Nr.  5  und  6  sind  streng  richtig ;  Nr.  7  hin- 
gegen ist  es  nur  näherungsweise.  Man  hat  nämlich,  genau 
genommen, 

JF={x^  Jx)  (y  +  Jy)  —  xy, 
also 

'S)  JF=  xJy  -4-  yJx  -\-  JxJy. 

Die  bei  der  Benutzung  von  Nr.  7  vorliegende  Vernachlässigung 
hat  mithin  den  Werth 

9)  V=JxJy, 

ist  daher,  verglichen  mit 

xJy-[-  yJx 
sehr  klein ;  bei  gut  ausgeführten  Messungen  meist  so  unbedeutend, 
dass  sie  nicht  beachtet  zu  werden   braucht. 

Die  Vorzeichen  der  Längenmessfehler  Jx  und  Jy  be- 
dürfen (in  Nr.  5  —  9)  sorgfältiger  Beachtung;  besonders  wenn  sie 
doppelt  (i)  sein  können ,  wobei  es  meist  auf  die  Bestimmung 
der  Grenzen  von  Fehler-Einflüssen  ankommt. 

1* 
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4      Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation. 

Der   Flächenmessung  8  fehler   JxF  wird    durch    den 
Inhalt  des  mit  Strichen  belegten  Rechtecks  DCCiDi  der  Fig.  2 

geometrisch     darge- 


^fj 


Fig.  2. 

stellt  für  den  Fall,  dass 
X  (also  AD)   um 

DDi=Jx 
zu  gross  gemessen  wurde. 
Ebenso  stellt  der  Inhalt 
des  strichbelegten  Recht- 
ecks BB1C2C  der  Fig.  3 
den  Flächenmessungsfehler 
^pF  dar,  falls  y  um 

BB,=Jy 
zu  gross  gemessen  worden  ist. 
Endlich  giebt  die  Fig.  4 
in  der  Summe  der  Inhalte 
der  einfach  bestrichten  Recht- 
ecke Jöl^iaC  und  DCCxD, 
den   nach   Gleichung  Nr.   7 

näherungsweise  richtigen 
Betrag  des  Flächenfehlers 
JF  für  den  Fall ,  dass  x 
um  DDi  =  Jx  und  gleich- 
zeitig y  um  BBi  =  Jy  zu 
gross  gemessen  wurde.  Die 
hierbei  vorliegende  Ver- 
nachlässigung F(siehe 
Gleichung  Nr.  9)  ist  durch 
den  Inhalt  des  doppolt  be- 
strichten Rechtecks  CC^C^Ci   geometrisch  dargestellt. 

Im  Wesentlichen  ebenso  werden  die  Veranschaulichungon, 
falls  die  Längenmessungsfehler  Jx  und  Jy  beide  negativ 
sind ,  die  Rechteckseiten  also  zu  klein  gefunden  wurden ;  oder 
falls  der  eine  jener  Fehler  positiv  ist,  der  andere  negativ. 

Anmerkung.  Denkt  man  sich  in  den  Figuren  Nr.  2,  3  imd  4 
die  Strecken  DD^  und  BBi  unendlich  klein,  so  stellen  die 
Inhalte  der  einfach  bestrichten  Flächentheile  die  durch  die  Gleich- 
ungen Nr.  2 — 4  ausgedrückten  Differentiale  dar. 


Fig.  4. 


DA 


Digitized  by 


Google 


Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation.      5 

Femer  ist  dann  der  Inhalt  den  Rechtecks  CC^C^Ci  (der  Fig.  4) 
die  Yeranschaulichung  einer  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter 
Ordnung,  nämlich  des  Produktes  dxdy.    (Vergl.  Nr.  8  und  9.) 

B. 

Einige  Anwendungen  der  vorhergehenden  Fehlerformeln. 
Man  untersuche  nun,  für  alles  hier  Folgende  die  Näher  unga - 
formel  Nr.  7  benutzend: 

I.  zwischen  welchen  Grenzen  der  Flächenmessungsfehler 
z^jP  liegt,  wenn  die  Längenmessfehler  die  Werthe  iiJx  und 
±  Jy  haben ; 

IL  ob  und  unter  welchen  Umständen  ^F  zu  Null  wird, 
ohne  dass  Jx  und  z/y  gleich  Null  sind ; 

III.  was  die  Gleichungen  Nr.  7  und  9  für  den  Fall  lehren, 
in  welchem  die  Längenmessungs-Ünsicherheiten  bekannte  Bruch- 
theile  der  betreffenden  Längen  ausmachen,  nämlich 

10)  Jx  =  i: — X.         Jy  =  ±,-y 

m  n 

ist ,    z.  B.    die    beiden  Rechteckseiten  mit  einer  Unsicherheit  von 

11)  i  TTrVff 

ihrer  wahren  Längen  {x  und  y)  bestimmt  wurden. 

Lösung.  I.  Der  Flächenmessfehler  ^^-F  hat,  laut  Nr.  7, 
seinen  grössten  absoluten  Werth ,  wenn  die  Längenmess- 
fehler Jx  und  ^y  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind.  Im 
ersten  Falle  beträgt  er 

+  {^^y  +  y^^) , 

im  zweiten  den  negativen  Werth  hiervon.  Er  liegt  also  zwischen 
den  Grenzen 

12)  ±{xJy~\'yJx). 

II.  Fehlerfrei  ist,  nach  Nr.  7,  der  abgeleitete  Flächen- 
inhalt, wenn  x/iy= — y^oc, 

also  wenn 

13)  4^=--; 
^y  y  ' 

mithin  falls  die  beiden  Längenmessfehler  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben  und  ihre  absoluten  Werthe  sich  verhalten,  wie  die 
Beträge  der  zugehörigen  Seitenlängen. 

Hat  z.  B.  das  Rechteck  die  wahren  Seitenlängen 
X  =  400  Meter,  y  =  300  Meter 
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6      Differenzen  und  Difierentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation. 

und   ist  X   um   0,04  Meter  zu  gross,    y    aber    um  0,03  Meter  zu 
klein  gemessen  worden,  also 

Jx  =  +  0,04  Meter ,  Jy  =  —  0,03  Meter, 

was  der  Bedingung  Nr.   13  entspricht,  so  ergiebt  sich 

F=  400,04  •  299,97  =  (400  +  0,04)  (300  —  0,03) , 
mithin  abgerundet 

jP=  120  000  Quadratmeter, 
wie  es  aus  den  richtigen  Längenmassen  folgen  würde.    (Dabei 
hat  die  Vernachlässigung  den  verhältnissmässig  sehr  kleinen 
Werth 

V=  —  0,0012  Quadratmeter. 
Man  sehe  Nr.   9.) 

Anmerkung.  Das  Ergebniss  Nr.  13  lässt  sich  durch  eine 
Zeichnung  von  der  Art  der  Fig.  4  leicht  veranschaulichen, 
wozu  hiermit  die  Anregung  gegeben  sein  möge. 

III.    Sind  die  Rechteckseiten  x  und  y  mit  einer  Unsicher- 
heit von  i— -,    bezüglich  r  —  ihrer  Längen  gemessen,    so  hat, 
Ifll  H 

nach  Nr.  7,  der  Flächenfehler  den  Werth 

14)  zAF=±        ' a:y  =  ±-    — F. 

mn  mn 

Ist    z.    B.    die    Längenmess  -  Unsicherheit    für    beide    Seiten 
-i-  Vio  %  (Nr.  11),  so  hat  man 

JF=  ±  0,002  xy  =  ±  0,002  F. 
Hierbei  liegt,  laut  Nr.  9,  die  Vernachlässigung 

15)  V=±-  ^-xy  =  ±-^-  F 

mn  mn 

vor;  in  dem  besonderen  Falle  Nr.   11: 

V=±  TiTFiTTinr  ^y  =  i  0,000001  F, 

c. 

Flächenbestimmung  unter  Benutzung  der  Diagonale. 
Das    Rechteck    AB  CD    (Fig.   1    auf  Seite  2)    möge   be- 
stimmt sein 

I.   durch  die  Seitenlänge 

AD  =  BC  =  x 
und  durch  die  Diagonalenlänge 

oder 
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IL  durch  die  letztgenannte  und  durch  die  beiden  D  r  e  i  - 
eckshöhen 

Man  berechne  diejenige  unendlich  kleine  Flächen- 
inhaltsveränderung dF,  welche  eintritt,  wenn  im  ersten 
Falle  X  und  0  um  ihre  Differentiale  dx  und  dz  sich  ändern,  im 
zweiten  0,  hi  und  A2  uni  d2,  dhi  und  dhz. 

Lösung.     Im  ersten  Falle  ist 

16)  F=x\/z^  —  x\ 
mithin 

17)  dF  =  {^'-^^')(ix  +  xzdz  ^ 

yz^~—  x^ 

Im  zweiten  Falle  hat  man 

18)  F=^0{h,  +  h), 
daher 

19)  dF=  i  [zd  (A,  +  Aa)  +  (Äi  +  h)  dz} . 

Anmerkung.  Aus  Nr.  17  und  19  können  bekanntlich  auch 
die  Werthe  der  partiellen  Differentiale 

öxF,  özF,  ÖA.F,  öh^F 
entnommen  werden,  was  geschehen  möge. 

Ferner  lassen  sich  Nr.  17  und  19,  wie  auch  die  sämmtlichen 
aus  diesen  Gleichungen  abgeleiteten  Differentialformeln  zur 
Anstellung  von  Fehleruntersuchungen  (siehe  A  und  B)  ver- 
wenden. Dies  und  die  geometrische  Darstellung  einiger  der 
Ergebnisse  möge  angeregt  sein.  (Dabei  verdient  Beachtung,  dass 
Nr.  19  fast  ganz  mit  Nr.  4  übereinstimmt,  weil  Nr.  18  und  Nr.  1 
•sich  nicht  wesentlich  unterscheiden.) 

D. 

Anregungen  und  Anmerkungen,  betreffend  Fehlergesetze, 

Fehlerarten  u.  s.  w. 

Zu  weiteren  Anregungen  möge  das  unter  I  bis  X 
Nachstehende  dienen,  auf  welches  auch  bei  später  folgenden  Auf- 
gaben Bezug  genommen  werden  soll. 

JF  ^ 

I.  Für  den  relativen  Fehler  -^p,-  des  Flächeninhaltes!^ 

F 

hat  man ,    wenn   die  Näherungsformel   Nr.  7  benutzt  wird, 

20)  ^J^=^..^^^y. 

F  X     ^     y 
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Er  ist  also  dann  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
relativen  Fehler  der  Seitenlängenmessungen. 

II.  Sind  die  Grenzen  der  Fehler  Jx  und  Jy  constant, 
also  (im  Gegensatze  zu  B,  IE,  wie  auch  zu  dem  Nachfolgenden) 
nicht  von  ir,  bezüglich  von  y  abhängig,  ist  etwa 

21)  Jx  =  ai,         Jyz=a2, 

so  giebt  Nr.   20  für  den  relativen  Fehler  der  Flächenmessung 

Mithin  liegt  er  dann  zwischen  den  Grenzen 

ist  also  desto  kleiner,  je  grösser  die  Seiten  x  und  y  sind. 

Das  kommt  z.  B.  vor,  wenn  man  die  Längen  von  Rechteck- 
seiten  aus  einem  Risse  absticht,  um  Flächeninhalte  zu 
berechnen  und  wenn  hierbei  die  Seitenlängen  so  klein  sind,  dass 
sie  auf  einmal  in  den  Zirkel  genommen  werden  können,  mithin 
für  jede  derselben  der  unvermeidliche  Abstechfehler  und  Ables- 
fehlor  nur  einmal  auftritt. 

III.  Hat  für  die  Fehler  zfx  und  Jy  das  Gesetz 

23)  Jx  =  «1  Xy        Jy  =  a^y 

Giltigkeit,  sind  sie  also  proportional  den  betreffenden  gemessenen 

y^/p  z/t/ 

Längen  (mithin  die  relativen  Fehler und        -  constant),  so 

X  y  ' 

ergiebt  sich  aus  Nr.   20  : 

z/  F 

24)  .^-.  =  ai+a2. 

Es  liegt  also  in  diesem  Falle  der  relative  Fehler  des  Flächen- 
inhaltes zwischen  unveränderlichen  Grenzen  (ist  von  der 
Grösse  des  Rechtecks  nicht  abhängig). 

jJx  sdy 

Haben  die  relativen  Fehler  -  -     und  —       gleiche  Werthe, 

X  y 

was  sehr  oft  vorkommt,  ist  also 

25)  «1  =  «2 , 

80  gilt,  gemäss  Nr.  24,  der  Satz  :  Der  relative  Fehler  der  Flächen- 
messung ist  das  Doppelte  des  relativen  Fehlers  der  Längen- 
messung. 
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Dieser  viel  benutzte  Satz  fordert  aber  das  Gleichsein 
der  relativen  Längenmessungsfehler;  ihn  ohne  diese  Voraus- 
setzung ,  ganz  allgemein,  auszusprechen ,  was  in  manchen 
Lehrbüchern  der  Geodäsie  geschieht,  ist  unrichtig. 

Anmerkung.     Mit  dem  relativen  Fehler  hat  man  auch  stets 
den  absoluten;  z.  B.  giebt  Nr.  24: 

26)  JF={ai  +  (H)F, 

sagt  also,  dass  der  letztgenannte  Fehler  dem  Flächeninhalte  pro- 
portional ist.  falls  das  Gesetz  Nr.  23  besteht.     (Vergl.  B,  III.) 

IV.  Gilt  für  die  Längenmessungsfehler  das  Gesetz 

27)  Jx  =  aiX~j-bi,         ^y  =  (hy  +  h, 

bestehen  sie  also  beide  aus  einem  constanten  Theile  und  aus 
einem,  welcher  der  Länge  proportional  ist,  so  giebt  Nr.  20: 

28)  4^=(«'+«*)  +  -Hr 

Der  relative  Fehler  der  Flächenmessung  besteht  also  dann 
aus  drei  Theilen,  deren  erster  unveränderlich,  deren  zweiter 
der  Länge  des  Rechtecks  und  deren  dritter  der  Breite  um- 
gekehrt proportional  ist. 

V.  Wenn  für  die  Fehler  Jx  und  Jy  das  Gesetz 

29)  Jx  =  ai  y"x\         Jy  =  (h  ]/y 

vorliegt,  sie  also  den  Quadratwurzeln  der  betreffenden  Seitenlängen 
proportional  sind  (was  z.  B.  in  der  Geodäsie  oft  vorkommt), 
so  hat  man,  gemäss  Nr.  20,  für  den  relativen  Fehler  der  Flächen- 
messung den  Werth 

30)  ^/=^f-^• 

J^        Vx   '   y  y 

Anmerkung.     Die  Voraussetzungen  Nr.  21,   23  und  29  sind 
besondere  Fälle  der  allgemeineren: 
31)  Jx  =  aiO(^,  Jy^a^y^. 

\l.  Besteht  für  die  Längenmessfehler  djis  Gesetz 

32)       Jx  =  aiy^bix-i^cix^,    ^y  =  (hV^y -\-^y^^ 

oder  irgend  ein  anderes,  so  sind  die  Grenzen  der  absoluten 
und  relativen  Flächenmessungsfehler  eben  so  leicht  angebbar  und 
behandelbar  wie  es  im  Vorhergehenden  unter  D,  I — V,  und  unter 
B,  geschehen  ist. 

Man  sei  sich  stets  bewusst,  dass  die  Fehler  der  Flächen- 
messung   von    den    für    die    L  ä  n  g  e  n  m  e  s  s  u  n  g  e  n   geltenden 
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10   Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation. 

Gesetzen  abhängen  und  dass  die  letzteren  sehr  verschiedene 
sein  können. 

VII.  Hat    zwischen    den    Seitenlängen    x   und  y   irgend    eine 
Gleichung  Giltigkeit,  ist  z.  B. 

33)  y  =  x, 

oder  der  Umfang  constant,  etwa  gleich  2  i,  also 

34)  a;  +  ^  =  Ä, 

oder   hat   man   mit   flächengleichen  Rechtecken   zu  thun,    so  dass 
xy  unveränderlich,  etwa 

35)  ajy  =  c* 

ist,    so   führen   die   Nm.  22,  28   und  30   auf  einfach  gekrümmte 
Fehlerlinien,  weil  sie  dann  die  Form 

36)  ^  =  /'(^) 

haben.      Zur    Untersuchung    derartiger    Linien    möge    hiermit    an- 
geregt sein.      (Man  sehe  Capitol  II,  Abschnitt  A.) 

Besteht   zwischen   x  und   y   keine    Gleichung    und  werden 
Nr.   22,  28  und  30  in  der  Form 

37)  2  =  (p{x,y) 

aufgefasst,  so  fähren  sie  zu  Fehlerfl  ächen.     (Vergl.  Capitel  II, 
Abschnitt  B.) 

VIII.  Statt  durch  x  und  y  kann  man  die  im  Vorausgegangenen 

JF 

für    die    Flächeninhaltsfehler  JF  und   —fr-  gewonnenen    Werthe 

X 

auch    ausdrücken    durch  F  und    durch    das  Seitenverhältniss  — , 

y 

welches  n  heissen  möge.     Es  ist,  wenn  dies  geschehen  soll, 

88)  x=V^\         y  =  V^n 

in  die  betreffenden  Formeln  einzuführen,  weil  die  Gleichungen 

39)  xy==F,         ^-  =  n 

bestehen.     Das    giebt    z.  B.  für    die    durch    Nr.   21    ausgedrückte 
Annahme : 

40)  -<f=fiH-«^^ 

i  VnF 

an  Stelle  von  Nr.   22. 
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Auch  an  derartige  Fehlerformeln  kann  die  Untersuchung  von 
Fehlerlinien  und  Fehlerflächen  (VII)  geknüpft  werden 
(wobei,  ausser  dem  Fehlerwe rthe ,  n  und  F  die  Veränderlichen 
sein  würden). 

IX.  Man  benutze  die  sämmtlichen  im  §  2  enthaltenen  Fehle r- 
fornieln  nicht  nur  zur  Berechnung  von  Flächeninhalts- 
fehlern, sondern  überhaupt  zur  Herleitung  irgend  einer  der 
in  ihnen  vorkommenden  Grössen,  falls  alle  anderen  bekannt  sind ; 
auch  nehme  man  dabei  Rücksicht  auf  besondere  Fälle ,  z.  B. 
auf  das  Quadrat,    und   füge  stets  ein  Zahlenbeispiel  an. 

Zunächst  etwa  für  den  Fall,  dass  die  Länge  x  viel  grösser 
ist  als  die  Breite  y  (was  bei  Feldgrundstücken  sehr  oft 
vorkommt),  man  die  Unsicherheit  der  Längenmessung  (also  das 
Jx)  kennt  und  den  Flächenfehler  zJF  zwischen  vorgeschriebenen 
Grenzen  halten  will ,  es  sich  mithin  darum  handelt  zu  be- 
rechnen, mit  welcher  (weit  grösseren)  Genauigkeit  die  Breite  y 
dann  gemessen  werden  muss.      (Zahlenbeispiel:  Ist 

X  =  10  y,         Jx  =  m  0,001  x 
und  soll 

JF  zwischen  -t  0,005  F 
bleiben,  so  muss  y,  was  man  sofort  mittelst  der  Gleichung  Nr.  7 
findet,    bis    auf  .4  0,0004  :i^,    also    2'/a    mal    so    genau    gemessen 
werden,  als  X.) 

X.  Sehr  oft  handelt  es  sich  nicht  (wie  im  Vorausgegangenen) 
um  die  Grenzen,  zwischen  denen  ein  zu  berechnender  Fehler 
liegen  muss,  sondern  um  „durchschnittliche",  „mittlere* 
oder  ^wahrscheinliche**  Fehler.  (Dieser  Fall  liegt  besonders 
oft  in  der  Geodäsie  und  in  der  Astronomie  vor.) 

Unter  dem  -durchschnittlichen  Fehler"  der  wahren 
und  gleichartigen  Messungsfehler 

^1  j    ^3  j    ^3  j    •    •    •    ^« 

versteht  man  das  arithmetische  Mittel  ihrer  ab- 
soluten Werthe.  Man  drückt  dies,  jenen  Fehler  t  nennend, 
aas  durch  die  Gleichung 

41)  .=  f±^^. 

n 

Hingegen    wird    unter    dem    „mittleren    Fehler"    (oder 

„mittleren  zu  fürchtenden  Fehler")  die  Quadratwurzel    aus 
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dem  arithmetischen  Mittel  aller  Fehlerquadrato 
verstanden.  Es  ist  also,  wenn  m  diesen  mittleren  Fehler  be- 
zeichnet, 


42)  m 


^      n 


Der  „wahrscheinliche  Fehler"  ist  derjenige,  welcher 
die  Eigenschaft  hat,  dass  in  einer  grosseren  Fehlerreiho  gleich 
viele  Fehler  ihrem  absoluten  Betrage  nach  unter  ihm,  wie  auch 
über  ihm  liegen.     Man  bezeichnet  ihn  meist  mit  r. 

Zwischen  den  Fehlern  m,  t  und  r  besteht  (was  man  aus  der 
Theorie  der  Fehlerwahrscheinlichkeiten  ableiten  kann)  die  Beziehung 
43)  m=l ,2533  t=l ,4826  r. 

Es  ist  also  der  mittlere  Fehler  reichlich  ^li  des  durchschnitt- 
lichen und  beinahe  ^/j,  also   ^i'i,  des  wahrscheinlichen. 

Im  Nachfolgenden  wird  —  wie  im  Vorausgegangenen  —  meist 
von  den  Grenzen,  innerhalb  welcher  die  Fehler  liegen  müssen, 
die  Rede  sein ,  nicht  von  durchschnittlichen,  mitt- 
leren oder  wahrscheinlichen  Fehlern. 

Bezüglich  der  drei  Letztgenannten  sehe  man ,  wenn  nöthig : 
Jordan,  Vermessungskunde,  §  3 — 5  der  3.  Aufl.  des  I.  Bandes, 
oder  §  3  — 5  und  §  31  der  4.  Aufl.  des  II.  Bandes. 

Hingegen  möge  in  Bezug  auf  die  Grenzen  der  Einflüsse, 
welche  Beobachtungsfehler  auf  irgend  welche  zu  berechnende 
Grössen  ausüben,  Beachtung  finden :  Bauernfeind,  Vermessungs- 
kunde ,  Band  U  der  7.  Aufl.,  §  52,  S.  129  u.  130;  auch  §  53, 
Absatz  1 ;  ferner :  H  a  r  t  n  e  r  -  W  a  s  1 1  e  r  ,  Hjindbuch  der  Geodäsie, 
7.  Aufl.,  §  39,  Nr.  235;  und  Vogler,  praktische  Geometrie, 
Theil  I,  S.  195—196.  Jedoch  auch:  Zeitschrift  für  Ver- 
messungswesen, Jahrgang  1892,  S.  59  u.  60.  (Kritik  von 
Reinhertz.) 

§  3.   FlächenintaaltsveräiideraDgen  von  Dreiecken. 

A. 
Inhalt    des  Dreiecks    bestimmt    durch  Grundlinie  und  Höhe. 

Wenn  die  Grundlinie  g  und  die  Höhe  h  eines  ebenen  Dreiecks 
die  unendlich  kleinen  Längenänderungen  dg ,  bezüglich  dh  ,  er- 
leiden, so  erfahrt  der  Flächeninhalt  F  eine  gewisse  Veränderung  dl'\ 
Man  berechne  Letztere  (ausgedrückt  durch  (7,  h,  dg,  dh)  und  gebe 
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an ,    wie    sich    das  Ergebniss  zu  Fehlerbestimmungen  be- 
nutzen lässt. 

Lösung.     Da 

1)  F=lgh 
ist,  so  hat  man 

2)  dF=\{gdh^h(lg). 

Diese  Gleichung  kann  zu  Fehle  rberechnungen  genau 
s  o  benutzt  werden,  wie  es  bezüglich  der  Gleichung  Nr.  4  des  §  2 
geschehen  ist. 

B. 
Dreieckstorm    gegeben    durch    zwei  Seiten    und    den  ein- 
geschlossenen Winkel. 
I. 
Das  Dreieck  ABC  sei  gegeben  durch  die  Seitenlängen 
BC  =  a,     CA  =  b 
und  durch  den  Winkel 

ACB=^y, 
Man  berechne  zunächst  die  unendlich  kleinen  Ände- 
rungen 

daF,     boF,     dyF  und  dF, 
welche  der  Flächeninhalt  F  erleidet, 

wenn  nur  a  sich  ändert,  um  da, 
oder       ^     h      ^  ^      ,     ^    db , 

oder  a,  6  und  y  sich  gleichzeitig  ändern    (um  rfa,  dh  und  dy). 
Lösung.     Es  ist 

3)  jP=4«ft8iny; 
mithin 

4)  baF=  \hi^\nyda, 
b)  dbF=  iasiny  db, 

6)  dyF  =  lab  cos  y  dy, 

7)  dF=  ^{{adb-^-bdä)  siny-f-aft  cos  yd/}. 

Durch  Benutzung  von  Nr.  3  können  die  Werthe  Nr.  4 — 7 
auf  wesentlich  andere  Formen  gebracht  werden. 

IL 
Für  endlich  kleine  Änderungen  {^a,  Jb ,  Jy)  geben  die 
Gleichungen   Nr.  4-7    die  mindestens  näherungsweise  gel- 
tenden Formeln 
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8)  JaF=hbsmyJa, 

9)  JbF=lasinyJb, 

10)  JyF  =  ^ab  cos  y  Jy , 

11)  JF=  l  {(aJb-j-bJa)  siny  -^ab  eosyJy]  *). 

Aus  Nr.  8  — 11  folgen  auch  die  Werthe  der  relativen  Fehler 

12)  ^-^        ^^ 


13) 


F  a 

J,F       /Jh 


F  b 

u.  8.  w.     (Vergleiche  §  2,  D,  I.) 

Ferner  lehrt  z.  B.  die  Gleichung  Nr.  10 ,  dass  bei  unver- 
änderlichen Beträgen  von  a,  b  und  Jy  der  Fehler  JyF  desto 
näher  der  Null  liegt,  je  näher  y  dem   rechten  Winkel  kommt. 

Man  gebe  durch  drei  Zeichnungen  geometrische  Dar- 
stellungen der  Formeln  Nr.  8,  9  und  10  für  den  Fall,  dass 
die  Änderungen  zla^  Jb  ^  Jy  positiv  sind  und  das  Dreieck 
ABC  bei  ß  stumpfwinklig  ist. 

Auch  nenne  man  diejenigen  Vernachlässigungen 
V      J\     V       V 
welche  vorliegen,  wenn  die  Gleichungen  Nr.  8 — 11  zur  Benutzung 
kommen. 


*)  Anmerkung.  Dabei  sind  Ja  und  Jh  (in  Nr.  8— 11)  Längen- 
änderungen, also  Längen  (Strecken);  Jy  aber  ist  (was  Beachtung 
verdient)  in  Bogenmass  für  den  Halbmesser  1  gemeint,  mithin 
als  unbenannte  Zahl  (weil  man  y  bekanntlich  in  dieser  Weise,  nicht 
in  Gradmaas,  meint).  Z.  B  ist,  wenn  Jy  in  Gradraasa  eine  Minute  be- 
trägt ,  Jy  ^  57^:^  =  7: . .T7T  =  0,00029080  zu  setzen.  —  Das  Entsprechende 
öbU • oü       0400 

gilt  auch  für  die  in  den  Gleichungen  Nr.  4—7  auftretenden  Differen- 
tiale da,  db  und  dy.  Jedes  ist  von  der  Art  der  betreffenden  Grösse; 
es  muss  also  in  der  Einheit  ausgedrückt  gedacht  werden,  mit  welcher 
die  Grösse  gemessen  wurde. 

Femer  ist  für  die  Anwendungen  der  vorstehenden  und  auch  später 
folgender  ähnlicher  Formeln  zu  beachten,  dass  die  Änderungen  (Unsicher- 
heiten, Fehler)  Ja,  Jh,  Jy  meist  mit  Doppelvorzeichen  (it)  ver- 
sehen werden  müssen,  weil  sie  eben  so  gut  positiv  wie  negativ  sein 
können.  Dies  ist  besonders  dann  sorgfältig  zu  berücksichtigen,  wenn  die 
Grenzen,  zwischen  welchen  die  betreffenden  Fehler  liefen  müssen,  auf- 
zusuchen sind,  wenn  also  die  ungünstigsten  Arten  dos  Zusammen- 
treffens jener  Vorzeichen  in  Betracht  kommen. 
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Lösung.  Den  durch  die  Gleichung  Nr.  8  genannten  Fehler 
daF  veranschaulicht  (unter  den  gemachten  Voraussetzungen  und 
aus  naheliegenden  Gründen)  das  mit  Strichen  belegte  Dreieck 
ABBi  der  Fig.   5,  in  welcher 

AB=^c,     BC  =  a,     CA  =  b,     BB,  =  Ja. 

Flg.  5. 


Ferner  wird  durch  das  bestrichte  Dreieck  A^BA  der  Fig.  6 
der  Fehler  ^tF  (Gleichung  Nr.  9)  dargestellt,  wenn 

AAi  =  Jb 


ist. 


Flg.  6. 


A,  A 


Anmerkung.      Dass    die    Figuren    Nr.    5    und    6    auch    die 
Gleichungen  Nr.  12  und  13  veranschaulichen,  ist  selbstverständlich. 

Fig.  7. 


Endlich  gilt  bezüglich  der  verlangten  geometrischen  Darstel- 
lung der  Gleichung  Nr.  10  Folgendes :  Lässt  man  (siehe  die  Fig.  7) 
den  Winkel  y  um 

Jy  =  BCB^ 
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wachsen ,  ohne  dass  die  Seitenlängen  a  und  b  sich  ändern ,  so 
geht  das  Dreieck  ABC  in  das  Dreieck  ABiC  über.  Der  hier- 
durch eintretende  streng  richtige  Flächenzuwachs 

14)  JyF=  AB,  B  +  BBx  C 
ist  also  bestimmt  durch  die  Gleichung 

JyF=ABrG  —  ABC. 
Folglich  hat  man : 

JyF=  {ah  sin(y  +  -^7)  —  4afesin/, 
mithin 

15)  JyF=^  \al)  (siny  cos^y  +  cosy  sinz/y —  siny) . 

Für  ein  hinreichend  kleines  Jy  gilt  aber  (vergleiche  Theil  I, 
Seite  133,  Gleichungen  Nr.  18  und  19)  näherungsweise 

16)  cos^y=l 
und 

17)  9,mJ'y  =  Jy, 

Mit  Benutzung  von  Nr.  16  und  17  geht  Nr.  15  über  in  dit? 
Gleichung  Nr.  10. 

Ferner  stellt  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  CB^  Bx  der 
Fig.  7  sehr  nahe  die  rechte  Seite  von  Nr.  10  dar.  Es  ist  näm- 
lich die  Länge  der  Grundlinie  CB^  gleich  h  cos  y ;  die  Höhe  aber 
sehr  nahe  gleich  der  Länge  aJy  des  aus  C  mit  dem  Halbmesser  a 
beschriebenen  Kreisbogens  BBi*  Das  Dreieck  CB^Bi  hat  aber 
mit  der  wahren  Flächenzunahme  JyF  (siehe  Nr.  14)  die  Fläche 
CBBi  gemein.  Und  es  ist ,  wegen  der  Kleinheit  von  Jy ,  mit 
grosser  Genauigkeit 

BBiA  =  BBiB2, 
weil  BBi  gemeinschaftlich  und  weil  die  zu  CB  senkrechte  Gerade 
AB2  als  Parallele  zu  dem  sehr  kurzen  Kreisbogen  BBi  angesehen 
werden  darf. 

Anmerkung.  Bildet  man  nach  der  Art  der  Fig.  7  eine,  in 
welcher  der  Winkel  y  ein  rechter  ist,  so  lehrt  die  Anschau- 
ung Das,  was  vorher  schon  der  Gleichung  Nr.  10  für  den  Fall 
y=J^7r  entnommen  wurde,  nämlich:  JyF=0.  Das  Zeichnen 
dieser  Figur  möge  nicht  unterbleiben. 

Die  Gleichungen  Nr.  8  und  9  sind  streng  richtig,  nicht 
nur  näherungsweise.  Es  haben  also  die  betreffenden  Vernach- 
lässigungen die  Werthe 

18)  Va  =  0    und     Vb  =  0. 
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Dies  ist  sofort  durch  Rechnung  nachweisbar ,  folgt  aber  auch 
aus  der  Anschauung.    (Fig.  5  und  6.) 

Bei  der  Anwendung  der  Formel  Nr.  10  begeht  man,  gemäss 
Nr.   15  und  10,  die  Vernachlässigung 

19)  Fy  =  I  (sin  y  (cos  Jy  —  1)  +  cos  y  (sin  zty  —  z/y)}  ab. 

Ist  Jy  so  klein,  dass  die  Gleichungen  Nr.  16  und  17  hin- 
reichend genau  erfüllt  sind,  so  hat  man  mit  ausreichender  Ge- 
nauigkeit 

20)  Vy  =  0. 

Endlich  ergiebt  sich  die  bei  der  Benutzung  der  Formel  Nr.  11 
vorliegende  Vernachlässigung  F  als  unterschied  des  streng  rich- 
tigen Werthes 

21)  JF=  \  (a  +  Ja)  (b  +  Jb)  sin  (y  -f  z/y)  —  |  ab  sin  y 
und  des  Näherungswerthes  Nr.   11. 

III. 

Man  bestimme  mittelst  der  Gleichung  Nr.  11,  unter  welchen 
Umständen  der  Flächenfehler  JF  zu  Null  wird ,  ohne  dass  die 
Fehler  Ja ,  Jb  und  Jy  gleich  Null  sind. 

Lösung.     Es  ergiebt  sich  sofort,  dass  die.  Bedingung 

22)  ^«+4^.=.    ^y 


ab  tany 

erfüllt  sein  muss.     (Vergl.  §  2,  B,  11.) 

IV. 

Bei  allen  Anwendungen  der  vorstehenden  Fehlerformeln  (z.  B. 
der  Gleichung  Nr.  11)  ist  die  am  Fusse  der  Seite  14  stehende 
Anmerkung  gehörig    zu   berücksichtigen. 

Man  berechne,  auf  vier  Decimalstellen  abgerundet,  zwischen 

JF 

welchen  Grenzen   der    relative   Fehler      .,--•   der  Fläche  des 

F 

Dreiecks  ABC  liegen  muss ,  wenn  die  Seitenlähgen  a  und  b  mit 

einer  Unsicherheit  von  ±  ^/lo  ®/o   bestimmt  sind, 

^  y  =  360  20' 

gefunden  wurde  .und  dieser  Winkelmessung  eine  Unsicherheit  von 
±  l'  anhaftet. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Infinitesimalrechnung-.     Th.  III.        2 
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Lösung.     In  die  Gleichung  Nr.   11  sind  die  Werthe 
j/a  =  i  0,001  a ,         Jb  =  ±  0,001  b , 

sin  y  =  0,59248  ,  cos  y  =  0,80558 

einzusetzen.     Das  giebt 

JF 

JF=  ±  0,0007  ab ;     ~  ,^    =  n.  0,0024 . 

24 
Der  relative  Flächenmessungsfehler  liegt  also  zwischen  -}-  ^\.w^a" 

10  000 

"'^^-Toöoo- 

c. 

Das  gleichseitige  Dreieck. 

Ein  gleichseitiges  Dreieck  ABC  möge  die  Seitenlänge  a  haben. 

Man  berechne  zunächst  diejenige  unendlich  kleine  Ände- 
rung dF  des  Flächeninhalts  F,  welche  eintritt,  wenn  sich  a  ura 
sein  Differential  da  verändert. 

Dem  für  dF  erhaltenen  Werthe  entnehme  man  eine  Näherungs- 
formel für  die  endlich  kleine  Flächeninhaltsänderung  JF, 
welche  vorliegt ,  wenn  a  um  den  endlich  kleinen  Betrag  Ja 
wächst  oder  abnimmt ;  gebe  auch  die  bei  der  Anwendung  dieser 
Formel  eintretende  Vernachlässigung    V  an. 

Endlich  stelle  man  JF  und  V  geometrisch  dar  für  den 
Fall,  dass  Ja  eine  Zunahme  (der  Seitenlänge)  ist. 

Lösung.      Da  der  Flächeninhalt  den  Werth 

23)  F=|»/3a2 
hat,  so  ergiebt  sich 

24)  dF=^\/'dada) 
mithin,  als  näherungsweise  giltig, 

'    25)  JF=il/3aJa  =  ^in'^  -aJa, 

und  zwar  de.sto  genauer,  je  kleiner  Ja. 

Dabei  ist,  weil  der  streng  richtige  Worth  von  JF  aus 
der  Gleichung 

JF=  i  I  3  (a  +  Jay  —  \  Vi  a^ 
folgt,  die  Vernachlässigung 
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26)  r=i}/3Ja\ 

also    gleich    dem    Inhalte    eines    gleichseitigen    Dreiecks    von    der 
Seitenlänge  ^a . 

Geometrische  Darstellung    der  Gleichungen  Nr.  25 
und  26  giebt  die  Fig.  8,  in  welcher 

AB  =  BC=CA  =  a 

und 

liBi  =  CCi  =  Ja 
sein  soll,  mithin 
ABi  =  BiCi  =  CiA 

=  a  j-  Ja 
ist.    Sie  veranschaulicht 
durch    die    Trapezfläche 
BBi  Ci  C   den   streng 

richtigen  Werth  des 
Flächenzuwachses ;  ferner 
durch  die  Rechtecksfläche 

BB2  Ci  C  (Länge  a, 
Breite  sin  l  n  •  Ja)  den 
Näherungswerth  Nr.  25 ;  endlich  durch  die  Summe  der  Dreiecks- 
flächen BB1B2  und  CCid  (die  sich  zu  einem  gleichseitigen 
Dreiecke  von  der  Seitenlänge  Ja  zusammensetzen  lassen)  die 
durch  Nr.   26  ausgedrückte  Vernachlässigung  V. 

Anmerkung.  Man  unterlasse  nicht,  zu  untersuchen,  ob  das  im 
§  2  für  die  Fläche  des  Rechtecks  Gesagte  im  Wesentlichen  auch 
für  die  des  gleichseitigen  Dreiecks  gilt.  So  z.  B.  die  Glei- 
chung Nr.  24  (des  §  2);  ferner  die  auf  Seite  4  und  5  bezüglich 
der  unendlich  kleinen  Grössen  erster  und  zweiter  Ordnung  stehende 
„Anmerkung". 


Flächeninhaltsveränderungon  des   Dreiecks,    wenn  es  durch 

die  Längen  seiner  drei  Seiten  bestimmt  ist. 

I. 

Es  möge  ein  Dreieck  ABC  mit  den  Seitenlängen 

AB  =  c,     BC=a,     CA  =  b 

vorliegen.       Zu    berechnen     seien     diejenigen     unendlich     kleinen 

Änderungen 
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baF,    döF,    dcF,  dF, 
welche  der  Flächeninhalt  F  erleidet, 

wenn  nur  a  sich  ändert,  um  da, 

oder      „     h     ^          ^     ,  „    db , 

oder  a,  b  und  c  sich  gleichzeitig  ändern  (um  da,  db  und  de). 

Man  verlangt  jene  vier  Inhaltsänderungen  zunächst  ausgedrückt 
durch 

a,     6,     c,     da,     db,     de, 
dann  aber  unter  Zuhilfenahme  der  Winkel 

CÄB  =  a,     ABC  =  ß,     BCA  =  y. 
Lösung.     Bekanntlich  ist 

27)  i^=  i  |/(a  +  6  +  c)  {a  +l^=^c)  (a  —  b~-}^e)~{—^^~^'^). 
Hieraus  folgt: 

31)  dF  = 

a{—a^-yb^-\-c^)da  +  b{a^-b^-^e^)db  +  e{a^  +  b^--c^)dc  *) 

Man  hat  also,  bei  Benutzung  der  Winkel  a,  ß  und  ;': 

32)  da-F=  -^p  cos  a  da , 

33)  dfr  F  =  -^-^-  cos  ßdb, 

34)  de i^  =  -^^'  cos  y  de , 

35)  dF=  --  j-,-  (cos  a  da  -j-  cos /?  d6  +  cos y  de) ; 
oder : 


*)  Anmerkung.  Die  für  das  totale  Differential  geltende  Formel 
enthält  stets  die  für  die  partiellen  Differentiale  geltenden  Ausdrücke 
als  besondere  Fälle  in  sich.  Bei  verwickelten  Formeln  kann  das  zur 
Prüfung  derselben  benutzt  werden,  was  für  das  später  Folgende  Be- 
achtung finden  möge. 
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36)  daF=  ^acoiada, 

37)  dtF=^bcotßdb, 

38)  dcF=^ccoiydc, 

39)  djF  =  |(a  cot  ada-^bcoißdb -{- c  cot  y  de) . 

IL 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  Nr.  36  ist  der  Flächeninhalt 
eines  Dreiecks,  welches  die  Grundlinie  a  und  die  Höhe  coiada 
hat.  In  gleichartigerweise  sind  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
Nr.  37,   38  und  39  deutbar. 

Für  den  Fall  des  gleichseitigen  Dreiecks  muss  Nr.  39 
in  Nr.  24  übergehen.     Man  zeige,  dass  dies  so  ist. 

Ferner  wende  man  die  vorstehenden  Gleichungen  (Nr.  28 
u.  s.  w.)  auf  das  bei  (7  rechtwinklige  Dreieck  an  und  zeige, 
dass  für  dieses 

40)  baF=\bda, 

41)  htF  =  \adb, 

42)  bcF=0, 

43)  dF=\{adb-^bda). 

III. 

Auf  endlich  kleine  Änderungen  {Ja,  Jb  und  Je)  ange- 
wendet, liefern  die  vorstehenden  Differentialformeln  Gleichungen, 
welche  mindestens  näherungsweise  giltig  sind,  für  Fehler- 
berechnungen  Wichtigkeit  haben  und  zu  geometrischen 
Darstellungen  (im  Sinne  der  Fign.  Nr.  2 — 8)  auffordern. 

So  giebt  z.  B.  Nr.   36: 

^  7-»       1        .      ^  aJa 

44)  JaF=^  iacotaJa  =  — : 

2tana 

mithin,  wenn  a  ein  rechter  Winkel  ist: 

45)  JaF       „=0. 

Und  Nr.  40  giebt  für  ein  bei  C  rechtwinkliges  Dreieck : 

46)  JaF=lbJa. 

Es  möge  angeregt  sein,  diese  Gleichungen  Nr.  44,  45  und  46 
durch  je  eine  Figur  zu  veranschaulichen.   — 
Femer  liefert  beispielsweise  Nr.   35  : 

47)  JF=  --^  (cos  «  •  z/a  -f  cos  /?  •  ./ft  +  cos  y  •  Je) . 
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Man  entnehme  dieser  Gleichung,  sie  als  Fehlerformel 
ansehend ,  unter  welcher  Bedingung  der  Flächenfehler  JF 
zu  Null  wird,  ohne  dass  die  Längenmessfehler  Ja ,  Jh 
und  Je  gleich  Null  sind.  Auch  schaffe  man  eine  geometrische 
Deutung  des  Ergebnisses. 

Die  Gleichung  Nr.  31,  welche  dF  durch  a,  6,  c,  da,  db 
und  de  ausdrückt,  entspricht  der  Gleichung  Nr.  4  des  §  2.  Was 
bezüglich  der  Letztgenannten  im  vorigen  Paragraphen  behandelt 
worden  ist,  kann  also  im  Wesentlichen  auch  auf  die  Erstgenannte 
ausgedehnt  werden.  Dies  möge  hiermit  angeregt  sein  (soweit 
es  nicht  schon  durch  das  Vorhergegangene  erledigt  ist  und  eine 
Untersuchung  überhaupt  verdient). 

E. 

Inhaltaänderungen  eines  Dreiecks,  welches  durch  eine  Seito 
und  die  anliegenden  Winkel  gegeben  wurde. 
I. 
Das  Dreieck  ABC  sei    durch  die  Seite  AC=h  und  durch 
die   ihr    anliegenden  Winkel  {BAC=a,    ACB  =  y)    bestimmt. 
Man  verlangt  zunächst  die  Werthe  derjenigen  unendlich  kleinen 
Flächeninhaltsveränderungen 

doF,     daF,     byF,     dF, 
welche  eintreten, 

wenn  nur  h  sich  ändert,  um  rffc, 
oder     „     a     „  ^  ,     d«, 

oder  h,  a  und  y  sich  gleichzeitig  verändern  (um  db,  da  und  dy). 
Es  sollen  jene  Werthe  zunächst  ausgedrückt  werden  durch  6,  a, 
y,  db,  da  und  dy;  schliesslich  aber  auch  unter  Benutzung  der 
Seitenlängen  a  und  c,  die  bekanntlich  durch  b,  a  und  y  be- 
stimmt sind. 

Losung.     Da 

48)  i.=  ._^.'^««1^.6., 

^  2  sin  (a  +  y) 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

49)  F  =- \ 6> 

'  2  (cot  a  +  cot  y) 
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ist,  so  ergiebt  sich : 

-/.\  :v  V        sin  a  sin  y  ,   ,, 

51)  d„F=l.(-^P^,)'h*da, 

^  2  Vsin  (a  +  y)/ 

^  ^  2  \»m  (a  +  y)/ 

53)  (IF  = 

2  sin  a  sin  y  sin  (oe  +  y)  d6  +  (sin"  a  dy  -^  sin"  y  da)  b , 
2  sin"  (a  +  y) 
Oder,  in  anderer  Form : 

54)  d,F=-—'~---bdb, 

(!ot  a  -|-  cot  y 

55)  daF=  -   l     1 )  6"  da, 

2  Vcot  a  +  cot  y/  ' 

56)  dyl^=  A-  (—  -^' -  -  )" fc"  dy, 

'^  2  Vcot  a  -\-coty/ 

,  ^ 2  (cot  a  4-  cot  y)  dfe  4"  (csc^a  da  -j-  CÄc"y  dy)  b 

2  (cot  a  +  cot  y)2 

Mit  Benutzung  der  Seitenlängen  a  und  c,  welche  die  Werthe 

-o   X                                             sina       , 
o8a)  a=-r-r   -. zb 

sin  (er  -|-  y) 

and 

siny       , 


581)) 


sin  («  -j-  y) 
haben,  darf  man  statt  der  vorstehenden  Gleichungen  schreiben : 

59)  d6i'^=a8iny  dft, 

60)  daF=lc^da, 

61)  dyF=ia^dy, 

62)  dF=asinydb+  ^  (a"  dy  +  c"  da). 

Durch  Nr.  48  —  62  sind  auch  die  relativen  Flächeninhalts- 
änderungen bestimmt;  z.  B.  hat  man,  gemäss  Nr.  50  und  48, 

63)  F-^b 
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24   Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation. 

IL 

Die  Gleichungen  Nr.  50  —  62  entsprechen  den  für  die  Rechtecks- 
fläche F  geltenden  Gleichungen  Nr.  2 — 4  des  §  2.  Es  kann  also 
die  Ausnutzung  der  Ersteren  im  Wesentlichen  wieder  so  erfolgen, 
wie  die  der  Letzteren  im  §  2  erfolgt  ist.  Dazu  möge  die  An- 
regung hierdurch  gegeben  sein ! 

Als  Beispiel  diene:  Aus  Nr.  50  und  59  folgt,  dass  für 
eine  endlich  kleine  Änderung  Jh  der  Seitenlänge  6,  die  zu- 
gehörige Flächeninhaltsveränderung  J^ F mindestens  näherungs- 
weise den  Werth 


64) 


.  ^        sina  siny  ,     ,,  .         #i 

JhF=  - — 72  -7— f\  b  Jb  =  a  sin  y  Jh 


sin  (a  -j-  7) 

haben  muss.  Man  veranschauliche  diese  Näherungsformel, 
wie  auch  die  ihr  anhaftende  Vernachlässigung  Ft,  für  den 
Fall,  dass  das  Dreieck  -4JBCspitz winklig  und  Jh  positiv  ist. 


Flg.  J). 


.B. 


I^^ 

«\^ 

Kk 

fy\. 

c    c 


Lösung.     In  der  Fig.   9  sei 

CCi  =  BB<,  =  z/6. 
Dann  ist,  streng  richtig : 

JiF=BB^C^C', 
und  näherungsweise: 

z/,F=  BB^  CiC  =  BC'  CC2  =a'Jh  sin  y, 
was  der  Gleichung  Nr.  64  entspricht. 
Ferner  hat  man : 
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65)  n  =  £l?,Ä  =  (4^)V 

als  die  der  Gleichang  Nr.  64  anhaftende  Vernachlässigung.  (Bei- 
spielsweise iTTTinnr  ^^^  Flächeninhaltes,  wenn  die  Seitenlängen- 
ändernng  ytVt  ^^^  Länge  beträgt.) 

F. 

Schlu8sbemerkungen  zu  §  3. 

I. 

Ist  das  Dreieck  durch  eine  Seite,  einen  anliegenden  und  den 

der    Seite    gegenüberliegenden    Winkel    bestimmt,    so    bleibt,    aus 

selbstverständlichen  Gründen,  Alles  im  Wesentlichen  so,  wie  unter 

E.     (Seite  22—25.) 

IL 
Anders  aber  wird  die  Sache,    wenn  zwei  Seiten  und  der  der 
grösseren  gegenüberliegende  Winkel  gegeben  sind ;  etwa  6,  c  und 
y,  wobei  c^  b. 

Man  zeige  auch  für  diesen  Fall,  wie  die  unendlich  kleinen 
Flächeninhaltsveränderungen,  nämlich 

d,F,     dcF,    byF,    dF, 
erhalten  werden  können. 

Lösungs-Andeutung.     Es  ist  dann 
F=  i  hc&ina, 
sin  a  =  sin  (/?  -|-  y)  =  sin  ß  cos  y  -\-  cos  ß  sin  y, 

sin  /?  =  -     sin  y,  cos  ß  =  yl  —  sin^  ß , 

c 

also 

66)  J^  =  ^  &  sin  y  (6  cos  y  -f-  Vc^'^ b^  sin»  y). *) 
Hieraus  folgen  durch  partielle  Differentiation  die  Werthe  von 

d^F,  deF  und  dyJ^;  durch  Addition  derselben  ergiebt  sich  der 
Werth  von  dF. 


♦)  Diese    Gleichung    kann    auch    der    Anschauung    entnommen 
werden,  indem  man  von 

F=iah  siny 
ausgeht,  dabei  a  aus  der  Summe  der  Projeetionon  von  h  und  c  zusammen- 
setzend. 


Digitized  by 


Google 
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§  4.  Febler  beim  „Vorwärtsabsclmeiden". 

A. 
Die   unendlich    kleinen    Änderungen   der    Entfernungen    und 

Coordinaten. 

Einen   Punkt    B   (siehe    die   Fig.   10)    durch    ^Vorwärts- 
abschneiden^  bestimmen,  heisst  bekanntlich :  seine  Lage  gegen 

rtg.  10. 


eine    Standlinie  ÄC,    von    der    gegebenen   Länge  &,    dadurch    er- 
mitteln, dass  die  Winkel  a  und  y  gemessen  werden. 

Man    berechne    (ausgedrückt    durch  a,  y,  b  und  deren  Diffe- 
rentiale) für  einen  derartig  bestimmten   Punkt  B  diejenigen  un- 
endlich   kleinen   Veränderungen 
d„a,      daX,      day, 

dya,  dyX,  dylj, 

db(i,      dbX,      döP, 

da,*)    dx,       dy, 

welche    die    Entfernung  1?  6-  =  a,    die  Ab  s  c  is  s  e  -4ß' =  a; 

und  die  Ordinate  B'B  =  y  erleidet, 

wenn  nur  a  sich  ändert,  um  da, 

oder      „     y      „  ,  »     dy, 

^     &      »  .  ^     db, 

oder   a,   y  und   b  sich  gleichzeitig  ändern  (um  da,  dy  und  db). 

Lösung.     Es  ist  der  Abstand 

^\  sina       , 

sin  (a  -f-  y) 

Mithin  erhält  man  durch  partielle  Differentiation : 

b  sin  y 
2)  datt  =  ——-,      ,    -rda  =  bniny  csc^  (a  -}-  y)  da, 

sin2  (a  -f  y) 


•)  Das  ist  das  totale  Differential  von  a. 
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_bsinacosia  +  y) 
=  —  b  sina  cot  (a  +  Y)  csc  (a  -f-  y)  dy, 

sin  (a  -|-  y) 
und ,    durch   Addition   von  Nr.   2,  3  und  4,    oder   auch  durch 
totale  Differentiation  von  Nr.   1 : 

5)  da  = 

(sin  y  da  —  sin  a  cos  (a  +  7)  dy)  6  +  sin  a  sin  (a  +  y)  db 

sin2  (a  +  y)  '   ^ 

was  auch  in  anderen  Formen  gegeben  werden  kann. 

Hierbei  hat  für  Nr.  2 — 5  (und  auch  in  allen  folgenden 
Gleichungen)  hinsichtlich  der  Differentiale  db,  da,  .... 
(wie  auch  bezüglich  der  später  einzuführenden  Differenzen 
z/t.  ^a,  .  .  .  .)  die  am  Fusse  der  Seite  14  stehende  An- 
merkung Giltigkeit,  was  sehr  der  Berücksichtigung  bedarf. 

Ferner  hat  man  für  die  A  b  s  c  i  s  s  e  : 

cos«  sinr  ,  tany         , 

6)  x  =  -7— T-~  b  =  '- r\ &. 

sm  (a  +  y)  tan  a  -j-  tan  y 

Daher 

.  6  sin  y  cos  y   ,  6  sin  2  y 

7)  daX  = .  ,  /    ,    \  da  =  —  — -T-TT — 7 — :  da, 

'  sin»  (a  +  y)  2  sin«  (a  +  y) 

.^.  .  fe  sina  cos a   ,  &  sin  2  a        _ 

9)  d,^  =  __«-«^y,i6, 

sm  (a  4-  y) 

10)  dx  = 

b  (sin  1a  dy  —  sin  2  y  da)  -\-  2  cos  a  sin  y  sin  (a  -j-  y)  db 
2  sin2  (a  -}-  y) 
Endlich  gilt  für  die  Ordinate: 
...  sin  a  sin  y  ,  1  , 

sin  (a  -|-  y)  cot  a  -j-  cot  y 

Folglich  ist 


12)  d«j^  =  6(_^^^i^.^     N% 

\sin  (a  4-  y)/ 


*)  Für   den    anderen    Abstand,    nämlich  für  AB  =  c,  gelten  im 
Wesentlichen  dieselben  Formeln,  wie  Nr.  1 — 5. 


Digitized  by 


Google 


28    Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation. 

(       sin  a      > 
^sin  (a  -f-  y)> 
Ina  sin 0'    ,, 
a  (a  +  y) 
&  (sin^  y  da  -f-  sin^  a  dy)  -j-  sin  a  sin  y  sin  (a  -j-  y)  rffe 


13)  Ay=6(^i^yrfy, 

^  ^^  Vsin  (a  +  y)/     '' 

_.  .  sinasiny    „ 

sin  (ö  +  y) 


15)  rfy=  .  o/      ,     X 
^      ^                                        sin^  (a  +  y) 

B. 
Die  relativen  Werthe  der  unendlich  kleinen  Änderungen. 

Den  unter  A  vorstehenden  Gleichungen  sind  auch  die  re- 
lativen Beträge  der  unendlich  kleinen  Veränderungen  der  Ab- 
stände und  Coordinaten  leicht  entnehmbar.  Man  berechne  die 
relativen  Werthe 

datt       byd       bta       da        dx        dy 
a'       a'       a'       a  '      x  '      y   ' 
welche  für  die  Geodäsie  besonders  in  Betracht  kommen. 
Lösung.     Es  ist 

16)  ^  =  — -  -5?i^,  -  -  da  =  (cot  a  —  cot  [a  +  y])  da, 

a         sina  sin(a4-y)  l      i    /j.       » 

17)  ^^^  =  — cot  (a  +  y)dy, 


18) 


d^a      dh 
~cr~  b  ' 


-  ^N  da       db  ,       .      ,  /     .     N  , ,     ,     ^ 

19)  -  = -j- +  cot  a  da  —  cot  [a  -|-  y)d{a  +  y), 
a         0 

dx       db 

20)  =  ^^ tan  a  da-f  cot  y  dy — cot  (a  -j- y)  d(a-[-y), 

21)  -    -  =  -T---f-cotac?a  +  cotydy  — cot(a-f-y)d(ö  +  y), 

y        0 

al8o 

o^x  dy       dx      ,^  ,       ^    ,  ,  d2a 

22)  — ^ =  (tan a  -4-  cot a)  da  =  ^--    • 

y  a;  '  sin2a 

(Die  Gleichungen  Nr.  19  —  21  folgen  sehr  schnell  aus  Nr.  1, 
6  und  11  ,  wenn  man  die  drei  letztgenannten  vor  dem  Differen- 
ziren logarithmirt.  *) 

*)  Diese  Art  der  Ableitung  von  Differentialformeln  ist  oft  om- 
pfehlenswerth.     Besonders,  wenn  es  sich  um  relative  Werthe  handelt. 

(weil  dlu'-^^\ 
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Anmerkungen  zu  A  und  B; 
I.  Als  eine  der  Gleichung  Nr.  22  entsprechende  Beziehung  ergiebt 
sich  leicht: 

23)  ' =cotad«  —  coiydy. 

II.  Ober  die  Beziehungen,  welche  die  unter  A  und  B  vorstehenden 
Gleichungen  zu  den  beim  , Vorwärtsabschneiden*  auftretenden 
, mittleren  Fehlern*  (vergl.  S.  11,  X.)  haben,  sehe  man:  Jordan, 
Handbuch  der  Vermessungskunde,  8.  Auflage,  Band  1,  S.  803; 
ferner:  Vogler,  praktische  Geometrie,  Theil  I,  S.  456  u.  457. 

C. 
Fehlerformeln    und    geometrische    Darstellungen    derselben. 

I, 

Werden  die  unter  A  und  B  vorstehenden  Differential- 
formeln  auf  endlich  kleine  Änderungen  {Ja,  z/y,  Jb)  an- 
gewendet ,  so  liefern  *  sie  Änderungsformeln ,  z.  B.  Fehler- 
f  0  r  m  e  1  n  ,  die  mindestens  näherungsweise  richtig  und 
meist  sehr  brauchbar  sind.  Bei  ihrer  Benutzung  für  Zahlen- 
werthe  ist  die  am  Fusse  der  Seite  14  stehende  Anmer- 
kung zu  beachten;  besonders,  dass  die  Fehlerbeträge  z/a,  z/y 
und  Jh  in  der  Regel  mit  Doppelvorzeichen  (i)  zu  ver- 
sehen sind. 

Man  nenne  zunächst  diejenigen  Gleichungen,  welche  zufolge 
des  unter  A  Vorausgegangenen  für  die  endlich  kleinen  Ände- 
rungen 

-^/a«,       Jytt,       JbCL 

Giltigkeit  haben ;  auch  gebe  man  für  jede  derselben  eine  geo- 
metrische Deutung,  hierbei  voraussetzend,  dass  das  Dreieck 
ABC  ungleichseitig-spitzwinklig  und  die  Verände- 
rungen 

z/a,     Jy,     Ji 
positiv  seien. 

Lösung.     Die  Nrn.  2,   3  und  4  liefern: 

^«^  ^  fe  sin  y 

23)  J^a  =  ^— — -Ja, 

^  sin2  [a-\-y) 

^.v  /  ftsinacos  (a  +  r)     . 

24)  Jya  = r  , ,      ,    T       Jy, 

^  ^  sina(a-l-y)  " 

25)  Jf,a=^- — - — r-  -Jh. 

sin  (a  -J-  y) 
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Veranschaulichung  der  Gleichung  Nr.   23   giebt 
(unter    den    vorher   genannten  Voraussetzungen)  die  Fig.   11.     In 

ihr  ist  der  (sehr  klein 
zu  denkende)  Winkel 

BABi  =rJai 
folglich,  da  6  und  y  un- 
geändert  geblieben  sind, 
Jaa  =  BB2. 
Macht  man  nun  die 
(näherungsweise  rich- 
tige) Annahme ,  dass 
der  (sehr  kurze)  aus 
A  geschlagene  Kreis- 
bogen BBi  als  eine  zu 
AB  senkrechte  Gerade 
aufgefasst  werden  dürfe, 
so  ist 


b:b' 

.ilBiBB2=dO  —  ß, 


daher 


JB  JBa  =  BBi  .  sec  (90  —  ß)  = 


BBi 

sin  ß 


Ferner  ist,  als  Kreisbogen  aus  A : 


mithin 

26) 


BBi  =  c^a  =  -T— '--^ö; 

sin/j 

BBi  =  -T  ii  ^«  =   .-TT- 1     \- ^«  1 


was  mit  Nr.   23  übereinstimmt. 

Geometrische  Deutung  der  Gleichung  Nr.  24 
bietet  die  Fig.   12  (Seite  31).     Wird  in  ihr 

BCBi  =  Jy 
vorausgesetzt,  so  ist 

B1B2    =  Jytt, 

wenn  BBi  ein  Kreisbogen  aus  C. 

Wird  nun  die  (näherungsweise  zulässige)  Annahme  gemacht, 
dass  dieser  Kreisbogen  mit  einer  Geraden,  welche  senkrecht 
zu  CB  steht,  vertauscht  werden  dürfe,  so  hat  man : 
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-Bi  jBa  =  BBi .  tan  B^BB^  =  a  Jy-i&n  (90  —  ß), 

.       ^  .       bsina 
dycoiß=---  . 
sin  pr 

h  sina  cos  (a  +  7) 


=  a  z^y  cot  /?=-.—  -  ^y   .-£- 1 


Zur    Veranschaulichung    der    Gleichung   Nr.   25 
kann  die  Fig.   13  benutzt  werden.     In  dieser  ist 

Flg.  13. 


c  c^ 

Ferner,  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  BBi  Bi  und  ABC: 
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B2B1  a sin  a 

BB2  ~J~  si^ ' 
mithin 

sina  .- 

28)  Jüa=  -;  -  — , — r-  Jb. 

am  (a  +  y) 

Das  stimmt  mit  Nr.  25  überein.  Auch  lässt  es  erkennen, 
dass  die  letztgenannte  Gleichung  genau  gilt ,  nicht  nur  nähe- 
rungsweise. 

IL 
Man    entnehme    ferner   den  unter  A  gewonnenen  Differential - 
formein  diejenigen  Gleichungen,  welche  für  die  endlich  kleinen 
Änderungen 

JaX,       JyX,       JaV,       JyV 

Giltigkeit  haben ;  auch  gebe  man  wieder  (wie  bei  I)  bezüglich  jeder 
derselben  eine  Veranschaulichung  für  den  Fall ,  dass  die 
Veränderungen  Ja  und  Jy  positiv  sind  und  das  Dreieck  ABC 
spitzwinklig-ungleichseitig  ist. 

Lösung,     Die  Nrn.   7,  8,   12  und  13  geben  sofort: 

29)  J.x  =  -^^^,Ja, 


31)  Jay  =  l{.  T\    y^"^ 

\sin(a-f- y)' 
^  '  ^  Vsin  (a  +  y)/      ' 


Jede  dieser  vier  Gleichungen  kann  zu  (näherungsweisen) 
Änderungsberechnungen  oder  Fehlergrenzen-Er- 
m ittelungen  benutzt  werden. 

Veranschaulichung  vonNr.  29  und  31  vermag  man 
(unter  den  bezeichneten  Voraussetzungen)  der  Fig.  11  zu  ent- 
nehmen.    Es  ist  nämlich  hier : 

AB  =  X,     AB\  =  a;  -["  ^a^, 
B'Bi  =  J^x  =  —  BB^  cosy, 

was    mittelst    der    Gleichung    Nr.    26    (die    der    genannten    Figur 
entnommen  wurde)  auf  Nr.   29  führt. 
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Ferner  ist 

B'B  =  y,    B\B,=y  +  Jay, 
J„y=:  BB%  siny. 

Das  aber  giebt  mit  Nr.  26  die  Gleichung  Nr.  31. 

Geometrische  Darstellung   der  Nrn.   30  und  32 
bietet  die  Fig.   12,  in  welcher  offenbar 

JyX  =^  BBi  cosa 
und 

Jyy=  BB%  sina 

ist.     Dabei  aber,  entsprechend  der  Gleichung  Nr.   26 : 

T>r>          ^  fcsina          . 

'  sm*(a-f-y) 
was  Nr.  30  und  32  liefert. 

Anmerkung  zu  C,  lundll.  Denkt  man  sich  in  den  Fign.  11 — 13 
die  Änderungen  z/ft,  z/a  und  Jy  unendlich  klein  (dem  Betrage 
Null  asymptotisch  sich  nähernd) ,  so  giebt  das  eine  Veranschau- 
lichung der  Differentialformeln  Nr.  2—4,  7,  8,  12  und  13, 
aus  welchen  die  Gleichungen  Nr.  23—25  und  29—32  entnommen  sind, 

D. 
Anregungen  und  Anmerkungen,   das  „Vorwärtsabschneiden" 

betreffend. 
I. 
Man  zeige  mittelst  der  unter  B  vorstehenden  Differential- 
formeln,   dasa  näherungsweise  die  Änderungsgleichung 
Ja        Jh    ,     Ja  Jß 

a  6      "^  tan  a        tan  ß 

Giltigkeit  hat  (wobei  ß  =  7i  —  a  —  y,  also  Jß  =  —  Ja  —  Jy). 
Auch  berechne  man  mittelst  dieser  Gleichung  Nr.  33,  zwischen 

Ja 

welchen  Grenzen  der  relative  Fehler liegen  muss,  wenn  die 

a 

Grundlinie  h  mit  einer  Unsicherheit  von  ±  ^uVir  ibrer  Länge  ge- 
messen ist,  die  Winkel  a  und  y  beide  auf  ±  30"  genau  bestimmt 
sind,  a=61<>12',  ß=^2^%'  gefunden  wurde.  (Siehe  die  am 
Fasse  der  Seite  14  stehende  Anmerkung.) 

II. 
Durch    geeignete    Verbindung    der    Fign.    11    und    12     (also 
dadurch ,  dass  bei  unverändertem  h  zunächst  a  um  Ja  ^  dann  y 

Fährmann,  Anwendungen  d.  InHnitesimalrechnnng.    Th.  III.  8 
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um  Jy  vergrössert  wird)  veranschauliche  man  (unter  den 
dort  gemachten  Voraussetzungen)  die  näherungsweise  bestehende 
Giltigkeit  der  Gleichung 

34)  ^a,ya  =  ^aa  + ^yö, 
welche  aus  der  Differentialformel 

35)  da,ya  =  ioö+dya 
entnehmbar  ist. 

Ferner  stelle  man  durch  geschickte  Vereinigung  der  Fign.  11-13 
geometrisch  dar,  dass  auch  die  aus  der  Differentialformel 

36)  da  =  d6a4- daa+ dyrt 
entnehmbare  Änderungsgleichung 

37)  Ja^=  JhO,-\-  '^aO'-\-  -^yd 

als  Näherungsformel  gilt.  Man  zeichne  und  untersuche  also  eine 
Figur,  in  welcher  sich  das  Dreieck  ABC  so  verändert,  dass  zu- 
nächst b  um  ^b,  dann  a  um  j/a,  schliesslich  y  um  z/y  wächst. 

III. 

Die  Vernachlässigungen,  welche  den  unter  C  abge- 
leiteten Näherungsformeln  anhaften,  sind  leicht  ermittelbar.  (Vergl. 
§  2  und  3.) 

Man  bestimme,  rechnend  oder  construirend,  wenigstens  eine 
derselben ;  etwa 

nämlich  den  Unterschied  zwischen  dem  genauen  Betrage  des 
-c/att  und  seinem  durch  die  Gleichung  Nr.  23  dargebotenen 
Näherungswert  he. 

IV. 

Bezüglich  der  Art  der  Fehler  Jb,  Ja  und  Jy  können 
verschiedene  Fälle  in  Betracht  kommen.     (Vergl.  §  2,  D,  11 — VI.) 

Man  untersuche  (mittelst  der  vorausgegangenen  Gleichungen) 
den  für  die  Geodäsie  nicht  unwichtigen  Fall,  dass  ^Jb  der 
Quadratwurzel  von  b  proportional  ist,  also 

38)  Jb  =  m  y'b, 

ferner  Ja  und  Jy  constant  und  gleich  sind,  etwa 

39)  Ja  =  Jy  —  n. 

V. 
In  welcher  Weise  manche  der  im  §  4  gewonnenen  Ergebnisse 
in  der  Geodäsie  für  das  Vorwärtsabschneiden  sich  ver- 
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werthen  lassen  (auch  irrthümlich  benutzt  worden  sind),  dar- 
über sehe  man  Näheres  durch  nachstehende  Literatur,  die 
sich  z.  Th.  auf  ^mittlere  Fehler**  (§  2,  D,  X.)  und  auf 
„Fehlercurven"  bezieht ;  auch  theilweise  die  günstigsten 
Bedingungen  für  das  Vorwärtsabschneiden  untersucht: 

Bauernfeind,  Vermessungskunde;  3.  Aufl. ;  S.  509  u.  510. 

Fischer,    höhere  Geodäsie;    Abth.  II,  1846;  S.   5  u.  6. 

Hammer,  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  1885;  S.  126, 
2.  Hälfte. 

Hartner-Wastler,  Handbuch  der  niederen  Geodäsie ; 
7.  Aufl.;  S.   343  u.   344. 

Jahrbuch  der  Fortschritte  der  Mathematik, 
S.   1109  des  Jahrganges   1885.     (Kritik  von  Petzold.) 

Jordan,  Vermessungskunde ;  3.  Aufl.,  Band  1 ;  §  101  u,  102. 

Vogler,  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie,  Theil  I,  §  153. 

§  5.    ünsioherlielten  beim  „Seitwärtsabsolmelden". 

A. 
Differentialformeln  für  das  ^Seitwärtsabschneiden*. 
Der  Punkt  B  (Fig.  10  auf  Seite  26)  ist  durch  „Seitwärts- 
abschneiden"  bestimmt,  wenn  zu  seiner  Festlegung  die  Länge  b 
der  Standlinie  AC,  ein  ihr  anliegender  Winkel  a  und  der  gegen- 
überliegende Winkel  ß  gemessen  wurden. 

Es  sollen  zunächst*  (ausgedrückt  durch  die  Grössen  6,  a 
und  ß ,  sowie  durch  deren  Differentiale) ,  die  unendlich  kleinen 
Veränderungen 

^ft«,     i«a,     d^a,     b^^^a,     da, 

^6^'      K^^     ^ß^^     K,ß^y     ^^> 
K^^     K^y     ^ßXy     K,ß^y      ^^^ 

\yy  Ky^  V'  ^a,/s^'  ^^' 

wie  auch  die  Verhältnisse 

V*        ^a^        ^j^       Kß^       da^ 
a    '       a    '       n    '       a     '      a 
u.  s.  w.  berechnet  werden. 


*)  Vergl.  Seite  26. 
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Lösung.     Da 

1)  a=  -T—^i 

sin/J 

ist,  so  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation: 

N  sin«    ,, 

2)  dt,a  =  —-^db, 

smp 

.  fecosa, 

3)  daa  =  -  .  -da, 

sm/J 

.  6  sin  a  cos/?    ,^ 

und  durch  Addition,  oder  auch  durch  unmittelbare  Benutzung 
von  Nr.   1  ; 

.  .  ft(cosa  sin/^da  —  sina  cos/?d/?) 

5)       V= li^ • 

.    ,         h  (cosa  sin/? da  —  sin«  cosßdß)  +  sina  sinßdb 

Diesen  Werthen  (wie  auch  manchen  der  nachfolgenden)  kann 

man  leicht  andere  Formen  ertheilen,  was  aber  unterbleiben  möge. 

Ferner  ergiebt  sich  aus 

sin  (a  -[-/?)  ,        ,  .  ,  ^  ,  ^  , 

7)  c  = -.    '   ^^  b  =  (sina  cot/?+  cosa)  b , 


sogleich ; 
8) 


sin(a4-^ 

ObC  = -— ab , 

sinp 


9)  daC== .    J      '  da  , 

sin/J 

X  fe  sin  a    ,  ^ 

10)  V=--i„7^-«i/^, 

.  .  b  {cos  (a  -[-  /?)  sin  ßda  —  sin  a  dß) 

^  «'^  sin-/? 

12)  dc  = 

&  {cos  (a  +  /?)  sin/? da  —  sina  d/?}  -f-  sin  (a  -j-  /?)  ainß dh 

sin^/? 

Endlich  folgt  aus  den  Werthen 

8in(a  +  /?)cosa  , 

13)  j;  =  ccosa=        ^      r'l--   — & 
'  sinp 

und 
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-  .N  .  sina  sin(a  -^  ft)  , 

14)  y  =  C8ina  = .  \    '     --h 

durch  partielle  Differentiation: 

15)  d.x  =  il5(^)^!«d6, 

sinp 

16)  d..  =  -*i^«  +  '^.-d«, 

sinp 

,  bsinacosa   ,„  6sin2a  ,. 

17)  bßZ  = r-^ —  dß=—  -^-r-tf,  dß, 

18)  dßp  = —- db, 

^n^  i  ftsin(2a -}-/?)    - 

19)  d.y  =      ■       ■   ^       -  äa , 

.0,  .,,=-»(^-;-)V. 

Damit  aber  hat  man  auch  die  Werthe  von 

und  zwar  durch  Addition  (wenn  man  nicht  vorzieht ,  sie  aus 
Nr.  13 ,  bezüglich  14 ,  durch  unmittelbare  Differentiation  abzu- 
leiten). 

Ferner  kann  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  die  ver- 
langten relativen  Werthe  ableiten ;  nämlich : 

b^a  dh 

22)  -^-  =        -  =  cota da  , 

a  tana 

23)  ^  =  --11-  co^ßdß, 

a  tan/j 

24)  -"^^  -  =  cota  da  —  cotßdß , 

a 

25)  =-7-4-cotarfa  —  coifidß 

a  0      ^ 

u.  s.  w. 

Dieselben  können  aber  auch  dadurch  gewonnen  werden,  dass 

man  die  Gleichungen  Nr.   1,  7,   13  und  14  zunächst  logarith- 

mirt  und  dann  differenzirt.*) 


21) 


*)  Vergl.  die  am  Fusse  der  Seite  28  stehende  Anmerkung. 
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Für  manche  der  Gleichungen  Nr.  21,  22,  ....  empfiehlt  es 
sich,  sie  in  Worte  zu  fassen,  weil  sie  sehr  einfache  Sätze  aus- 
drücken. 

B. 

Einige  Anwendungen  der  Differentialformeln. 
I. 
Den    unter    A  vorstehenden    Gleichungen ,     welche    für    un- 
endlich   kleine   Änderungen    gelten ,    lassen   sich  für  endlich 
kleine  Veränderungen  (z.  B.  kleine,   unvermeidbare  Messungs- 
fehler) Werthe  entnehmen,  die  im  Allgemeinen  nur  näherungs- 
weise richtig,  aber  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbar  sind. 
Es  sollen  beispielsweise  die  für 

a 
in  diesem  Sinne  geltenden  Ausdrücke  genannt  werden. 

Lösung.  Die  Gleichungen  Nr.  2,  3,  21,  22,  24  und  25 
geben  sogleich  die  Formeln 

^r.\  4  sin  a     .,         a     ^_ 

26)  Jta  =  — -   Jb  =  -j-  Jb, 

sin/j  0 

«.,x  *  bcosa    ^ 

27)  .  /„a  ==  — : — -  ^/a  =  a  cota  • .  /a, 

sm  ß 

28)  .  /^^a  =  a  (cot a  Ja  —  cot/?  Jß), 

29)  J^  =  J^.l.J'L^AL. 

a  b     '   tana       tan/? 

IT. 

Man  gebe  bezüglich  jeder  der  Gleichungen  Nr.  26  und  27 
eine  geometrische  Darstellung  für  den  Fall ,  dass  das 
Dreieck  ABC  ein  ungleichseitig -spitzwinkliges  ist  und  die  Ände- 
rungen .  /b  und  -  fa  positiv  sind. 

Auch  ermittele  man  die  Werthe  der  den  Formeln  Nr.  26  und  27 
anhaftenden  Vernachlässigungen  Vj^a ,  bezüglich  V/f^, 

Lösung.  Veranschaulichung  der  Gleichung  Nr.  26  bietet, 
unter  den  genannten  Voraussetzungen,  die  Fig.  13  der  Seite  31. 
(Siehe  die  auf  Seite  31   zu  jener  Fig.  13  gegebenen  Erklärungen.) 

Geometrische  Darstellung    von  Nr.  27    hat   man  (unter  den- 
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selben  Voraussetzungen)  durch  die  Fig.  14.     In  dieser  ist  ABC 
das  ursprüngliche  (richtige)  Dreieck  und 

BABi  =  Ja; 
mithin  AB^C  das  veränderte  (falsche)  Dreieck. 

FIf.  14. 


Ferner,  wenn  BB%  ein  Kreisbogen  aus  C: 

B^B^  =  Jaa, 

Man  hat  aber : 

30)  Bogen  B^a  =  a  Ja, 

weil  der  Winkel  B  CB\  =  Ja  sein  muss ,  da  ß  beim  Verschieben 
von  B  nach  Bi  ungeändert  geblieben  ist. 

Ferner,  näherungsweise  und  zwar  desto  genauer  je  kleiner  _/a: 

31)  5a  -Bi  =  BB^  tan  B^  BBi , 

nämlich  dann,  wenn  man  das  theilweise  krummlinige  Dreieck  BBi  7?a 
für  ein  geradliniges  und  bei  Ba  rechtwinkliges  gelten  lässt. 

Endlich,  weil  die  Winkel  BB^C  und  BAC  als  Peripherie- 
winkel über  demselben  Bogen  gleich  sind : 

z: BB,B^  =  a,         z.B^  BB,  =~  —  a, 
also,  gemäss  Nr.  30  und  31, 
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32)  B^Bi=aJacoia, 
was  mit  Nr.  27  übereinstimmt. 

Die  Gleichung  Nr.   26  ist  genau  richtig ;  also 

33)  V^,a  =  0. 

Es  folgt  dies  schon  aus  der  Anschauung,  nämlich  aus 
der  Fig.   13,  ist  aber  auch  sofort  rechnerisch  klar. 

Für  den  streng  richtigen  Werth  von  //a«  hat  man,  laut 
Nr.   1 ,  zunächst : 

sin  (a  4-  .  /a)  ,        sin  a  , 
sin  p  sin  p 

mithin 

34)  J„a=   -  -  (sin  a  cos . ia  4-  cos  a  sin . ia  —  sin  a). 

smp 

Es  ist  also,  gemäss  Nr.  34  und  Nr.   27, 

35)  V^i  fl  =  -r-  -  {sina(cos./a  —  1) -1- cosa(sin//a  —  Ja)] 

"         sm/J 

die  dem  Näherungswerthe  Nr.  27  anhaftende  Vernachlässigung. 
Sie  darf  gleich  Null  gesetzt  werden,  wenn  Ja  so  klein  ist,  dass 
man  mit  hinreichender  Genauigkeit 

36)  cos  Ja  =  1 
und,  was  bekanntlich  weit  länger  angeht, 

37)  sin. /a  =  ./a 
nehmen  kann.     (Siehe  hierüber  das  Capitel  Y.) 

C. 
Anregungen  und  Anmerkungen  bezüglich  des  ^Seitwiirts- 
abschneidens*. 
I. 
Die  Angabe  weiterer  Änderungsformeln,  von  der  Art 
der    Gleichungen    Nr.    26  —  29,    möge    hierdurch    empfohlen    sein. 
Desgleichen    deren    geometrische    Darstellung   im  Sinne 
der  Fign.  11 — 14.    Auch  die  Ermittelung  der  zugehörigen  „Ver- 
nachlässigungen".    Endlich    die   Beifügung   von  Zahlon- 
b  0  i  s  p  i  e  1  e  n. 

Der  in  der  Geodäsie  meist  vorliegende  Fall ,  dass  die 
Standlinienlänge  6  für  fehlerfrei  gelten  darf  und  die 
Winkelunsicherheiten  (  /a,  Jß)  als  gleich  angenommen  werden 
dürfen,  verdient  hierbei  besondere  Beachtung.  Es  gelten  für  ihn 
wesentlich  einfachere  Formeln  als  für  den  allgemeinen  Fall. 
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Bei  Zahlenrechnungen  ist  die  am  Fasse  der  Seite  14 
stehende   „Anmerkung"   gut  zu  beachten. 

IL 
Näheres  über  die  Beziehungen,  welche  der  §  5  zur  Geodäsie 
hat,  lässt  sich  der  nachstehenden  Literatur  entnehmen : 

Bauernfeind,  Vermessungskunde  ;  7,  Auflage  ;  Bd.  U,  §  55. 
Hartner-Wastler,    Handbuch    der   niederen  Geodäsie ; 

7.  Auflage;  Nr.  303.     (Oder  Nr.   335  der  5.  Auflage.) 
Jordan,  Vermessungskunde;   3.  Auflage;  Bd.  I,  §  104  u. 

105.     (Auch  S.   13  u.  14.) 
Vogler,  praktische  Geometrie;  Theil  I,  S.  457. 
Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  Jahrg.  1892, 

S.  59  u.  60.  (Kritik  von  Reinhertz.) 
Es  sind  hier  nicht  nur  die  Grenzen  behandelt ,  zwischen 
welchen  die  Fehler  der  durch  Rechnung  abgeleiteten  Grössen  liegen 
müssen,  sondern  auch  die  „mittleren"  Fehler  (vergl.  §  2,  D,  X.); 
femer  die  günstigsten  Verhältnisse  für  das  Seitwärts- 
abschneiden und  die  bezüglich  desselben  vorliegenden  Genauig- 
keitscurven. 

§  6.  Die  „Polarmethode*'  der  Geodäsie. 

A. 
Differentialformeln. 
Um    den,    irgend    eines  Hindernisses    wegen    nicht    direct 
messbaren,  Abstand 

a  =  BC 

B 


Flg.  15. 


(fi' 


f 

V 

.'A 

y 

\ 

y 

\ 

,< 

a\ 

K 

\ 

\ 

\ 

A^ 


zweier  Punkte  B  und  G  (Fig.  15)  zu  bestimmen,  sind  von  einem 
Punkte    (Pole)  A    aus    die   Entfernungen  AB  =  c  und  AC  =  b, 
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wie  auch  der  Winkel  CÄB  =  a,  gemessen  worden.  Es  haben 
diese  Messungen  die  kleinen,  unvermeidbar  gewesenen  Fehler  ± .  /c, 
±  ^/fe,  ±  Ja.  Zur  Ermittelung  des  Einflusses  derselben  sollen 
zunächst  die  unendlich  kleinen  Veränderungen 

dbd,     dett,     dad,  da 

berechnet   werden   (welche   im  Sinne  von  §  4,   A,    gemeint  sind); 
und  zwar  zuerst  ausgedrückt  durch  6,  c,  a,  db,  de  und  da,  dann 
aber  mit  Zuhilfenahme  der  Winkel  ß  und  y, 
Lösung.     Man  hat : 

1)  a*  =  j2^c«_  2&ccosa, 
also 

2)  a  =  K'fc«  -fc«"—  2  bc  cos~ä . 

Durch  partielle  Differentiation  einer  dieser  Gleichungen 
orgiebt  sich  : 

3)  dbU  = db, 

, .  .  c  —  6  cos  a  . 

4)  dca=^  — — de, 

a 

^.  .  bc  aina  , 

o)  dad  =  —    —  da, 

a 

wobei  a  durch  Nr.  2  bestimmt  ist. 

Hieraus  folgt  durch  Addition : 

,    (6  —  c  cos  a)  dbA^^c  —  b  cos  a)  rfc  -f  6c  sin  a  da 

a 

Zu  denselben  Ergebnissen  kommt  man,  selbstverständlich, 
auch  dann,  wenn  zunächst  Nr.  1  oder  Nr.  2  total  differenzirt  und 
nachher  in  der  für  da  gewonnenen  Gleichung  Je  zwei  der  Grössen 
6,  c  und  a  als  unveränderlich  angesehen  werden. 

Mit  Benutzung  der  Winkel  ß  und  y  lassen  sich  den  Gleichungen 
Nr.  3 — 6  die  sehr  einfachen  Formen 

7)  dba  =  QOBy  db, 

8)  df.a  =  cos/]f  de, 

9)  daa=b  sin  y  da, 

10)  da  =  cosy  db-\-  cos ß de  -)-  bsiny  da 

ertheilon. 
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B. 

Fehlerformeln.    Verschwinden  von  Fehlereinflüssen. 

Geometrische  Darstellungen. 

Aus  den  Gleichungen  Nr.  3 — 10  folgt,  dass  für  endlich 
kleine  Änderungen  (Fehler,  Unsicherheiten)  die  nachstehenden  vier 
Formeln  mindestens  näherungs  weise  gelten : 

11)  Jba= Jo  =  cosyJb, 

et 

.c^^  i  ^  —  6cosa     .  ^    . 

12)  Jc<l^= -^C  =  COSiß  Je, 

-^x  s  ftcsina    .         ,    .         .         ,      . 

13)  Jad  == Ja=o  siny  la  =  ha  Ja  , 

a 

14)  Ja  =  cosy  Jb  +  cos^  Je  -j-  ha  Ja. 

Man  ermittele  auf  Grund  dieser  Gleichungen,  unter  welchen 
umständen  die  Fehler  Jbdy  Jcd  und  Ja^  zu  Null  werden,  ohne 
dass  die  Fehler  Jb ,  Je  und  Ja  gleich  Null  sind. 

Auch  gebe  man  je  eine  geometrische  Darstellung 
der  Formeln  Nr.  11  —  13  für  den  Fall,  dass  das  Dreieck  ABC 
(Fig.  15)  ungleichseitig-spitzwinklig  ist  und  die  drei  Änderungen 
Jb,  Je,  Ja  positiv  sind. 

Lösung.     Es  wird,  nach  Nr.   11,  der  Fehler 

15)  Jf,a=:0, 
wenn 


16) 

'^  =  T 

ferner  wird,  laut  Nr.  12, 

17) 

Jca  =  0, 

falls 

18) 

"=?- 

Endlich  ist,  gemäss  Nr.  13,  der  Fehler  Jad  bei  constantem 
.  /a  dem  ha  proportional ,  wird  also  desto  kleiner ,  je  mehr  sich 
die  Länge  der  von  A  auf  a  herabgelassenen  Dreieckshöhe  ha  (siehe 
die  Fig.   15)  der  Null  nähert. 
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Geometrische  Darstellung  der  Gleichung  Nr.  11 
giebt  (unter  den  genannten  Voraussetzungen)  die  Fig.  16.  In  ihr 
ist  CCi  =  /1h]    ferner  CC%  ein  Kreisbogen  aus  B ;    also 

Flg.  16. 


Da  nun  der  Winkel  CCiC^  wegen  der  ^Kleinheit  von  CC^ 
nahezu  gleich  y  ist,  ferner  CC^Ci  als  ein  bei  Ci  rechtwinkliges 
Dreieck  genommen  werden  darf  (aus  demselben  Grunde),  so  hat  man: 

C^Cx  =  CCi  cosy, 
mithin  die  Gleichung  Nr.  11 ;  und  zwar  desto  genauer,  je  kleiner 
^ib.  —  Auch  lässt  die  Fig.   16  sofort    die    Zusammengehörigkeit 
der  Gleichungen  Nr.   15  und  16  erkennen. 

Fig.  17. 


Die  Veranschaulichung  von    Nr.   12    kann    ganz    so 
gegeben  werden,  wie  die  von  Nr.   11. 
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Ferner  bietet  die  Fig.  17  geometrische  Darstellung 
der  Gleichung  Nr.  13.  Es  ist  hier  nämlich  BÄBi=  Ja; 
femer  BBi  ein  Kreisbogen  aus  A;  endlich  BB^  ein  solcher 
aus  C;  mithin 

B2B1  =  Ja(^  s 

Da  nun  BB\  B%  näherungsweise  als  ein  zu  B  CC  ähnliches 

Dreieck  aufgefasst  werden  darf  (desto  genauer,  je  kleiner  Ja) ,  so 
hat  man: 

B2  B\  (J  C 

B,B  ^  Cif' 
das  ist 

JaO>  b  sina 


cJa  a      ' 

wa8  mit  Nr.  13  übereinstimmt.  (Auch  aus  der  näherungsweisen 
Ähmlichkeit  der  Figurentheile  JBBiBa  \md  BAÄ  lässt  sich  diese 
Übereinstinunung  entnehmen.) 

C. 
Anregungen  und  Anmerkungen,  die  geodätische  „Polar- 
methode'* anlangend. 

Das  Entwerfen  einer  Figur,  welche  Veranschaulichung 
der  Näherungsformel  Nr.  14  darbietet,  kann  so  erfolgen, 
wie  das  der  Fign.  16  und  17  erfolgt  ist.  Es  möge  hierdurch  an- 
geregt sein. 

Femer  sei  empfohlen,  die  Vernachlässigungen  zu  be- 
rechnen,  welche  den  Näherungswerthen  Nr.  11 — 14  anhaften. 
(Man  sehe  hierüber  die  §§  2,  3  und  4.) 

Endlich  werde  die  Durchführung  von  Zahlenbeispielen 
mittelst  der  Gleichungen  Nr.  11 — 14  und  unter  Berücksichtigung 
der  auf  Seite  14  stehenden  Bemerkung  angerathen. 

Für  tiefer  gehende  Untersuchungen  ist  —  besonders  so- 
weit es  die  Geodäsie  betrifft  —  zu  beachten : 

B  a  u  e r  n  f  e  i n  d ,  Vermessungskunde ;  7.  Auflage;  Bd. II, S.  136. 
H  a  r  t  n  e  r  -  Wa  stier,  Handbuch  der  Geodäsie  ;   7.  Auflage  ; 

S.  345. 
Jahrbuch  der  Fortschritte    der  Mathematik; 

Jahrg.   1885,  S.  1109.     (Kritik  von  Petzold.) 
Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  Jahrg.  1892, 
S.  59  u.  60.     (Kritik  von  Reinhertz.) 


Digitized  by 


Google 


46    Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation. 

§  7.    Winkelbestimmnngen  durch  blosse  LängenmessnngeB. 

A. 

Differential  form  ein. 
I. 
Zuweilen  wird  es  nöthig ,  die  Grösse  von  Winkeln  durch 
blosse  Messung  von  Längen  herzuleiten.  Es  ist  dann  von 
Wichtigkeit ,  zu  wissen,  welche  Unsicherheiten  den  berech- 
neten Winkeln  anhaften,  wenn  die  gemessenen  Längen  nicht  voll- 
kommen fehlerfrei  waren. 

In  diesem  Sinne  möge  zunächst  folgende  Aufgabe  gelöst  wer- 
den:  Um  den  Winkel  a,  welchen  zwei  Richtungen  AM  und  AN 

FIf.  Ift. 


bilden  (siehe  die  Fig.   18),  zu  bestimmen,  hat  man  die  Strecken 

AB  =  c,     BC=a,     CA  =  b 
gemessen.     Es    sind    —    ausgedrückt    durch   a,  b,  c   und    deren 
Differentiale  da,  db,  de  —  die  unendlich  kleinen  Winkeländerungen 

da«,     dfttt,     de«,     da 
zu  berechnen. 

Lösung.     Die  aus  der  Trigonometrie  bekannte  Beziehung 

&2  +  c2  -a^ 


1) 


cosa  = 


2  6c 


liefert  durch  partielle  Differentiation: 
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d 

2)  da«  =  -r-  — da, 

6c  sin  a 

3)  a,a=  "    ■/.      ^    db, 

4)  d,a  =  — --VT— dCy 

^  2bc^Bma 

wobei  sin«  durch  die  Gleichung 

l/Ü'^'c^i  _  (p)i  ^  ^2  _"^)2' 

5)  sina  =  -^^ ^— ^ ^— 

^  26c 

bestimmt  ist. 

Mit  Nr.  2,  3  und  4  (wie  auch  durch  totale  Differentiation 

von  Nr.   1)  ergiebt  sich : 

^,  ,        2a6c  da  +  c (c«  —  a«  —  6*) d6  +  6  (6«  —  a«  —  c«)  de 

2  6*c^sina 

oder,  anders  geordnet, 

7)  da  = 

(6^ -f  c^  —  g»)  (6 de  4-  cd6)  —  26c  (6d6  +  cdc  —  a  da) 

2  6*c*sina 

was  die  Formeln  Nr.  2  —  4  wieder    als  besondere  Fälle   in 

sich  enthält. 

Anmerkung.  Ob  sich  (an  Stelle  der  Beziehung  Nr.  1)  zur 
Ableitung  der  Werthe  Nr.  2,  8,  4  und  6  die  auch  aus  der  Tri- 
gonometrie bekannten  Gleichungen 

.     «        I  /(« —  b){8~  c)  a        1  /« [8  — ~a) 

2        f         » (« —  o) 

(in  welchen  «  =  J  (a  +  6  +  c)  ist)  eignen,  möge  bedacht  und  näher 
untersucht  werden. 

II. 
Man  zeige,  dass  den  Gleichungen  Nr.  2,   3,  4  und  6  die  für 
die  Technik  oft  geeigneteren  Formen 
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de 


10)  dca  = 


ct&nß  ' 


HH\  j  da        db      ^  de      ^. 

11)  da  =  -T ,—  cot  y cot/? 

ha         0  c         "^ 

gegeben  werden  können,  wobei  Ä«  die  auf  a  stehende  Höhe  des 
Dreiecks  bezeichnet. 

Ferner  zeige  man,  dass  sich  Nr.  11  in  den  für  die  Anwen-* 
dangen  meist  besten  Formen 

^^.  ^  da        db        de 

12)  rfa=  Y 

ha  tib  ric 

und 

13)  da  =  {ka  —  K)  coiß  -f  (A«  —  h)  coty 

geben  lässt,  wenn  unter  fit  und  w«  Strecken  verstanden  werden, 
welche  auf  &,  bezüglich  c,  senkrecht  stehen,  in  A  beginnen,  auf  a 
enden;  unter  A^,  A^  und  ke  aber  die  relativen  Längenveränderungen 

da       db       de 

'cT'    IT'    "c    ■ 

B. 

Einige  Anwendungen  der  Differentialformeln. 

I. 

Ersetzt  man  in  den  unter  A  vorstehenden  Gleichungen 
(Nr.  1  —  13)  die  Differentiale  (db,  de,  da,  .  •  .  .)  durch 
Differenzen,  also  durch  endlich  kleine  Änderungen  (-lift, 
Je,  Ja,  ....),  so  entstehen  Näh erungs formein,  welche 
(wie  in  den  §§  2 — 6)  zu  Fehleruntersuchungen,  über- 
haupt zu  Veränderungsberechnungen,  angewendet  werden 
können,  was  hiermit  angeregt  sein  möge. 

Zunächst  sei  empfohlen,  die  für  Ja  aus  Nr.  6  oder  7  folgende 
Näherungsformel  anzugeben  und  auf  zwei  besonders  beachtens- 
werthe  Sonderfälle,  nämlich  auf  b=  e  und  auf  a  =  90^ 
anzuwenden. 

Der  erstgenannte  Fall  kann  bei  geodätischen  Winkel- 
bestimmungen (von  denen  die  Fig.  18  eine  andeutet)  meist  herbei- 
geführt werden. 

Der  zweitgenannte  Sonderfall  (a  =  J  n:)  verdient  besondere 
Berücksichtigung,  weil  für  ihn 


Digitized  by 


Google 


Diiferenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation.   49 

a^  =  t«  +  c«, 
mithin 

ada  =  bdb-{-cdc 
ist.     (Siehe  Nr.   7.) 

Um  die  gewonnenen  Ergehnisse  auch  durch  je  ein  Zahlen- 
beispiel  za  beleuchten,  behandle  man  die  Fälle 

a  =  10,13  Meter,  b  =  32,81  Meter,  c  =  32,81  Meter, 
«  =  50,03  «  ,  6  =  30,01  n  y  c  =  40,07  „  , 
srtze  für  jeden  derselben  voraus ,  dass  jede  der  drei  Seiten  mit 
einer  Unsicherheit  von  ±  nnnr  ihr^r  Länge  gemessen  sei  und 
berechne  (die  „Anmerkung"  der  Seite  14  beachtend),  zwischen 
welchen  Grenzen,  in  Sekunden  ausgedrückt,  dann  die  Unsicherheit 
jfa  des  Winkels  a  liegt. 

II. 

Ferner  ermittele  man  für  mindestens  eine  der  aus  A  ent- 
nommenen Näherungsformeln  die  ihr  anhaftende  „Vernach- 
lässigung" i  gebe  auch  für  einige  jener  Formeln  geometrische 
Darstellungen. 

Letztere  zunächst  bezüglich  der  aus  Nr.  8  —  10  folgenden, 
näherungsweise  geltenden  Gleichungen 

14)  ^«a  =  ^, 

15)  J,a  =  -.^, 

6  tan  y 

16)  Jca  = ^^^, 

^  ctan/?' 

für  den  Fall,  dass  das  Dreieck  ABC  (Fig.  18)  ein  ungleichseitig- 
spitzwinkliges ist,  und  Ja,  Jb  und  Je  positiv  sind,  also  Zu- 
nahmen. 

Lösungs-Andeutung.  Die  Art  der  Ermittelung  der 
„Vernachlässigungen^  ist  gemäss  §2  —  6  selbstverständlich. 
(^Siehe  diese  Paragraphen.) 

Veranschaulichung  der  Näherungsformeln 
Nr.  14-16  bietet  die  Fig.  19.  In  ihr  stellt  CCi  das  Ja  dar. 
Femer  ist  CC%  ein  Kreisbogen  aus  A\  CiC^  einer  aus  B.  Dem- 
gemäss 

CAC^=Jaa, 

Fuhrmann,  Anwendan^n  <I.  InfiniteRiinalrechnang.    Th.  III.  4 
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Da  nun  näherungsweise  C^C  eine  Senkrechte  zu  AC  ist, 
ferner  C^Ci  eine  solche  zu  BC,  so  hat  man  nahezu  CC^Ci  =  y. 
Mithin 

CCi^CaCsiny, 
Ja  =  b  JaCt  siny  =  ha  Ja<Xy 

was  mit  Nr.   14  übereinstimmt. 

Fig.  19. 


Zugleich  lässt  die  Fig.  19  Folgendes  erkennen:  CBC^  ist 
die  durch  die  Längenzunahme  Ja  erzeugte  Änderung  des  Winkels  ß; 
und  zwar  eine  Abnahme ;  also 

CBC^  =  '-Jaß. 

Ferner  hat  man,  nach  dem  Vorausgegangenen,  näherungsweise : 
CiC=CaCi  tany, 
Ja  =  (a  +  Ja)  ( —  Jaß)  tany, 

.     Ja 

"'^~~(a  +  ./a)tany  ' 
oder,  wenn  Ja  neben  a  vernachlässigt  wird, 

^  atany 

Das  gilt  für  den  Winkel  /?,  falls  seine  Schenkellänge  a  um 
Ja  zunimmt.  Mithin  hat  man  für  den  Winkel  a,  wenn  seine 
Schenkel  länge  h  um  Jh  wächst : 
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Jba  =  —  V- ; 

otany 

und  wenn  seine  Schenkellänge  c  um  ^c  zunimmt: 

ctan/? 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  stimmen  mit  den  Nrn.  15 
und  16  überein.  Man  hätte  sie  auch,  besonderen  Figuren 
entnehmen  können,  welche  entsprechend  der  Fig.  19  zu  entwerfen 
gewesen  wären.  Jedoch  war  es  einfacher ,  jene  Gleichungen  in 
der  vorstehenden  Weise  aus  der  letztgenannten  Figur  abzuleiten. 

III. 

Dass  die  unter  A  und  B  gewonnenen  Formeln  für  die 
Geodäsie  benutzbar  sind,  wurde  im  Vorausgegangenen  schon 
angedeutet.  Man  sehe  hierüber  Näheres ;  Hartner-Wastler, 
Handbuch  der  u.  s.  w. ;  7.  Auflage,  S.  346  (wo  sich  bezüglich 
der  Gleichung  Nr.  7  ein  Druckfehler  befindet).  Gleichzeitig  aber 
beachte  man  die  von  Petzold  im  Jahrgange  1885  des  Jahr- 
buchs der  Fortschritte  der  Mathematik  auf  S.  1109 
gegebene  Kritik. 

Ferner  sehe  man  die  im  „Literaturverzeichnisse  genannte 
Hammer  'sehe  Untersuchung  über  das  Eintragen  von  Mes- 
sungen in  gedruckte  Pläne.  (Hier  kommt  auf  S.  165 
die  Gleichung  Nr.   13  zur  Anwendung.) 

In  der  Bauwissenschaft  braucht  man  die  Gleichungen 
des  §  7  bei  der  Ermittelung  der  Biegungslinien  elastischer 
Stabwerke,  wenn  es  gilt ,  Winkelveränderungen  zu 
berechnen,  welche  durch  Änderungen  von  Stäbelängen 
eintreten.  Näheres  hierüber  lehrt  die  im  „Literaturverzeichnisse 
genannte  Abhandlung  von  R.  Land.  —  Ferner  sehe  man :  Hand- 
buch der  Ingenieurwissenschaften,  Bd.  H,  Abth.  2, 
a.  385  der  2.  Auflage.  (Durchbiegung  von  Fachwerks- 
brücken betreffend.) 

§  8.  Ermittelimg  von  Entfernungen  darch  indirecte  Langen- 

messnngen. 
Sehr   oft   wird   es  nöthig ,    eine  unzugängliche  Entfernung  X 
nur  durch  Längenmessungen  (ohne  Zuhilfenahme  von  Winkel- 
messinstrumenten) zu  bestimmen. 

4* 
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Es  ist  dann  wünschenswerth  (oder  nothwendig)  zu  erfahren, 
welche  Unsicherheit  Jx  dem  berechneten  ä  anhaftet, 
wenn  die  kleinen  unvermeidlichen  Fehler  (Unsicherheiten)  der  ge- 
messenen Längen  (Strecken) ,  aus  denen  x  abgeleitet  wurde,  bekannt 
sind  oder  sich  mit  genügender  Sicherheit  schätzen  lassen. 

Einige    derartige  Fälle    sind  die  unter  I  bis  V  folgenden :  *) 
Fif.  w.  I.  Um  die  durch 

die  Fig.  20  ange- 
deutete unzugäng- 
liche Entfernung 

AB  =  x 
zu  bekommen,  hat 
man    die  Strecken 
CA  =  a, 
Cß=h, 
CD  =  m, 
CE  =  n, 
DE  =  k 
gemessen  und  hier- 
bei die  Punkte  D  und  E  höchst  sorgfältig  so  gewählt,  dass 

CDCE 
CA~CB' 
also 

m n 

ä~  h' 
ist ,    mithin    DE 
parallel  zxiAJB 
liegt.       Den  ge- 
messenen Strecken 
haften   die  sehr 
kleinen  Unsicher- 
heiten z/a,     Jhy 
Jm,  Jn^  Jk  an. 
U.    Zur  Bestimmung    des  X  der  Fig.  21  wurde  (sehr  genau) 
von  B  ein  Loth  auf  AM  herabgelassen,  dann  aber 


r\g.  n. 


*)  Andere  las.sen  sich  z.  B.  dem  Artikel  27  von  Rankine 's  Handbuch 
der  Bauingenieurkunst  (siehe  das  „Literaturverzeichniss*)  entnehmen. 
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AC=b,     CB  =  a 
gemessen.     Die  Messungsunsicherheiten    sind  Jb ,    bezüglich  Ja. 
in.  Um  das  durch  die  Fig.   22  dargestellte  Stück 
AB  =  x 


Fig.  22. 


einer    auf   einer    Strasse    liegenden  Standlinie  MN  zu  ermitteln, 
sind  die  Strecken 

AC  =  y,         CB  =  s 

so  genau  gemessen  wor-  ^k-  ^s. 

den,  dass  sie  für  fehler- 
frei gelten  dürfen;  die 
Länge  n  der  kleinen  (ganz 
genau  gefällten)  Normale 
CD  konnte  aber  nur  mit 
einer ,  wenn  auch  sehr 
geringen ,  Unsicherheit 
Jn  bestimmt  werden. 

IV.  Der  unzugäng- 
liche Abstand  a:  der  Fig.  2  3 
ist  durch  Messung  der 
fünf  Strecken 

CA  =  a,     CB  =  b, 

CB  =  m,    CE  =  n, 
DE=k 
bestimmt  worden.     AB 
liegt  nicht  gleichgerichtet 
zu  DE.    Es  haften  den 
gemessenen  Strecken  die 

kleinen      Unsicherheiten  

Ja,  Jb,   Im,  Jn,  Jk  an.  As  B'    C, 

V.  Zur  Ermittelung  der  durch  die  Fig.  24  angedeuteten  un- 
zugänglichen Abstände 
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AB  =  c,         CB  =  a, 
wie  auch  der  rechtwinkligen  Coordinaten 

AB'  =  x,        B'B  =  y, 
hat  man  die  sieben  Strecken 

ÄC=b,    ÄAi=Ci,    AAi  =  bi,     CCi=ai,     CC^  =  h^, 

A1A2  =  Ji,       CiCj  =  Qi 

gemessen.     Die  vorhandenen  kleinen  Unsicherheiten  sind: 
Jb,     Jci,  .yfti,     Joi,     Jb^i     Jqi,     Jq%* 

Für  jeden  der  im  Vorstehenden  genannten  fünf  Fälle  (I — V) 
soll ,  durch  Ausgehen  von  den  betreffenden  Differentialen, 
ermittelt  werden,  welche  Unsicherheiten  {Jx  in  den  Fällen 
I — IV,  hingegen  Ja,  Jc^  Jx,  Jy  in  dem  Falle  V)  den  zu  be- 
rechnenden Strecken  näherungsweise  anhaften. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Im  ersten  Falle  ist, 
wenn  der  Parallelismus  von  AB  und  DE  für  fehlerfrei  gelten  darf, 

1)  a;  = 

n 

(Darf  dieses  Fehlerfrei  sein  nicht  vorausgesetzt  werden ,  so 
liegt  Nr.  IV  vor.) 

Im  zweiten  Falle  hat  man : 

2)  ic=/a»  +  6«, 

wenn    der    rechte  Winkel    als    vollkommen   zuverlässig  angesehen 
wird.     (Sonst  käme  §  6  in  Betracht.) 

Im  dritten  Falle  ist,   unter  derselben  Voraussetzung, 


3)  a;  =  K'y*-n»  +  »/j?^  — n^ 

Für  den  Fall  IV  giebt  der  Cosinussatz  der  Trigonometrie, 
das  Dreieck  ABC  anlangend, 

x=  (/a*-|-6*  —  2  a6cosy; 
und,  auf  das  Dreieck  CDE  angewendet, 

4)  x  =  l/a^  4-  6*  —  -  -  (w«  +  n«  -  *«)  • 

Ebenso  ist  es  im  fünften  Falle  leicht  möglich,  unter  Be- 
nutzung allgemein  bekannter  Sätze  der  Trigonometrie  die  zu  be- 
rechnenden (4)  Strecken  durch  die  gemessenen  (7)  auszudrücken 
—  was  freilich  hier  etwas  verwickelte  Werthe  giebt. 

Aus  den  für  die  ersten  vier  Fälle  genannten,  für  den  fünften 
wenigstens  angedeuteten  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  betreffen- 
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den  Differentiale  in  der  gewöhnlichen  Weise  berechnen.  Ist 
dies  geschehen,  so  hat  man  auch  die  gewünschten  Näherungs- 
formeln für  die  zu  ermittelnden  Beträge  der  Unsicher- 
heiten; nämlich  für  Jx  in  den  ersten  vier  Fällen,  für  Ja^ 
Je,  Jx  und  Jy  im  fünften  Falle. 

Die  Einzelheiten  der  Durchführung  dieser  Berechnungen, 
wie  auch  der  Anwendung  der  Ergebnisse,  lassen  sich  den 
§§2—7  entnehmen. 

Bezüglich  des  ersten  Falles  verdient  auch  §  11, 1,  Beachtung. 

Den  dritten  Fall  anlangend,  möge  bemerkt  werden,  dass  sich 


5) 


dx^= 


ergiebt,  man  also  sagen  kann :  es  ist 


ndn 


6) 


dx  = -^ — F^^  d  DC 


und  näherungsweise 

7)  Jx  = 


AD'ÜB 


Fig.  25. 


Dies    ist    für    die    Vermessungslehre    bemerkenswerth. 
Man  sehe  darüber:  Vogler,  praktische  Geometrie,  Bd.  I,  S.  414. 

§  9.    Verändenmgen  von  Coordlnaten ,  welche  ans  anderen 

Goordinaten  abgeleitet  sind. 

A. 

Von  den  Polarcoordinaten 

OP=r,      ^xop=e 

des  Punktes  P  (Fig.  25) 
möge  angenommen  wer- 
den, dass  sie  durch  die  ge- 
messenen rechtwinkel- 
igen Goordinaten 

OP  =  x,    P'P=ij 
bestinomt,  und  zwar  aus 
ihnen  durch  Rechnung 
hergeleitet  seien. 

Man  berechne  zunächst,    ausgedrückt  durch  x,   y,    dx  und 
dy ,   diejenigen  unendlich  kleinen  Änderungen 

dxT,     dyV,     dr ,     djc6 ,     dyd ,  dO , 
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welche   jene  Polarcoordinaten    erleiden ,    wenn  die    rechtwinkligen 
Coordinaten  sich  um  dx  ^  bezüglich  dy  verändern. 

Lösung.  Aus  den  zwischen  r,  6,  x  und  y  bestehenden 
Gleichungen 

1)  r=/a;2  +  2/« 
und 

2)  e  =  arc  tan  — 

X 

ergiebt  sich  (auf  verschiedene  Weisen  ableitbar)  Folgendes : 
d)       OxT  =  —,-  —  = =  aa;  •  cosö  , 

Vx^  +  y'        '' 

4)  ö,r  =  -^j£l=.  =  ^^  =  dy.sine. 

Vx^  +  y'        »• 

^,     ,        xdx-\-ydy      xdx-\-ydy       ,  /.   ,    -,       ,   n 

5)  dr  —     ,__L_1-J^  = ^^   -^  =dX'Cose-\'dy>smd, 

V^'  +  y'  ^ 

6)  d  e=  ^^^     =       y^^  —      dxj^HJne 

x^-j-y^  r^  r 

.    ,^ ad^/  —  ydx xdy  —  ydx dy  -  cosö —  dx»  ahid 

x^  +  y^  r^  r 

B. 
Dass  Nr.  5  in  der  Form 

9)  rdr  =  xdx-\'ydy 

dorn  Pythagoräischen  Satze  entsprechend  geometrisch 
deutbar  ist,  wird  wohl  sofort  erkannt. 

Man  gebe  aber  auch  durch  geeignete  Figuren  Veranschau- 
lichungen der,  mindestens  näherungsweise  giltigen,  aus 
Nr.   3 — 8  entnehmbaren  Gleichungen 

10)  Jxr  =  Jx'cosd , 

11)  J^r  =  Jy  '  sind , 

12)  Jr  =  Jx'Cos6-}-Jy'Sinß, 

16)  Jx^= —        -      , 

r 
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dy  •  cosÖ 


14)  j,e  = 

15)  je  = 


r 
Jy  •  cosÖ  —  Jx  •  slnö 


r 

ferner  dafür,  dass,  gemäss  Nr.   12, 

16)  ^r  =  0 

ist  (ohne  dass  Jx  und  Jy  Null  sind),  wenn  die  Beziehung 

17)  4?-  =  -cote  =  --^ 

Jx  y 

besteht;  endlich  dafür,  dass,  laut  Nr.   15, 

18)  je  =  o, 

wenn 

19)  4^  =  1'-. 

Jx        X 

c. 

Man  beschränke  sich  aber  nicht  auf  die  unter  B  geforderten 
geometrischen  Darstellungen,  verwende  vielmehr  die 
Gleichungen  Nr.  1 — 15  auch^noch  zu  anderen  Zwecken;  zu- 
nächst so,  wie  es  in  den  §§  2  —  7  gezeigt  oder  angedeutet 
worden  ist. 

Es  möge  in  dieser  Beziehung  besonders  darauf  hingewiesen 
werden,  dass  ein  Theil  des  unter  A  und  B  Stehenden  in  der 
Geodäsie  für  die  „Trigonometrische  Punkteinschal- 
tung* gebraucht  wird;  nämlich  bei  der  Untersuchung  der  Be- 
ziehung, welche  zwischen  der  Azimuth-Correction  und  don 
Coordinaten-Correctionen  besteht.  Näheres  hierüber: 
Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde,  3.  Auflage;  Band  I, 
§  55  und  56 ;  theilweise  Band  II ,  §  71 ;  auch :  Hartner- 
Wastler,  Handbuch  der  Geodäsie,  Nr.  329  der  7.  Auflage. 

D. 
Ferner  setze  man  voraus,  dass  der  Punkt  P  (Fig.  25)  durch 
seine  Polarcoordinaten  (r,  ß)  gegeben  sei  und  untersuche 
diejenigen  Änderungen ,  welche  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  (ar,  y)  erleiden,  wenn  die  erstgenannten  sich  um  dr ,  dß , 
Jry    Jß  verändern.     Man    gehe    also    aus   von  den  Gleichungen 
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20)  x  =  rco8Ö, 

21)  y  =  rsine, 
leite  aus  ihnen  zunächst 

brX,     doX,     dx,     irV,     h^y,     dy 
her;  u.  s.  w.     (Vergleiche,  die  Geodäsie  anlangend,    Nr.  239 
und    240    der    unter    C    genannten    7.   Auflage    des    Hartner- 
W  a  s  1 1  e  r '  sehen  Handbuches.) 

E. 
Um    auch    einen    Fall  von  Coordinaten    im  Räume    in  Be- 
tracht zu  ziehen,  nehme  man  an,  es  sei  ein  Punkt  P  (Fig.  26) 
durch 

F\g.  2G. 


also  durch  seine  räumlichen  Polarcoordinaten,  gegeben 
und  es  seien  die  unendlich  kleinen  Veränderungen  dx ,  dy  ^  dz 
zu  berechnen,  welche  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

OL  =  x,    LP'  =  y,    P'F  =  z 
erleiden,  wenn  sich  q ,  (p  und  o)  ma  dq  ^  dcp  und  do)  ändern. 

Auch  benutze  man  die  Ergebnisse  der  Differentiationen  wieder 
so,   wie  es  in  den  §§  2  —  7  gelehrt  worden  ist. 


Digitized  by 


Google 


Differenzen  und  Differentiale.  Einfache  und  mehrfache  Differentiation.   59 

§  10.  ünslclierlieiten  einer  Streckenlänge,  deren  Endpunkte  dnroh 
rechtwinklige  oder  polare  Goordlnaten  bestimmt  worden. 

A. 
Zwei  Punkte  P^  und  P%  (Fig.  27)  mögen  gegeben    sein    ent- 
weder durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

OP^'  =  x^,     Pi'Pi=yi,     OPa'=a;,,     P^'Pt^y^, 
oder  durch  die  Polarcoordinaten 

OP,  =ri,  z:XOPi  =  Öi,     0Pa=r2,     ^XOPa=>öa. 

Flg.  27. 


Es  soll  für  jeden  der  beiden  Fälle  die  unendlich  kleine  Ände- 
rung ds  berechnet  werden,  welche  die  Entfernung 

P,P,^s 
erfahrt,    wenn    sich    die    betreffenden    vier   Coordinaten    um    ihre 
Differentiale    {dxi ,    dyi  ,    dx^  ,    dy^  ,  bezüglich  dti  ,    ddi  ,    dvz, 
rföa)  verändern. 

Auch  soll  man  die  Ergebnisse  der  Berechnung  von  ds  im 
Sinne  der  §§  2 — 7   ausnutzen. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Im  ersten  Falle  ist 

1)  s  =  VW^'-'^iV  +  {y^-y^y ; 

im  zweiten 

2)  s=  j/ri^  +  ra» ^^iV^n  cos (e^^l^) . 

Aus  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  (oder  aus  den  durch 
Quadriren  gewonnenen)  ergiebt  sich  d s  entweder  unmittelbar, 
durch  totale  Differentiation    (in  Bezug  auf  vier  Veränderliche), 
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oder  mittelbar,    durch   Vorausberechnung    von    partiellen 
Differentialen. 

Das  Nähere  hierüber ,  wie  auch  die  Ausnutzung  der 
Rechenergebnisse,  kann  man  aus  den  §§  2 — 7  entnehmen. 

Fällt  eines  der  beiden  Streckenenden  (Pi  ,  P2)  mit  dem  Co- 
ordinatenanfange  0  zusammen  —  oder  kann  dieses  Zusammen- 
fallen herbeigeführt  werden  —  so  kommt  §  9  oder  §  6  in  Be- 
tracht,  weil  dann  s  in  das  dort  behandelte  OP,  bezüglich  BC, 
übergeht. 

B. 

Für  den  unter  A  genannten  ersten  Fall  möge  die  erwei- 
terte Annahme  gemacht  werden,  dass  neben  den  Unsicherheiten 
der  Coordinaten  Xi  ^  yi ,  X2  und  y^  (Fig.  27)  auch  die  der  Winkel 
XP/Pi  und  XP^'Pi,  welche  gleich  90<*  sein  sollen,  es  aber 
vielleicht  nicht  genau  sind,  für  die  Berechnung  von  s  in  Betracht 
kommen.  Man  gebe  an,  auf  welche  Weise  dieser  Winkelunsicher- 
heit Rechnung  getragen  werden  kann. 

Lösungs-Andeutung.     Es  haben  dann,  im  Allgemeinen, 

Flg.  28. 


die  Richtungen  Fi  P\  und  P2  Pj'  einen  im  Endlichen  liegenden 
Schnittpunkt.  Er  ist  in  der  Fig.  28  durch  S  angedeutet 
worden. 
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Benutzung  der  Dreiecke  PiP^S  und  Pi'PzS  giebt  die 
Gleichung 

3)     s^  =  (x^  —  XiY  +  yi *  -h  ya^  —  2yi  {x^  —  Xi)  cos Wi 
+  2ya  {x^  —  ^i)  co8f(i2  —  2yiy3  cos  (aij  —  Wa) . 
Aus  ihr  kann  man  die  Werthe  der  partiellen  Differentiale 
dxjS,     dj,s,     by^s,     by^s,     dio^s,     da,^s 
ableiten;  also  auch  den  des  totalen  Differentials  ds. 
Das  Übrige  ist  wohl  selbstverständlich. 
Besondere  Beachtung  verdient,  dass  in  Nr.  3  die  Winkel  c<>i 
und  10%  sehr  nahe  gleich  90®  (oder  |  7t)  sind ;  ferner,  dass  für 

(Ol  ==  0)2  =  l  7t 

Nr.  3  in  Nr.   1  übergeht. 

Anmerkung.  Die  Gleichung  Nr.  3  ist  auch  zu  benutzen,  wenn 
die  Länge  einer  Vierecksseite  (PiP«  der  Fig.  28)  aus  den 
Längen  der  drei  anderen  Seiten  und  aus  den  von  letzteren 
eingeschlossenen  Winkeln  abgeleitet  werden  soll.  Es  ent- 
spricht also  Nr.  3  dem  für  das  Dreieck  geltenden  aCosinussatze*^, 
nämlich  der  Gleichung  Nr.  1  des  §  6. 

§  11.   Fehlerontersachungen  ifir  einige  Fälle  des  HSlieimesseiis. 

Es  möge  die  Aufgabe  gestellt  sein,  für  jeden  der  unter  I — VII 
im  Nachfolgenden  genannten  Fälle  (in  denen  auf  die  Erdkrüm- 
mung und  auf  die  Licht  Strahlenbrechung  keine  Rücksicht  genom- 
men werden  soll)*)  Fehleruntersuchungen  im  Sinne 
der  §§  2 — 7  auszuführen,  indem  man  zunächst 

a)  die  betreffende  Höhe  Xn  durch  die  zu  ihrer  Bestimmung  ge- 
messenen Grössen  ausdrückt  und  mittelst  der  erhaltenen 
Gleichung  die  partiellen  Differentiale,  wie  auch 
das  totale  Differential  von  Xn  berechnet, 

dann  aber 

b)  die  gewonnenen  Differential  formein  auf  endlich  kleine 
Änderungen  (Fehler,  Unsicherheiten)  anwendet  und 
hierdurch  zur  Auffindung  von  Fehlerwerthsgrenzen, 
ferner  zu  geometrischen  Darstellungen  der  Un- 
sicherheiten der  berechneten  Höhen  u.  s.  w.  ausnutzt. 


*)  Siehe  die  „Schlussbemerkung  zu  §  11**. 
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I.  Um  beim  Fehlen  eines  Winkelmessinstrumentes  durch  blosse 
Längenmessungen  die  durch  die  Fig.  29  angedeutete  Höbe 

eines  Fabrikschornsteines    (oder    die  Länge   irgend    einer 

Flg.  29. 


anderen  senkrechten  Strecke,  z.  B.  die  eines  Baumes)  wenigstens 
näherungsweise  zu  bestimmen,  hat  man,  einen  festen  Ziel- 
punkt A  benutzend ,  an  einer  genau  vertikal  gestellten  Stange 
(oder  an  einer  Hauskante)  die  Strecke 

BC  =  v 
gemessen**)  Ferner  sind  die  Abstände  a  und  u  durch  Staffeln- 
messting  auf  der  Fussbodenfläche  ermittelt  worden.  Es  haften 
den  genannten  drei  Längenbestimmungen  die  kleinen  Unsicher- 
heiten Jv ,  Ja  und  Ju  an,  die,  wie  immer  in  derartigen  Fällen, 
eben  so  leicht  potitiv,  wie  negativ  sein  können  ,  also  Doppelvor- 
zeichen (dz)  haben. 

IL    Der  untere  Punkt    (siehe  Fig.   30)    der  zu  bestimmenden 
Höhe 

ist  unzugänglich.  Man  hat  deshalb  das  unter  I  genannte 
Verfahren  zweimal  benutzt ,  nämlich  mit  Verwendung  zweier 
Zielpunkte  {Ai  ,  A^)  an  zwei  Stangen  die  vertikalen  Strecken  Vi 


*)  Der  Punkt  A  möge  hier  (und  auch  bei  II)  als  ein  in  steifes 
Papier  gestochenes  Schauloch  gedacht  werden;  das  Papier  als  befestigt 
an  einem  senkrecht  und  fest  stehenden  Stabe. 
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und  Vi  gemessen.     Ferner  sind  die  Wagerechtabstände  b,  u^  und 
tii  durch  Staffeln  auf  der  Fussbodenfläche  bestimmt  worden.    Den 

Fi«.  30. 


fünf  gemessenen  Längen    haften    die   kleinen  Unsicherheiten  ^v^^ 
Jv^j  Jb,  Jui,  Jui  an. 

m.    Zur  Bestimmung  der  in  der  Fig.  31  angegebenen  Höhe 

Fif.  81. 

0 


hat  man,  von  A  aus,  *)  die  Wagerechtentfernung  a,  wie  auch  den 
Höhenwinkel  a  gemessen;  und  zwar  mit  den  sehr  kleinen  Un- 
sicherheiten Ja,  bezüglich  Ja. 


*)  Dabei  möge  A  den  Schnittpunkt  der  Kippachse  und  der  Ziel- 
achse eines  Theodolits  bedeuten.  Dasselbe  soll  für  die  Punkte  Ay  A^ 
und  Af  der  Fign.  32  und  33  gelten. 
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IV.    Ferner  sind  zur  Ermittelung  des 
x^=  UO 
(Fig.  32)    der  Abstand  a ,    der   Höhenwinkel  a    und    der    Tiefen- 

Fig.  82.  ^  O 


Winkel  ß   (mit  den    sehr   kleinen    Unsicherheiten  Ja^    Ja,  Jß) 
gemessen  worden. 

Y.  Ebenso  hat  man  zur  Bestimmung  des  unzugänglichen 
x^=  ÜO 
(siehe  die  Fig.   33)  von  -4i   aus   die  Winkel  «i  und  ßi  ,    von  A2 

Fig.  33. 


aus  die  Winkel  a^  und  ß^  gemessen ;  endlich  die  Wagerechtent- 
fernung b.  Dabei  haben  die  sehr  kleinen  Unsicherheiten  ^(tx, 
Jßi,  JOi,  Jß^,  Jh  vorgelegen. 
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VI.    Um  die  durch  die  Fig.  34  angegebene  Höhe 
Ä  A  =  x^ 
eines  Berges  zu  bestimmen,  hat  man  die  Grundlinie  Glä  =  b  und 

Fig.  34. 


ihren    Neigungswinkel    ÄCB  =  ß ,    wie    auch    die    Höhenwinkel 
A  CA  ==  y  und  DBA  =  d  gemessen.    Es  haften  diesen  Messungen 
die  Unsicherheiten  Jb ,  Jß,  Jy  ^  Jd  an. 
VII.    Für  die  zur  Bestimmung  der  Höhe 
C'C  =  x^ 
(siehe  die  Fig.  35)    gemessene  Basis  AB   hat    sich  der  Werth  b 

Flg.  85. 


ergeben;  für  ihren  Neigungswinkel  B'AB  der  Werth  d;  für  die 
Horizontalwinkel  B'AC  und  A'ßC  sind  die  Werthe  a  und  ß  ge- 
funden worden;  für  den  Höhenwinkel  C'AC  hat  man  den  Werth  8  er- 
halten. Die  Unsicherheiten  haben  die  Beträge  Jb,  Jd,  Ja,  Jß,  Je. 
Die  Punkte  C  und  A  liegen  in  der  Horizontalebene  HH, 

Fährmann,  Anwendungen  d.  Infiniteslmalrechnang.    Th.  III.  5 
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Ai 

ttdeutungen  zur  Lösung. 

Zu 

I. 

Es  ist 

1) 

av 

mithin 

hat 

man  zunächst: 

2) 

.             V  j              da 

Oa^l  =  —  »ö  =  ^1  ' 

u                 a 

3) 

.                 av  ,                  du 

duXi  = ^du=  —  Xi  y 

U^                            u 

4) 

.            a  j             dv 
dpXi  =  —  dv  =  Xi  —  5 

U                        V 

5) 

,          UV  da  —  av  du  +  au  dv 

oder 

•  6) 

,          /da       du   ,    dv\ 

dxi=[ )xi. 

\a         u    ^    V  J 

Aus  diesen  Differentialformeln  ergeben  sich  die  betreffenden, 
mindestens  näherungsweise  geltenden,  Fehlerformeln. 
So  giebt  Nr.  6  : 


\  a  u  V  J        ' 


Dieser  Gleichung  kann  man  z.  B.  entnehmen,  dass 

8)  Jxi  =  0 

ist,  ohne  dass  Ja,  Ju  und  z/t?  gleich  Null  sind,  wenn  die  (leicht 
in  Worte  fassbare)  Beziehung 

Ju       Ja   ,    Jv 

9)  = 

u  a     ^     v 

besteht. 

Es  kann  ferner  der  Gleichung  Nr.  7  entnommen  werden,  wie 

man,  wenn  c on s t ante  Werthe  von  z/a,   Ju  und  Jv  vorliegen 

(z.  B.    Ja  =  ±.b  Centimeter ,    Ju  =  Jv  =  ±.l  Centimeter)    die 

Messung  anordnen,  nämlich  a,  u  und  v  wählen  muss,  wenn  Jx\ 

möglichst  klein  ausfallen  soll.    Dabei  ist  zu  bedenken,  dass  alle 


*)  Das  streng  richtige  Jxi  hat  den  Werth 

.  (a  -f-  da)  (v  -f  Jv)       av 

JXi  = ; ; -r-- =       U.    S.    W. 

(w  +  Ju)  u 
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drei  Glieder   der  rechten  Seite  von  Nr.  7  positiv  sein  können, 
aber  auch  alle  drei  negativ. 

Die  Beachtung  der  meist  vorhandenen  Doppelvorzeichen 
kommt  auch  für  alle  Zahlenbeispiele  sehr  in  Betracht. 
Ferner  muss  bei  den  Letzteren  selbstverständlich  Alles  auf  eine 
Einheit,  etwa  auf  das  Meter,  zurückgeführt  vrerden ,  wenn  die 
Werthe  zur  Einsetzung  (in  die  Fehlerformeln)  gelangen.  Man  be- 
nutze Nr.  7   für  den  Sonderfall,  in  welchem 

a  =  50  Meter,     w  =  5  Meter,     v  =  2  Meter 
und  dabei 

Ja  =  ±  5  Centimeter,     Ju  =  Jv  =  i.l  Centimeter. 
Es  wird  sich  leicht  ergeben,  dass  dann  die  Unsicherheit 

Jxi  =  ±  0,16  Meter 
und  demgemäss  die  gesuchte  Höhe 

JJi  =  20  ±  0,16  Meter 
ist,  also  letztere  zwischen  19,84  und  20,16  Meter  liegt. 

Endlich    verwende    man    die  aus  Nr.  2 — 6  folgenden  Fehler- 
formeln zu  geometrischen  Darstellungen. 
Und  so  weiter ;  nämlich  im  Sinne  der  §§  2 — 7. 

Anmerkung.  Das  bei  I  benutzte  Verfahren  kann  auch  zum 
Schätzen  von  Entfernungen  benutzt  werden,  nämlich  zur 
Bestimmung  des  a  der  Gleichung  Nr.  1,  wenn  a?],  v  und  u  bekannt 
sind;  z.  B.  Xi  als  Länge  eines  Menschen,  u  als  Armlänge  des  Be- 
obachters, V  abgelesen  an  einem  aufgehaltenen  Stabe,  etwa  an 
einer  Schmiege  in  Millimetern.  Näheres  hierüber,  insbesondere 
über  den  hierbei  vorliegenden  mittleren  Fehler:  Zeitschrift  für 
Vermessungswesen,  Jahrg.  1893,  8.  210—212.  (Abhandlung  von 
Jordan.) 

Zu  n.     Man  findet  leicht,  dass 

ViVa  , 


10)  X2  = 

U1V2  i—  U2V1 

ist  (was  der  Gleichung  Nr.  1  entspricht). 

Hieraus    ergeben    sich    zunächst    die    Werthe   der    partiellen 
Differentiale 

bbX^y     du^Xi,     d„,^a,     dt^X2y     d^^x^- 

Alles  Übrige    wird   dann    wie  bei  I;    nur  wesentlich  verwickelter. 

5* 
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Zu  in.     Hier  ist 

11)  X9=  HO  =  aidma^ 
daher 

12)  dxz  =  tana  da  -|-  asec^a  da, 
womit  auch  daX^  und  daX^  bekannt  sind. 

Von  den  hieraus  entnehmbaren  Werthen 

13)  JaXz=  tan  a  Ja, 

14)  Ja^  =  «  sec^a  Ja, 

15)  JXi    ^=idina  Ja-\- asec^a  Ja 

gilt  Nr.  13  genau,  während  Nr.  14  und  15  nur  näherungs- 
weise gelten. 

Die  bei  den  zwei  letztgenannten  Gleichungen  Torliegenden 
„Vernachlässigungen**   sind  sofort  angebbar. 

Auch  lassen  sich  für  Nr.  13 — 15  sehr  leicht  Veranschau- 
lichungen (geometrische  Darstellungen)  geben. 

und  so  fort.  (Im  Sinne  der  §§  2 — 7.)  —  Man  beachte,  die 
Gleichungen  Nr.  11  und  14  anlangend,  auch  Theil  I,  §  9. 

Zu  IV — Vn.  Es  haben  hier  die  zu  bestimmenden  Höhen  die 
Werthe 

16)  Xi  =  a  (tana  +  tan/?)  =  a  ?!^_+.^_ , 

„.  (tanai  -|-  tan/^i)  (tanaa  +  tan/?2)     , 

*        (tana2  +  tan/Ja)  —  (tanffi -(- tanft)    ' 
was  Umgestaltung  im  Sinne  von  Nr.  16  zulässt;  ferner: 
18)  '^8inysin(d-g) 

sin  (o  —  y) 
_  sin^cosdtanc 
^')  ^'-     «in(a  +  ^)    *■ 

Daher  sind  für  den  Fall  IV  zunächst  die  partiellen  Differentiale 

daXi,       daX^,       bßX^ 

zu  berechnen;  für  den  Fall  V  die  Werthe  von 

hX(,,     ba^Xt,     dß^Xn,     da^X6,     dß^x^ ; 
für  VI  die  von 

^6^6,     i^ßX^,     dyX^,     dsx^ ; 
endlich  für  VII; 

dbXj,       baOCy,       bßXj,       Ö^Xt,       dfXT. 

Alles  Übrige  ist  dann  (gemäss  §§  2  —  7)  selbstverständlich, 
wenn  auch  zum  Theil  etwas  verwickelt. 
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Geometrische  Darstellungen  lassen  sich  für  die  ein- 
facheren der  ableitbaren  Fehlerformeln  auch  h  i  e  r  leicht  geben. 

Bei  der  Durchführung  von  Zahlenbeispielen  ist  die 
auf  Seite  14  stehende  „Anmerkung"   gut  zu  beachten. 

Schlussbemerkung  zu  §  11.  Für  die  Geodäsie  kommen 
die  vorstehenden  Fälle  selten  ganz  so  in  Betracht,  wie  es  unter 
I — VII  vorausgesetzt  wurde.  Es  muss  nämlich  meist  auch  die 
Erdkrümmung  und  die  Lichtstrahlenbrechung  berück- 
sichtigt werden.  Man  sehe  hierüber:  Bauernfeind,  Vermessungs- 
kunde, Bd.  II,  §  138 — 143  der  7.  Auflage.  Femer  die  einschlagen- 
den Abschnitte  von  Jordan 's  Handbuch  der  Vermessungskunde; 
insbesondere  §  120  und  124  der  3.  Auflage  des  IL  Bandes. 

Das  hier  (bei  Bauernfeind  und  Jordan)  Dargebotene  kann  als 
Anleitung  und  Anregung  zu  weiteren  Fehleruntersuchungen 
benutzt  werden. 

§  12.   Sicherheitsgrad  der  Bestimmung  von  Entfernungen  nnd 

Höhen  durch  «JDlstanzmesser". 

A. 

Distanzmesser  sind  Instrumente,  welche  Entfernungen  un- 
mittelbar, von  einem  Standpunkte  aus,  angeben,  mithin  so, 
dass  man  nicht  nöthig  hat  Längenmesswerkzeuge  (Stäbe, 
Bänder,  Ketten)  bei  ihrer  Ermittelung  zu  benutzen. 

Das  Wesentliche  der  Einrichtung  fast  aller  Distanzmesser 
(die  oft  auch  Tachymeter  oder  Schnellmesser  genannt 
werden)  gründet  sich  darauf,  dass  eine  Strecke  x  bekannt  ist, 
wenn  sie  einem  vollständig  bestimmten  Dreiecke  als  Seite  oder 
Höhe  angehört. 

Dieses  Dreieck  ist  bei  den  genannten  Instrumenten  meist  ein 
(sehr  schmales)  rechtwinkliges  ABC  (Fig.  36),  in  welchem 

Fig.  86. 


man  die  Länge  a  der  kleinen  Kathete  BC  und  die  Grösse  des 
einen  der  beiden  spitzen  Winkel,  a  oder  /?,  kennt,  während  die 
Länge 

AC=x 
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der  grossen  Kathete  die  gesuchte  Entfernung  bildet,  mithin  x  aas 
der  Gleichung 

1)  a;  =  acota  =  atan/y 

sich  ergiebt  (und  dabei  a,    mit  x  yerglichen,  einen  sehr  kleinen 
Werth  hat). 

Oder    es    ist    jenes    Dreieck    ein    (sehr    schmales)    gleich  - 
schenkliges  ABBi  (Fig.  37),  was  auf  Dasselbe  hinauskommt. 

Fiff.  87. 


Oder    es    ist    das    Dreieck    durch    den   zugehörigen  Kreis- 
sector  {ABDB\,  Fig.  37)  vertreten;  also  dann,  sehr  nahe,  ^ei\ 

AC  und  AD  wegen  der  Kleinheit  von  —  wenig  verschieden  sind, 

X 


2) 


x  = 


hierbei  a  gemeint  in  Bogenmass  für  den  Halbmesser  1. 
Dabei  befindet  sich 

I.  die  bekannte  Länge  a  am  Instrument  (und  ist  hier  constant 
oder  veränderlich,  mithin  der  zu  x  gehörige  spitze  Winkel  variabel, 
bezüglich  constant) ;  oder  es  ist 

II.  jene  Länge  a  eine  nicht  am  Instrumente  befindliche  un- 
veränderliche, weithin  sichtbare  (z.  B.  die  eines  Menschen ,  oder 
die  eines  Kirchthurmtheiles)  aus  deren  Gesichtswinkel  (scheinbarer 
Grösse)  die  Entfernung  x  des  Beobachtungspunktes  A  folgt ;  oder 

in.  es  wird  jene  Strecke  a  geliefert  durch  die  (constante 
oder  variabel e)  Länge  einer  „Distanzlatte*^,  welche  ein  Gehilfe  an 
dem  Punkte  B  aufstellt,  dessen  Entfernung  von  A  mittelst  des 
hier  stehenden  Distanzmessers  bestimmt  werden  soll. 
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Hat  man  von  einem  Ponkte  A  aus  (Fig.  38)  etwa  mit  einem 
Höhenkreise   (der   hierbei   als  „Distanzmesser^  dient)  die  Höhen- 

Fig.  38. 


Winkel  e  und  y  so  gemessen,  dass  die  Winkeldifferenz  e  —  y  dem 
Distanzlattenabschnitte 

CB  =  a 
entspricht,  so  ergiebt  sich  die  Entfernung 

AH  =  x 
nnd  mit  ihr  auch  die  Höhe 

RG  =  h 
aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  AHB  und  AHC,    Sie  liefern: 

a-\-h=^  X  tan  «, 
bezüglich 

h  =  x  tan  y. 
Man  hat  daher: 


3) 
und 

4) 


x- 


tan  €  —  tan  y 


h  = 


iamy 


cos  €  cos  y 
a  =  ~    -  a 

sin  {e  —  y) 


cose  smy 


tan  €  —  tan  y  sin  (e  —  y) 

Es  ist  hierdurch  also  nicht  nur  ein  „Distanzmessen" 
ausgeführt ,  sondern  auch  gleichzeitig  ein  „NiveUiren  mit 
geneigten  Ziellinien**  (ein  „trigonometrisches 
Nivelliren**).*) 


*)  Siehe  die  „Schlussbemerlning  zu  §  11** 
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C. 
Da  in  jedem  der  unter  A  und  B  genannten  Fälle  die  Un- 
bekannte aus  Grössen  abgeleitet  wird,  deren  unvermeidliche  Fehler 
sehr  ins  Gewicht  fallen  müssen  (was  man  schon  erkennt  ohne 
zu  rechnen),  so  können  weder  die  ^^Distanzmesser  mit 
Latte^  (in.))  noch  die  „Distanzmesser  ohne  Latte^ 
(I.  und  n.)  eine  grosse  Genauigkeit  bieten.  Selbst  dann  nicht, 
wenn  das  betreffende  Instrument  die  besten  Einrichtungen  hat, 
welche  die  Feinmechanik  zur  Ablesung  der  in  Betracht  kommenden 
Winkel  oder  Längen  zu  bieten  vermag. 

Der  Genauigkeitsgrad  des-  „Distanzmessen s^ 
und  des  unter  B  genannten  Nivellirens  mit  geneigten 
Ziellinien  lässt  sich,  indem  man  von  den  betreffenden  Diffe- 
rentialformeln ausgeht,  in  jedem  Falle  so  untersuchen,  wie 
es  in  den  §§  2 — 7  in  Bezug  auf  die  Fehler  anderer  geodätischen 
Messweisen  durchgeführt  oder  angedeutet  worden  ist. 

Wer  sich  für  Distanzmesser  interessirt ,  führe  derartige 
Genauigkeitsuntersuchungen  im  Sinne  der  genannten 
Paragraphen  (Nr.  2  —  7)  durch.  Etwa  für  die  Fälle,  auf  welche 
die  vorstehenden  Gleichungen  Nr.  1 — 4  sich  beziehen  (die  also 
dann  zunächst  bezüglich  der  betreffenden  Veränderlichen  diffe- 
renzirt  werden  müssen).  Oder,  weitergehend,  für  alle  die 
Fälle,  über  welche  die  nachstehende  Literatur  Auskunft  giebt : 
Bauernfeind,    Vermessungskunde;    7.  Auflage;  Band  I, 

§  166-^172  u.  §  183. 
Hartner-Wastler,  Handbuch  der  Geodäsie ;  7.  Auflage ; 

Nr.  529,  552  u.  553. 
Jordan,  Vermessungskunde;   3.  Auflage;  Band  IL;  §  156 

u.   157. 
Vogler,    praktische  Geometrie;    Theil  II;    §  272  u.   278. 

§  13.   Anregongeii  und  AnnierknBgeii,  welolie  anderweite 
Fehlerberechniuigen  betreffen. 

Als  passende  Stoffe  zu  Fehleruntersuchungen  oder 
Ünsicherheitsberechnungen  mögen ,  ausser  den  vorher 
behandelten,  noch  die  unter  I— X  hier  folgenden  genannt  sein. 
Sie    sollen    zur    Durchführung    von    Rechnungen    und    geo- 
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metrischen    Darstellungen  von  der  in  den  §§  2 — 7  ge- 
lehrten (oft  auch  nur  angedeuteten)  Art  auffordern. 

I.  Unsicherheiten  des  Flächeninhaltes  F  des 
Vierecks  AB  CD,  wenn  derselbe  auf  irgend  eine  Weise  be- 
stimmt ist;  zum  Beispiel 

A.  durch  die  Länge  qi  der  Diagonale  AC  und  die  Längen  Äi, 
h^  der  zugehörigen  Dreieckshöhen,  gemessen  mit  den  kleinen 
Unsicherheiten  Jqi,  ^Äi,  /th^  ; 

B.  durch  die  beiden  Diagonalenlängen  AC  =  qi ,  JBD  =  q^  und 
den  von  jenen  Diagonalen  eingeschlossenen  Winkel  u)  (mit 
den  kleinen  Unsicherheiten  z^ji,  ^iq%,  Jui  gemessen); 

u.  s.  w.  — 

In  dem  unter  A  genannten  Falle  ist 

1)  2^=1«,  (»i-fÄ«); 

in  dem  unter  B  angeführten 

2)  F=  ^qiq^^mo). 

Für  den  ersten  der  beiden  Fälle  liegt  also  die  Sache  im 
Wesentlichen  wie  im  §  2  (siehe  die  Gleichung  Nr.  1  auf  Seite  2) ; 
für  den  zweiten  Fall  wie  im  Abschnitt  B  des  §  3.  (Siehe  die 
Gleichung  Nr.  3  auf  S.   13.) 

n.  Fehlergrenzen  bei  der  Ausmessung  der 
Trapezfläche,  wenn  sie  durch  die  Längen  (a,  h)  der  beiden 
parallelen  Seiten  und  durch  den  senkrechten  Abstand  (Ä)  der- 
selben bestimmt  ist ,  diese  drei  Strecken  aber  mit  den  kleinen 
Unsicherheiten  ^a,  Jh,  Jh  gemessen  wurden.  — 

Die  Untersuchung  muss ,  was  man  sofort  erkennt ,  mit  der 
unter  I,  A,  verlangten  übereinstinunen.  —  Auch  ist  leicht  zu 
erkennen,  wie  sich  I,  A  und  H  auf  Vielecke  erweitern  lassen. 
(Zusammensetzung  aus  Dreiecken  und  Trapezen.) 

ni.  Unsicherheiten  bei  allen  Flächeninhalts- 
berechnungen. 

Der  Ausdruck  für  den  Inhalt  einer  jeden  ebenen  oder 
krummen  Fläche  ist  eine  Grösse  von  der  zweiten  Dimension. 
In  der  Regel  hat  er  die  Form 

3)  F  =  hiXxyi  +  hix^yt  -| •  -f  Kx^yn, 

oder  er  kann  auf  dieselbe  gebracht  werden.    (Man  denke  beispiels- 
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weise  an  die  Ausdrücke  für  den  Inhalt  der  Ellipse,  des  Kreis- 
ringes  oder  der  Gylinderoberfläche  u.  s.  w.) 

Das  in  den  §§  2  und  3  Behandelte  und  Angedeutete  gilt  im 
Wesentlichen  für  die  Untersuchung  des  Zuverlässigkeit^grades 
aller  Flächeninhaltsbestimmungen.  Es  sei  für  einige  derselben 
(etwa  für  die  oben  genannten)  zur  Durchführung  empfohlen. 

Anmerkung.  Vergleiche:  Vogler,  praktische  Geometrie, 
Theil  I,  S.  562—563,  568—580,  wo,  unter  Benutzung  der  Gleichung 
Nr.  3.  der  , mittlere*  Fehler  (siehe  §  2,  D,  X)  der  Flächeninhalta- 
berechnungen  untersucht  ist. 

IV.  Fehler  beim  Abstecken  von  Geraden  (insbesondere 
beim  Einschalten  von  Zwischenpunkten),  beim  Con- 
struiren  von  Senkrechten  und  Parallelen. 

Man  denke  sich  zunächst  eine  Gerade  bestimmt  entweder 

A.  durch  den  Winkel  a,  welchen  sie  mit  der  positiven  Seite 
der  X-Achse  eines  rechtwinkligen  Coordinaten-Systems  bildet 
und  durch  die  Strecke  6,  welche  sie  auf  der  positiven 
Y-Achse  abschneidet; 

oder 

B.  durch  die  beiden  von  ihr  auf  den  zwei  Coordinatenachsen 
gebildeten  Abschnitte  a  und  6; 

oder 

C.  mittelst  des  Winkels  a,  sowie  durch  die  Coordinaten  Xi  und 
Pi  eines  Punktes  Pi,  den  sie  in  sich  enthalten  soll; 

oder  endlich 

D.  mittelst,  der  Coordinaten  Xi,  pi,  x%^  y^  zweier  Punkte  Pj 
und  Pa,  die  auf  ihr  liegen  sollen. 

Hierauf  gebe  man  für  jeden  dieser  vier  Fälle  den  Werth  der 
Ordinate  y  des  allgemeinen  Punktes  P  in  der  Form 

4)  y  =  f{x) 

an ,  berechne  die  Differentiale  von  y  und  führe  (im  Sinne 
der  §§  2—7)  Fehleruntersuchungen  aus,  dabei  annehmend, 
dass  die  gemessenen  Bestimmungsstücke  mit  geringen  Unsichei*- 
heiten  behaftet  seien.*) 


*)  Die  Gleichungen  der  analytischen  Geometrie  der  Ebeno 
und  des  Raumes  bieten  (wie  die  der  Planimetrie,  Trigonometrie 
und  Stereometrie)  eine  unerschöpfbare  Quelle  für  Aufgaben,  welche 
Differentiationen  und  Unsicherheitsberechnungen  betreffen. 
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Sodann  benutze  man  die  gewonnenen  Ergebnisse  (wie  auch 
zum  Theil  die  der  vorausgegangenen  Paragraphen)  um  Genauig- 
keitsberechnungen für  einige  derjenigen  Verfahren  anzustellen, 
welche  in  der  Geodäsie  für  das  Aufsuchen  von  Zwischen- 
punkten einer  Geraden  (falls  Hindernisse  vorliegen),  für 
das  Abstecken  von  Lothen  und  Parallelen  (Sonder- 
fälle der  Lage  von  geraden  Linien)  in  Gebrauch  sind. 

Die  geodätische  Seite  der  angedeuteten  Untersuchungen  be- 
treffend, mOge  folgende  Literatur  genannt  werden: 
Bauernfeind,  Vermessungskunde,  §  21 — 25  der  7.  Auflage  des 

IL  Bandes. 
Hartner-Wastler,  Geodäsie,  7.  Auflage,  Nr.  161  (S.  24Ö). 
Jordan,  Vermessungskunde,  §  177  der  3.  Auflage  des  IL  Bandes 

(wo  auch  Arbeiten  von  Schreiber  und  Nagel  genannt  sind). 
Vogler,  praktische  Geometrie,  Theil  I,  §  222. 

V.  Zuverlässigkeit  der  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  ^  und  t]  eines  Punktes  P,  welcher  als 
Schnittstelle  von  irgend  zwei  ebenen  Linien  be- 
stimmt ist;  z.  B.  als  Schnittpunkt  zweier  Geraden,  oder  einer 
Geraden  und  eines  Kreises,  oder  zweier  Kreise ;  u.  s.  f.   — 

Durch  die  gegebenen  (oder  erst  aufzustellenden)  Gleichungen 
der  beiden  Linien,  hat  man  die  Coordinaten  |  und  ?] ;  mit  diesen 
auch  deren  Differentiale;  durch  letztere  (wenn  den  betreffen- 
den Bestimmungsstücken  Unsicherheiten  anhaften)  die  Grundlagen 
der  vorzunehmenden  Zuverlässigkeitsberechnungen  in 
Bezug  auf  |  und  fj. 

Manche  der  hierher  gehörigen  Fälle  sind  (doch  in  etwas 
anderer  Form)  bereits  im  Vorausgegangenen  enthalten. 

Es  ist  z.  B.  das  „Vor  w  ärts ab  schneiden**  (§  4)  eine 
Punktbestimmung  durch  zwei  Gerade,  nämlich  durch  zwei 
Richtungen. 

Femer  ist  die  im  §  6  behandelte  „Polarmethode"  auf- 
fassbar als  Bestimmung  von  JB  (siehe  die  Fig.  15  auf  Seite  41)  in 
Bezug  auf  AC  durch  eine  Gerade  (Richtung  a)  und  durch  einen 
Kreis  (aus  A  mit  dem  Halbmesser  c). 

Weiter  kann  das  im  §  7  besprochene  Messverfahren  so  an- 
gesehen werden,  als  ob  die  Lage  des  Punktes  C  gegen  eine  Stand- 
linie AB  (Fig.  18  auf  Seite  46)  durch   „Bogenschnitt"  be- 
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stimmt  worden  sei,  nämlich  durch  zwei  Kreise  k  und  A'i, 
welche  aus  A  und  B  mit  den  Halbmessem  b  und  a  beschrieben 
sind.  Wird  die  Bichtnng  AB  als  die  der  positiven  |  genommen 
und  A  als  Coordinatenanfang,  so  ist  C  bestimmt  durch  die  beiden 
Kreisgleichungen 

5)  «-i-7*  =  6» 


6) 

(c- 

-^'  +  K'  =  ar 

Aus  diesen 

folgt 

7) 

n 

b 

c«  —  a«  +  b^ 
2c 

'was 

auch 

durch    den    , 

Cosinussatz  ^    hätte 

gewonnen 

werden 
können);  femer 

8)  17  =  |/&«"-^  =  u.  s.  w. ; 

damit  aber  hat  man  d^ ,    d  7^ ;    mithin    alles ,    was    sich    auf  die 
Zuverlässigkeit  von  |  und  7/  bezieht. 

Als  Literatur,  hauptsächlich  die  Geodäsie  anlangend,  ist 
für  V  und  das  ihm  Naheliegende  zu  beachten: 

Jordan,  Vermessungskunde,  §  62  der  3.  Auflage  des  11.  Bandes; 
auch  der  Schlusssatz  des  §  101  des  I.  Bandes.  (Betrifft  die 
Punktbestimmung  durch  „Bogenschnitf*.)  — 

Femer  §  99  u.  folg.  der  3.  Auflage  des  I.  Bandes.  (,Mitt- 
lerer*  Fehler  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden.  Fehler- 
curven;  Curven  gleicher  Genauigkeit;  Fehlerellipsen.) 

Weiter  §  103  u.  folg,  desselben  Bandes.  (Verschiebung 
einer  Ereistangente  zufolge  der  Änderung  des  zugehörigen 
Peripheriewinkels.  Wichtig  für  das  , Seitwärtsabschneiden* 
und  , Rückwärtsabschneiden**,  also  für  die  ,Pothenot'- 
sche  Punktbestimmung',  bei  welchen  Messweisen  es  be- 
kanntlich auf  den  Winkel  ankommt,  unter  welchem  eine  Strecke, 
die  als  Kreissehne  auffassbar  ist,  von  dem  zu  bestimmenden 
Punkte  aus  erscheint.) 

VI.  Genauigkeit  der  durch  die  Fig.  39  darge- 
stellten unzugänglichen  Entfernung  PiP2-=s , 
welche  abgeleitet  wurde  aus  d  er  Standlinienlänge 
Ali  =  b  und  den  vier  ihr  anliegenden  Winkeln  aj, 
0^2,  ßii  ßi,  die  mit  den  kleinen  Unsicherheiten  ^b , 
j/ai ,  ^a2 ,  ^ßi ,  ^/?2  gemessen  worden  sind. 
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Die    Entfernung  s    ist    bestimmt    durch    die    den    Dreiecken 
JP1P2,  APiB  und  APiB  entnehmbaren  Gleichungen 


9) 
10^ 


s^=Pi^-hPi^  —  2piP2  cos(a,  —  aa), 
sin/?i 


11) 

oder  auch  durch 


sin(ai  -\-ßx) 
sin/?2 


sin(a,+/J8) 
8'  =  (Xi  —  Xi)'  +  (yi  —  ya)* . 


12) 
also  durch 

13)     5«  =  (^2  cos  a2  — j[>i  cos  ai)2  -f-  (pi  sin  ttj  — jpa  sin  Ofj)^ 
unter  Benutzung  von  Nr.   10  und  11.  *) 

Hiermit  hat  man  die  Möglichkeit  der  Berechnung  der  Diffe- 
rentiale 

dbS,       da,S,       ba^S,       bß^S,       bß^S , 

daher  auch  die  Grundlagen  von  Genauigkeitsuntersuchungen. 

Vn.  Fehlerfortpflanzung  in  geodätischen 
Dreiecksnetzen. 

Das  im  Vorausgegangenen  (besonders  in  den  §§  4 — 7)  für 
einzelne  Dreiecke  Behandelte  lässt  sich  auf  ganze  (irgendwie 
gebildete)  Ketten  oder  Netze  von  Dreiecken  erweitern. 


*)  Über  andere  Bestimmungsweisen  von  8  siehe  Bauernfeind, 
Vermessungskunde,  7.  Auflage;  Band  11,  §  36,  Nr.  5. 
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Es  kann  z.  B.  die  Unsicherheit  der  liagenbestimmimg  des 
Punktes  JS  (Fig.  40)  mit  Benatzung  von  Differentiationen  be- 
rechnet werden,  wenn  die  Lage  von  E  aus  der  Länge  und  Lage 
einer    Grundlinie    AB  =  b    und    aus    Winkelmessungen    in    den 

Fi«.  40. 


Dreiecken  ABC,  CBD,  CDE  abgeleitet  wurde,  die  Unsicher- 
heiten der  gemessenen  Stücke  aber  bekannt  sind. 

Derartige  Untersuchungen  mögen  hiermit  angeregt  sein. 

Eine  derselben  befindet  sich  im  §  20  der  3.  Auflage  des  DI.  Bandes 
von  Jordan 's  Handbuch  der  Vermessungskunde.  Sie  bezieht  sich 
auf  „mittlere"  Fehler  und  benutzt  die  Methode  der  kleinsten 
Quadratesummen. 

VIII.  Unsicherheiten  beim  Abstecken  von  Curven. 

Von  zwei  geradlinigen  Stücken  gi  und  g^  (Fig.  41)  einer 
Strassenachse  oder  Eisenbahnachse  möge  angenommen 
werden,  dass  sie  durch  einen  Kreisbogen  zu  verbinden  seien, 
dessen  Halbmesserlänge  r  vorgeschrieben  ist.  Man  hat  (soll  femer 
vorausgesetzt  werden)  den  Schnittwinkel  w  mit  einer  kleinen  Un- 
sicherheit z/c(i  gemessen.     Nun  sind,  von  0  aus,  die  Strecken 

0^1  =  0^3  =  ^     OM=m 

aufzutragen,  welche  den  Bogenanfang  Äi ,  das  Bogenende  A^  und 
die  Bogenmitte  M  bestimmen. 

Es  sollen  diese  Strecken  t  und  m,  ^ie  auch  die  ihnen  an- 
haftenden Unsicherheiten  .it  und  ^m  berechnet  werden;  letztere 
ausgedrückt  durch  r,  w  und  Jo). 

Ferner    soll    man    Genauigkeitsuntersuchungen    für    das    Ab- 
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stecken  yon  Zwiscbenpunkten  des  Kreisbogens  A1MA2  vor- 
nehmen. 

Endlich  sollen  f&r  derartige  üntersaehnngen  auch  die  ge- 
meine und  die  cubische  Parabel  (an  Stelle  des  Kreises) 
in  Betracht  gezogen  werden,  weil  sie  im  Strassen-  und 
Eisenbahnbau  ebenfalls  als  Verbindungscurven  zur  Benutzung 
kommen. 

flg.  41. 


o 


Es  ist  (siehe  Fig.  41) 

1  —  am  -77- 

14)  f  =  r  cot  -  - ,      m  = r. 

ein -2 

Hieraus  folgen  die  Werthe  der  Differentiale  dt  und  dfn\ 
dann  Jt,  Jm  u.  s.  w.  —  Man  benutze,  wenn  nöthig,  die  nach- 
stehende Literatur,  welche  vorzüglich  über  die  Curvenab- 
steckungs weisen  Auskunft  giebt: 

Bauernfeind,  Vermessungskunde;  7.  Auflage,  Band  II,  §  26 — 32. 
Jordan,  Vermessungskunde;  3.  Auflage,  Band  II,  §  178 — 188. 
Mohr,  Tracirung  und  Erdbau;  S.  18—24. 
Vogler,  praktische  Geometrie;  Theil  I,  §  216—224. 

IX.  Genauigkeitsuntersuchung  markscheide- 
rischer Messungen. 

Auch  für  bergmännische  Zwecke  werden  Fehlerberech- 
nungen auf  Grund  der  Differentialrechnung  nöthig. 

Über  den  oft  vorkommenden  Fall  einer  Schachtlothung, 
bei  welchem  die  markscheiderische  Anschlussmessung  und 
Orientirungsübertragung  durch    einen    seigeren  Schacht 
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zu  erfolgen  hat,  sehe  man :  Bauernfeind,  Vermessungskunde ; 
7.  Auflage,  Band  11,  §  185. 

Ferner  beachte  man  bezüglich  der  Unsicherheiten,  welche  bei 
Lothungen  in  seigeren  Schächten  vorliegen,  die  im 
„Literaturverzeichnisse   genannte  Abhandlung  von  P.  üblich. 

X.  Fehlerberechnungen,  die  Kettenlinie  und 
die  Gewölblinie  betreffend. 

Die  gemeine  Kettenlinie,  deren  Gleichung 


15) 


j,  =  — (^e"*+e     *) 


ist,  hat  bekanntlich  (vergl.  Theil  II,  §  13,  A,  11.)  die  Bogenlänge 

16)  s  =  A(e"*' -«""*')• 

Man  befechne  die  unendlich  kleinen  Veränderungen  dy  und 
ds,  wie  auch  (näherungsweise)  die  endlich  kleinen  Jy  und  z/s, 
welche  die  Ordinate  y  und  die  Bogenlänge  s  erfahren,  wenn  (bei 
ungeändertem  x)  der  Parameter  k  sich  um  dh ,  bezüglich  Jk, 
ändert;  oder  wenn,  'bei  unverändertem  A;,  die  Abscisse  a;  um  dx, 
bezüglich  Jx ,  wächst. 

Auch  erweitere  man  die  Veränderungsberechnungen  (oder 
Fehleruntersuchungen)  auf  die  Gewölblinie  von  der  Gleichung 

17)  y  =  |_(aa+6"^). 

(Über  die  Letztere  siehe  §  25,  B.) 

§  14.   Grenzenregnlirang  bei  VersohiedeiilLeit  des  Bodenwertlies. 

Als  Beispiel  dafür ,  dass  die  Differentialrechnung  benutzt 
werden  kann ,  wenn  es  sich  um  Grenzenänderung  von 
Grundstücken  handelt,  möge  die  Lösung  der  nachfolgenden 
Aufgabe  dienen: 

Es  soll  die  gebrochene  Grenze  B CD  (Fig.  42)  der  beiden 
Grundstücke  ABCDEF  und  BGDC  (die  verschiedenen  Be- 
sitzern gehören)  durch  eine  gerade  HJK  ersetzt  werden,  welche 
parallel    zu    BG   liegt.      Die    Grundstücke    haben    nicht    gleiche 
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»Bonität"  ;  ihre  Flächeneinheitswerthe  verhalten  sich  wie  m :  n. 
Selbstverständlich  soll  keiner  der  beiden  Besitzer  durch  die 
Grenzenänderung  Schaden  erleiden. 

Fig.  42. 


B  A 

ff 

-r^ 

^^4^ 

' 

a 

X 

<— ) 

^ 

.,      1  Tl 

C 

f 

6 

J 

F 

I 

r 

je 

Zunächst  ist  einNäherungswerth  des  zu  bestimmenden 
Abstandes  x  berechnet  worden,  indem  man  die  Flächen  3HJC 
und  JDEK  als  Rechtecke  (von  den  Seitenlängen  BC=^a,  x, 
DE  =  c,  b  —  x)  ansah,  mithin 


1) 

setzte.     Dies  hat 

2) 
ergeben,  wobei 

3) 


aX'ns=:c{b  —  a?)  •  m 


x- 


bc 


av- 


n 
m 


das  vorliegende  Bodenwerthsverhältniss  ist. 

Nach  der  Gleichung  Nr.  2  hat  man  x  berechnet  und  die 
geradlinige  Grenze  HJK  demgemäss  abgesteckt.  Nun  sind  die 
Flächeninhalte  JBHJC  und  JDEK  genau  gemessen  (aus  je  zwei 
Dreiecken  zusammengesetzt)  und  verglichen  worden.  Hierbei  hat 
sich  ergeben,  dass  ihr  Verhältniss  nicht  scharf  den  Werth  v  hat 

FohTmann,  Anwendnngen  d.  Infinltefllmalrechnang.    Th.  m.  6 
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(den  es  haben  muss,  wenn  keine  Benachtheiligung  eines  der  Be- 
sitzer eintreten  soll) ,  sondern  um  den  kleinen  Betrag  Jv  von  v 
abweicht. 

Man  verlangt,  dass  aus  Nr.  2  unter  Benutzung  der  Differential- 
rechnung derjenige  kleine  Betrag  /fx  abgeleitet  werde,  um  welchen 
der  Näherungswerth  x  zu  ändern  ist,  damit  das  Flächeninhalts- 
verhältniss  aus  v  -{-  Jv  in  v  übergehe. 

Lösung.     Die  Gleichung  Nr.  2  giebt  durch  Differentiation 

Ci'hc  CLX^ 

4)  dx= j- — j-  -~  dv  = T —  dv . 

Demnach  hat  man  näherungsweise  in 

5)  Jx  = — i-^  Jv= =; —  Jv 

den  Betrag ,  um  welchen  der  durch  Nr.  2  gelieferte  Näherungs- 
werth (von  x)  verbessert  werden  muss. 

Wird  nun  die  geradlinige  Grenze  HJK  um  diesen  Werth  Jx 
verschoben ,  so  werden  die  neuen  Flächeninhalte  JDJEK  und 
SHCJ  wahrscheinlich  in  einer  für  die  Praxis  vollkommen 
hinreichenden  Weise  das  Verhältniss  v  haben.  Sollte  es 
noch  nicht  der  Fall  sein,  so  wäre  das  Verfahren  zu  wieder- 
holen, um  die  noch  vorhandene  Abweichung  (von  v)  zu  be- 
seitigen. 

Anmerkung.  Die  vorstehende  Aufgabe  ist  von  Voigt  auf 
Seite  20 — 22  des  Jahrganges  1886  der  Zeitschrift  für  Ver- 
messungswesen als  eine  der  Landmesserpraxis  ent- 
stammende behandelt  worden.  Er  hat  daselbst  auch  ein  Zahlen - 
bei  spiel  gegeben. 

§  15.  Aus  der  Theorie  des  EisenbahBoberbanes. 

Für  die  Ingenieur  Wissenschaft,  insbesondere  für  die 
Untersuchung  stetig  gestützter  Stäbe,  welche  in  der  Lehre 
vom  Eisenbahnoberbau  nöthig  wird,  ist  es  von  Wichtigkeit, 
zu  wissen,  dass  der  vierte  (auf  x  bezogene)  Differentialquotient 
der  Function 

1)  y  = 

i  {( Ih  c*'  +  Ui  e-*')  cosÄar  -f  ( T,  e**  +  F,  e " *')  sin  kx] , 
in  welcher  e  die  Basis    der    natürlichen   Logarithmen   bezeichnet, 
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üi,  TJ%y  Fl ,  V%  und  k  andere  constante  Grössen  sind,  die  Eigen- 
schaft hat,  dem  negativ  genommenen  Werthe  von  ^h^y  gleich  zu 
sein  *). 

Man    weise    dies    nach    durch    Berechnung    der    Differential- 
quotienten 

dy         d^y_        d^y  d^y 

dx  '      dx^  '      dx^  '       dx^  ' 
Lösung.     Aus  Nr.  1  folgt  zunächst  durch  einmalige  Diffe- 
rentiation : 
dy 
dx 


2)  -^  =  I  A{[(Cr,  -f  Fl)  a*'  -  (U,  —  Fa)  e-*']  coskx 
-  [(C^i  -  Fl)  €^'+(U,  +  Fa)  e-*-J  sin kx].; 


ferner  durch  zweimalige: 

d^y 

dx^ 
'  A*  ((Fl  a*'  —  Fa  e-*')  cosÄiP  —  {V^e^^—U^  e-*^  sinia:}; 

durch  dreimalige : 

4)  -0=  *»  {[(-  cr,+  F,)c*'  -|-(fr,  4-  F,)«-*«]  cosia; 

-  [( Ij\  +  Fl)  e*'  +  ( t^,  -  r,)  6-*']  sin  Aa: } ; 
endlich  durch  viermalige : 

—  2 *♦  {(?7,  e*'  +  ZJa  e-*')  cos Äa;  -[-  ( F,  e»*  -]-  F,  e-*')  sinia;}  • 
Mithin  ist,  gemäss  Nr.  1  nnd  5, 
d*v 

6)  -d!T=-^^'y^ 

.was  nachzuweisen  war. 

§  16.   Qnersohnitte  und  Spannungen  hängender  Fäden  und  Ketten 
von  vorgeschriebener  Form. 

Ein  vollkommen  biegsamer,  nicht  dehnbarer,  nur  der  Schwere 
unterliegender,  gleichförmig  dichter  Faden    (oder   eine  derartige 


*)  Zimmermann,  die  Berechnung  des  Eisenbahnoberbaues;  Seite 
10  —  12. 

6* 
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Kette  mit  unendlich  kleinen  Gliedern)  möge  zwischen  zwei  festen 
Punkten  A  und  A^   (Pig.  43)  aufgehangen  sein. 

Man  will  den  Faden,  welcher  im  Scheitel  S  den  Querschnitt  ^o 
hat ,  durch  geeignete  QuerschnittsTeränderlichkeit  zwingen ,  im 
Gleichgewichtszustande  die  Form  der  Curve 

1)  y^m 

zu  haben. 

Fiff.  48. 

*Y 


P'P/    Ai 


Es  soll  berechnet  werden,  nach  welchem  Gesetze  der  Q  u  e  r  - 
schnitt sinhalt  ^  sich  ändern  muss  und  auf  welche  Weise 
dann  die  Spannung  T  in  dem  Faden  veränderlich  ist.  Be- 
stimmter gesagt :  man  verlangt  q  ausgedrückt  durch  go  ^iBid  Differen- 
tialquotienten von  f(p^\   T  in  der  entsprechenden  Weise. 

Lösung.  Der  Faden  wird  sich  im  Gleichgewichte  befinden, 
wenn  der,  sehr  klein  gemeinte,  an  der  allgemeinen  Stelle  P  (Co- 
ordinaten  OP'  ^=^  x  und  P'P=^y)  liegende  Fadentheil 

PPi  =  Js 
im  Gleichgewichte  ist  (wobei  s  die  Bogenlänge  SP  bezeichnet). 
An  diesem  Fadentheile  wirken  drei  Kräfte ;  nämlich  in  P  die 
Spannung  T,  unter  dem  Tangentenwinkel  t  (gebildet  mit  der 
positiven  Seite  der  Abscissenachse)  schief  nach  unten ;  ferner  in  Pi 
(Coordinaten  x-^Jx,  y -j- Jy)  die  Spannung  T-\-JT,  unter 
dem  Tangentenwinkel  r  +  ^t  ,  schief  nach  oben ;  endlich ,  senk- 
recht nach  unten,  das  Gewicht  des  Fadentheiles ,  also  q^^seg^ 
wenn  mit  e  die  Dichtigkeit  des  Fadens  bezeichnet  wird,  mit  g 
die  Beschleunigung  der  Schwere,  mit  qm  der  mittlere  Querschnitt 
von  J^* 
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Gleichgewicht  herrscht   mithin  für  den  Bogentheil  Js^ 
wenn 

2)  (T+^T)c08(x:  +  //t)—  TC08T  =  0 

und 

3)  (T-{'JT)^m{T-\-Jz)  —  Tsmr:=gqn,eJ8 
ist. 

Hieraus  folgen  für  das  Differential  des  Fadenbogens  die 
Gleichgewichts bedingungen 

4)  d  Tcos  T  =  0 
and 

5)  d  Tsim  =  gq€  ds, 
Sie  können  auch  in  den  Formen 

6)  dT4^  =  0, 

d8 

bezüglich 


dy 


7)  dT-^^gqeds 

gegeben  werden.     (Man  vergleiche  Theil  II,  S.  214 — 216;    auch 
Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik,  Theil  I, 
S.  96  der  2.  Auflage.) 
Aus  Nr.  4  folgt: 

8)  T  cos  r  =  Constante. 
Da  nun  für  den  besonderen  Werth 

ir=0 
die  allgemeine  Spannung  T  zur  Scheitelspannung,   welche 
To  heissen  möge,  werden  muss,  so  giebt  das 

9)  To  =  Constante. 
Es    ist  mithin,  gemäss  Nr.  8  und  9, 

10)  T=rosecT, 
oder 

1 1)  T=  To |/r+ii;^«T=  To y\^f\xy=  n Vi+V" . 

Femer  geht  Nr.  5  jnit  Benutzung  von  Nr.  10  über  in 

d  To  tanT  =  gqe  ds . 
Man  hat  also : 

Tody=gq€yi+^^dx, 
mitbin 
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it 

9^ 

]/l-\-y'dx  ' 

oder 

12)                       2  = 

9^ 

ff 

y 

gleichbedeutend  mit 

1  a^                          /.  — 

To 

fi^) 

9  = 


Aus  dieser  Gleichung  Nr.  13  aber  folgt,  wenn  man  sie  auf 
den  Scheitel,  also  auf  x  ==0,  anwendet : 

9.=^rm. 

Die  Scheitelspannung  hat  sonach  den  Werth 

Mit  seiner  Benutzung  giebt  Nr.  13  für  den  Querschnitt: 
15)  q  = CM=.-^  jo  ; 

r(o)Ki+r(^)« 

ferner  Nr.   11   für  die  Spannung: 

16)  T=vi-j-f'ixrj^^. 

Durch  diese  Gleichungen    Nr.   15  und  16    ist    die   gestellte  Auf- 
gabe gelöst. 

Anwendungen  bieten  die  beiden  folgenden  Paragraphen. 

§  17.   Farabelförmige  Hängefäden. 

Der  am  Anfange  des  vorigen  Paragraphen  genannte  Faden 
soll  genöthigt  werden ,  die  Form  einer  gemeinen  Parabel 
anzunehmen,  welche  sich  in  der  durch  ASA^  (Fig.  43)  ange- 
deuteten Lage  befindet,  mit  dem  Scheitel  S  um  m  vom  Coordinaten- 
ursprunge  0  absteht  und  die  Parameterlänge  2  'p  hat.  *) 

Zu  berechnen  ist,  nach  welchem  Gesetze  die  Querschnitte  q 
gewählt  werden  müssen  und  wieviel  die  Spannung  T  dann  an 
jeder  Fadenstelle  beträgt. 


*)  Kennt  man  nicht  j?,  sondern  die  Spannweite  AAi  =^2a  und 
die  Einsenkungstiefe  MS=c,  so  kann  jp  leicht  durch  a  und  c  aus- 
gedrückt werden. 
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Lösung.     An  Stelle  der  Gleichung  Nr.  1  des  §  16  hat  man : 


1) 

mithin 

y  =  2^  + 

m; 

2) 

r{x)= 

X 

P 

,  r(^)= 

1 
7' 

r(o)= 

1 

=  — 

P 

• 

Daher, 

gemäss 

Nr. 

15  and  16 

von 

Seite  86, 

für 

den 

Quer 

schnitt: 

3) 
für  die  Sp 

annan 

q=         P-  = 

yp*+ 

x^ 

» 

4)  T=gaqoVp*  +  x*; 
insbesondere  für  die  Scheitelspannung: 

5)  T^—geq^p^ 

Da  VP^  4"  ^*  bekanntlich  die  (sehr  leicht  construirbare) 
Länge  der  Normale  der  Parabel  bedeutet  (siehe  §  20,  B) ,  so 
lehrt  Nr.  3,  dass  die  Querschnitte  jener  Normalenlänge  um- 
gekehrt proportional  sein  müssen ;  ferner  sagt  Nr.  4,  dass 
die  Spannungen  ihr  direct  proportional  sind. 

Die  auf  die  Flächeneinheit  des  Querschnitts  kommende 
Spannung  wächst ,  vom  Scheitel  aus ,  wie  das  Quadrat  der 
Normalenlänge ;  es  ist  nämlich,  laut  Nr.  3  und  4, 

6)  L==9i(^p*^x*); 
q        p 

für  den  Scheitel : 

7)  —  =  gsp- 

Ferner  hat  man,  gemäss  Nr.  3,  4  und  5 : 

8)  Tq=Toqo, 
also 

9)  T:To=qo:q. 

§  18.   Kreisförmige  Hängefaden. 

A. 
Es  möge  vorausgesetzt  worden,    dass  der  im  §   16  genannte 
Faden  ÄSAi    (Fig.  43    auf  Seite  84)    gezwungen    werden    solle, 
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im    Gleichgewichtszustände    die    durch    die    Fig.   44    dargestellte 

Halbkreis  form  AOAi    (Durchmesser  ÄAi  =  2ä)  zu  haben. 

Man    berechne    wieder    das    Gesetz    for    die    dann    nöthigen 

Querschnitte^  und  das  für  die  herrschenden  Spannungen  T. 


Lösung.     Die  Fadenform-Gleichung  (Nr.  1  des  §  16)  lautet 


hier : 

1) 

Es  ist  also 


y 


=  a  —  f/a*  —  x^ 


2)     r(a;)=-=^,  r(x)=    " 


Hiermit  liefern  die  beiden  letzten  Gleichungen  des  §  16  :  * 


3) 

und 

4) 


«  =  ^^-^.«0 


T= 


a*gsqo 


y'a*  —  X* 
Sie  können  auch  in  den  Formen 


5) 
und 

6) 
gegeben  werden. 


ff=/.       .A«3o 


T= 


a^geqo 


a  —  y 
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Es  müssen  also ,  gemäss  Nr.  6,  die  Querschnitte  um- 
gekehrt proportional  den  Quadraten  der  Abstände  von  der 
Yerbindungsgeraden  AAi  der  Aufhängepunkte  genommen  werden. 

Die  Spannungen  sind  dann  (laut  Nr.  6)  der  ersten 
Potenz  jener  Abstände  umgekehrt  proportional. 

B. 

Da,  wie  Nr.  7  lehrt,  der  Querschnitt  an  den  Aufhängepunkten 
A  und  Ai  (Fig.  44)  unendlich  gross  sein  müsste,  so  ist 
die  volle  Halbkreisform,  oder  eine  ihr  nahe  kommende, 
thatsächlich  nicht  erzwingbar;  wohl  aber  können  flache  Kreis- 
bögen leicht  erzielt  werden. 

Man  erweitere  demgemäss  das  unter  A  Entwickelte  auf  den 
Fall,  dass  statt  des  Halbkreises  AOAi  der  Kreisbogen  BOB\ , 
für  welchen 

ist,  die  Fadenform  werden  soll. 

Insbesondere  berechne  man ,  welche  Werthe  die  Scheitel- 
spannung To,  die  Spannung  Ty^c  am  Auf  hängepunkte  £  und  der 
Querschnitt  q9=.e  an  der  letztgenannten  Stelle  haben,  wenn  die 
Spannweite  BBi  =  40  Meter,  die  Pfeilhöhe  NO  =  1  Meter,  der 
Scheitelquerschnitt  go  =  1  Quadratmillimeter  ist  und  der  Faden 
die  Dichtigkeit  e  =  1,02  hat. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Die  Gleichung  Nr.  1  gilt 
auch  für  den  Kreisbogen  BOBi.  Doch  ist  a  nicht  gegeben, 
sondern  durch  die  Beziehung 

7)  a^^b^-j-ia  —  cy 
bestimmt;  mithin 

8)  a  =  — — — ■  • 
^  2c 

Dies  hat  man  in  Nr.   5  und  6  einzuführen. 

Für  den  S o n d e r f a  1 1  (6  =  20  Meter,  c=l  Meter,  .  .  .)  ist 

9)  a  = -^ —  =  200,5  Meter  ; 

u.  s.  w. 

Anmerkung  zu  den  §§  16  — 18.  Im  Vorstehenden  (auf 
Seite  85 — 89)  sind  die  Gleichungen  Nr.  4  und  5  des  §  16  be- 
nutzt worden,  um  für  einen  homogenen  Hängefaden  von  vor- 
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geschriebener    Form    die   Querschnitte   und   die   Spannungen  zu 
berechnen. 

Ist  der  Faden  nicht  homogen,  ein  Gesetz,  nach  welchem 
seine  Querschnitte  sich  ändern  sollen,  bekannt  und  die 
Fadenform  vorgeschrieben,  so  können  jene  Gleichungen 
dazu  dienen,  die  Dichtigkeit  «  und  die  Spannungen  zu  er- 
mitteln. Ein  Beispiel  hierfür  (elliptische  Fadenform,  q  =  kx*) 
siehe:  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik, 
Theü  I,  Nr.  118  (S.  109  u.  110)  der  2.  Auflage. 

§  19.  Vennlsehte  Anregangen  und  Anmerkungen, 
das  Capitel  I  betreffend. 

A. 

Belastungslinien,  Kcttenlinien,  Drucklinien,  Stützlinien. 

Die  „Belastungslinien",  welche  zu  „ Kettenlinien"  („Druck- 
linien" oder  , Stützlinien")  gehören,  nämlich  durch  ihren  Flächen- 
inhalt die  Belastungsart  einer  im  Gleichgewichte  befindlichen 
Kette  (oder  eines  Gewölbes)  darstellen ,  werden  erst  im 
IV.  Theile  dieses  Werkes  Behandlung  finden. 

Vorläufig  sei  nur  bemerkt,  dass  die  Form  der  Belastungs- 
linie ÄiBi  (Fig.  45)  sich  aus  der  der  zugehörigen  Kettenlinie 

Ftff.  45. 


(Stütz -  oder  Drucklinie)  AB  durch  zweimalige  Diffe- 
rentiation der  Gleichung  der  letzteren  ergiebt.  Es  ist  nämlich 
die   „Belas  tu  ng«höhe" 


1) 


=  H 


d'y 


dx'' 


wobei    H   die    wagerechte    Spannkraft    der    Kette    (oder 
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Stützlinie)  bedeutet,  x^  y  und  S  so  gemeint  sind,  wie  die  Fig.  45 
es  zeigt.     Näheres  hierüber  : 

Keck,  Elasticitätslehre ;  S.   313  u.  folg. 

V.  Ott,  Baumechanik,    Theil  I,  §  32—35  der  2.  Auflage. 

Weisbach-Herrmann,  Ingenieur-  und  Maschinen- 
Mechanik,  5.  Auflage,  Theil  11,  Abth.  1,  §  22. 

B. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten; 

Anwendungen  desselben. 

Man    sehe ,    wenn  nöthig ,    über  dieses  Princip  eines  der  im 
„Literaturverzeichnisse   genannten  Lehrbücher  der  theo- 
retischen Mechanik  (von  Duhamel,    Schell,    Ritter,    Weis- 
bach u.   s.  W-).     Ferner :  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  ana- 
lytischen Mechanik,  Theil  I,  S.  116  u.  117  der  2.  Auflage.    Oder: 
Kraft,  Probleme  der  analytischen  Mechanik,  Bd.  I,  S.  617  u.  folg. 
Die  Benutzung  jenes  Princips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten   giebt    eine  grosse  Menge  von  naturwissenschaftlichen  und 
technischen    Anwendungen    der    Differentialrechnung.       Bezüglich 
bauwissenschaftlicher  Verwendung    sehe  man,    Auskunft 
und    Anregungen    betreffend :    Fuhrmann,    Aufgaben   u.  s.  w., 
Theil  I,  Nr.  135  (S.  122)  der  2.  Auflage.  —  Schell,    Theorie 
der  Bewegung  u.  s.  w.,  S.  623,  §  16,  Nr.  1.    —   Kraft,  Pro- 
bleme u.  8.  w.,  Band  I,  S.  622  —  625;  629,  Nr.  8;   640,  Nr.  2. 
Es  betrifft  diese  Literatur 
L  das  Gleichgewicht  verschiedenartig  gestütz- 
ter Balken; 
II.  dasjenige  einer  Klappbrücke; 

in.  das  einer  Stäbeverbindung,  welche  mit  glatten 
Gelenken  versehen  ist. 

C. 

Schlussbemerkung  zum  L  Capitel. 
Als  Ergänzung  und  Erweiterung  des  vorstehenden 
Capitels  I  werden  die  (auf  naturwissenschaftliche  An- 
wendungen der  Differentialrechnung  sich  beziehenden)  §§  1 — 7, 
12,  15,  18  und  19  des  ersten  Theiles  dieses  Werkes  hiermit 
der  Beachtung  besonders  empfohlen ,  weil  sie  zur  Bauwissen- 
schaft nahe  Beziehungen  haben. 
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Capitel  IL 

LINIEN  UND  FLÄCHEN. 


A. 

EINFACH  GEKRÜMMTE  LINIEN. 

(Curven  in  der  Ebene.) 


§  20.  Einleiteiide  Aufgaben. 

A. 

Untersuchung  des  Laufes  einer  Linie,  welche  Messungs- 

ergebnisse  darstellt. 

In  der  üblichen  Weise  (siehe  Theil  I,  §  21)  möge  aus  Mes- 
sungen entnommen  worden  sein ,  dass  zwischen  irgend  zwei 
veränderlichen  Grössen  x  und  y  die  Beziehung 

1)  y  =  ix^{c  +  x) 

stattfindet,    wobei  c  eine    bekannte    positive,    constante  Zahl  be- 
zeichnet.    (Als  Beispiel  zu  empfehlen :  c  =  0,3.) 

Man  soll  die  Form  derjenigen  C  u  r  v  e  ermitteln,  welche  das 
durch  Nr.  1  ausgesprochene  Gesetz  darstellt,  falls  die  Ver- 
änderlichen X  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  auf- 
gefasst  werden.     Insbesondere  soll  man  berechnen 

I.  wo  die  Curve  mit  den  Coordinatenachsen  Punkte  gemein  hat ; 
n.  wo  sie  steigt,  wo  sie  fällt,  wo  Gipfelpunkte  und 

wo  Sohlpunkte  liegen; 
ni.  an   welchen   Stellen    sie    nach  oben  gekrümmt  ist  und  an 
welchen    anderen    nach   unten;    ob  und  wo  sie  Wende- 
punkte (Inflexionsstellen)  hat. 
Die  Coordinatenachsen  sollen  dabei  in  der  gewöhnlichen  Lage 
vorausgesetzt  werden ;  also  die  positive  Seite  der  X-Achse  horizontal 
nach    rechts,    dieselbe    Seite    der   Y-Achse  senkrecht  nach  oben. 
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Alle  zwischen  -F  oo  liegenden  Abscissen  sollen  für  die  Unter- 
suchung der  Curvenform  in  Betracht  kommen. 

Lösung.  Zunächst  lehrt  die  Gleichung  Nr.  1,  dass  die 
Linie  zwei  Punkte  mit  der  X-Achse  gemein  hat ;  nämlich  die, 
deren  Abscissen 

2)  a?  =  —  c    und     x  =  0 

sind ;  ferner,  dass  sie  links  von  dem  erstgenannten  Punkte ,  der 
P]  heissen  möge,  unter  jener  Achse  liegt,  rechts  von  ihm  stets 
über  derselben;  dass  also  Pi  ein  Schnittpunkt  ist,  hin- 
gegen der  zweitgenannte  Funkt,  nämlich  der  Coordinatenanfang, 
welcher  wie  üblich  0  heissen  soll ,  ein  Berührungspunkt. 
Ferner  entnimmt  man  dem  aus  Nr.  1  folgenden  Werthe  des 
ersten  Differentialquotienten  von  y  (nach  x),  also  der  Gleichung 

3)  y  =ia;(2c  +  3a;), 
dass  die  Gurve  bis  zu  dem  Punkte 

4)  a;  =  —  I  c, 

welcher  Ps  heissen  möge,  immer  steigt;  dass  sie  von  P9  bis  0 
stets  fällt;  von  hier  aus  (mithin  für  alle  positiven  Abscissen) 
abermals  immer  sich  erhebt,  wie  links  von  Pa.*) 

Endlich  lehrt  der  zweite  Differentialquotient  von  y,  nämlich 
die  Gleichung 

5)  y"  =  Sx  +  c, 
dass  die  Gurve  bis  zu  dem  Ptmkte 

6)  a;=  — ic, 

welcher  Pg  genannt  werden  soll,  stets  nach  oben  gekrümmt  ist, 
von  ihm  aus  (nach  rechts  zu)  immer  nach  unten. 

Es  hat  also  die  Linie  in  Ps  einen  Wendepunkt;  ferner, 
nach  dem  vorher  Gefundenen,  in  Pa  einen  Gipfelpunkt,  in 
0  einen  Sohlpunkt.  Für  die  Wendepunkts-Ordinate, 
welche  yz  heissen  möge,  giebt  Nr.  1 : 

7)  yz  =  ^\c^\ 

für  die  Gipfelpunkts-Ordinate,  welche  y^  genannt 
werden  soll: 

8)  ya=ymax=i=  Ac'- 


*)  über  die  hier  und  im  Folgenden  bezüglich  des  Laufes  ebener 
Gurven  benutzten  Sätze  der  Differentialrechnung  sehe  man,  wenn  nöthig, 
Schlömilch,  Gompendium  der  höheren  Analysis,  Band  I,  §  19. 
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Die  Ergebnisse  in  geeignetem  Massstabe  aufzuzeichnen 
(etwa  für  c  =  1    oder   c  =  0,8)  sei  hiermit  dringend  angerathen. 

B. 

Tangenten,  Normalen  u.  s.  w.  der  gemeinen  Parabel. 

Für  die  gemeine  Parabel,  deren  Eigenschaften  bekanntlich 
auf  vielen  Gebieten  der  Technik,  insbesondere  des  Bauwesens,  eine 
wichtige  Rolle  spielen,*)  sollen  —  unter  der  Voraussetzung,  dass 


die  Linie  den  Halbparameter  p  und  gegen  das  Goordinatensystem 
die  durch  Fig.  46  angegebene  Lage  hat  —   berechnet  werden: 
L  die  goniometrischen  Functionen  Sinus,  Cosinus  und  Tangente 

des  Berührungswinkels  t; 
n.  die  Länge  der  Subtangente  PT,  der  Tangente  TP, 

der  Subnormale  P'N  und  der  Normale  PN; 
IlL  die    Länge    der    Abschnitte    OT  und    Oüy    welche    die 

Tangente  auf  den  Coordinatenachsen  bildet ; 
IV.  die  Gleichung  der  Tangente  und  die  der  Normale; 
V.  die  Länge    des   Krümmungshalbmessers  und  die 
der  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes; 
VL  die  Gleichung  der  Evolute. 


*)  Man  sehe  z.  B.  §  23  und  §  29,  Abschnitt  B.  —  Ferner:  Bauern- 
feind, Vermessungskunde,  §  26,  Nr.  2  der  7.  Auflage  des  II.  Theiles. 
(Verbindungßcurve  für  zwei  geradlinige  Eisenbahnachsen.)  —  Des- 
gleichen: Hecht,  Abstecken  von  Eisenbahn-  und  Strassencurven,  S.  31 
bis  111  des  L  Theiles;  1893.  —  Auch:  Centralblatt  der  Bauver- 
waltung, Band  XI  (Jahrg.  1891),  S.  144.  (v.  Metzsch;  über  das  Zeichnen 
der  Parabel  für  Fälle  der  Baupraxis.) 
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Nur  die  Coordinaten  (ir,  y)  des  allgemeinen  Curvenpunktes  P 
und  die  Länge  p  des  Halbparameters  F'F  sollen  hierbei  als  be- 
kannt gelten. 

Lösung.  Unter  den  genannten  Voraussetzungen  hat  die 
Parabel  die  Gleichung 

9)  y=\/2^, 

wenn,  was  offenbar  genügt ,    nur  der  obere  Theil  der  Curve  in 
Betracht  gezogen  wird. 

Demgemäss  folgt ,  nach  bekannten  Sätzen  der  Differential- 
rechnung,*) 


10) 


]/      P  P 

8in  T  =   1/     —-—  =  -— r-'  T 

r    p-\-2x       r/p2_i 


Vp'  +  y' 

l/     2x  y 

11)  C0ST=l/  — —  =  — ^--^..^r; 

^      p-\-2X  |/^2q_y2' 

12)  tanx  =  l/^  =  -^-; 

13)  Länge  der  Subtangente  P'T=2X', 

14)  „        „  Tangente        TP  =  V2x{p  +  2 a;)  =  ?'--'-^'-il^" ; 

15)  „        „  Subnormale  F^N  =  p\ 

16)  ,        „  Normale         FN  =^  \/p  (p  +2x)  =  Vp'  +  y^ ; 

17)  X-Achsen- Abschnitt  der  Tangente :   0T=  —  x ; 

18)  r-Achsen- Abschnitt    „  „         :  0?/=  ^  j/2^=  i  y. 

Ferner  ergiebt  sich ,  falls  mit  u  die  Abscisse ,  mit  v  die 
Ordinate  des  allgemeinen  Punktes  der  Tangente  bezeichnet  wird, 
als  Gleichung  der  letzteren: 

19)  _A  +  ^=1. 

X    '    y 

und    als    Gleichung    der    Normale,    wenn  die  Coordinaten 
des  allgemeinen  Normalenpunktes  S,  und  r.  genannt  werden : 

20)  __i_  +  ^^  1. 

P-^x    {p-i-^)y 


*)  Man  sehe  bezüglich  dieser  Sätze:   Schlömilch.    Compendium 
der  höheren  Analysis,  Band  I,  §  20—22. 
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(Dabei  sind  die  Formen  der  Gleichungen  Nr.  19  und  20  so 
gewählt,  dasa  die  A'chsen  ab  schnitte  der  Tangente  und  der 
Normale  hervortreten.     Vergl.  Nr.  17  und  18.) 

Weiter  findet  man  für  die  Länge  Q  desKrümmungs- 
halbmess er s : 


21)  Q  =  —  ip+2x) 
was  in  der  Form 

22)  ,  =  -y 

gegeben   werden   kann,    falls  mit  n  die  durch  Nr.  16  bestimmte 
Normalenlänge  bezeichnet  wird. 

Für  die  Abscissenlänge  /e/  und  für  die  Ordinatenlänge  v  des 
Krümmungsmittelpunktes  ergiebt  sich : 

23)  ^£=p4-3a;, 

1/2^  V* 

24)  v  =  —2xy-=  —  2xcoiT=  —  ^' 

'      p  p^ 

Als  Evolutengleichung  erhält  man: 

25)  ^»  =  A^- 

Hiernach  ist  die  Evolute  der  gemeinen  Parabel  identisch  mit 
der  Neil  'sehen  oder    semicubischen    Parabel. 

Anmerkungen.  Nach  der  Gleichung  Nr.  9  läset  sich  für  jede 
Abscisse  x  sehr  leicht  der  zugehörige  Parabelpunkt  Pzeichnerisch 
auffinden,  weil  nur  das  geometrische  Mittel  zu  p  und  2  x  construirt 
zu  werden  braucht. 

Ist  P  bestimmt,  so  geben  die  Gleichungen  Nr.  13  und  16  (welche 
sehr  beachtenswerthe  einfache  Sätze  aussprechen)  sofort  die  zu  P 
gehörige  Tangente  und  Normale,  also  auch  den  Berührungs- 
winkel T.*) 

Auf  der  (nach  unten  gemeinten)  Verlängerung  der  Letzteren 
liegt  der  Erümmungsmittelpunkt,  welcher  M  heissen  möge. 
Sein  Abstand  von  P  (nämlich  ^  =  P3f)  ist  nach  der  Gleichung 
Nr.  22  aus  den  Strecken  n  und  p  leicht  zeichnerisch  ableitbar. 
Bestätigung  für  die  Lage  von  M  kann  gewonnen  werden,  indem 
man  mittelst  der  Gleichungen  Nr.  23  und  24  die  Coordinaten  fc 
und  1/  construirt. 


*)  Letzterer  ist,  wie  sich  leicht  zeigen  läset,  gleich  dem  Winkel 
TPF't  welchen  die  Tangente  mit  dem  Brennstrahle  F'P  bildet. 
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Es  möge  die  Durchführung  aller  im  Vorstehenden  genannten 
Construetionen  keinesfalls  unterbleiben. 

Auch  ist  es  rathsam,  gemäss  Gleichung  Nr.  25  die  Evoluten- 
form  zu  ermitteln,  die  Curve  zu  zeichnen  und  durch  Versuche  sich 
zu  überzeugen,  dass  beim  Abwickeln  eines  Fadens  die  gemeine 
Parabel  entsteht,  letztere  also  die  zugehörige  Evolvente  ist. 

C. 
Einige  Eigenschaften  der  logarithmischen  Spirale. 
Die  Polargleichung  der  Linie  soll  in  der  Form 
26)  r  =  ae^^ 

vorausgesetzt    werden ,    wobei    e   die    Grundzahl    der    natürlichen 
Logarithmen  bedeutet. 

Für  das  graphische  Rechnen*)  giebt  jene  Curve  be- 
kanntlich eine  Logarithmentafel  und  verdient  schon  des- 
halb Beachtung  der  Techniker. 

Man  zeige  unter  Benutzung  bekannter  Sätze  der  Differen- 
tialrechnung**) und  mittelst  der  Gleichung  Nr.  26,  dass  die 
Linie  (für  welche  der  Pol  bekanntlich  ein  asymptotischer 
Punkt  ist)  folgende  Eigenschaften  hat : 

L  Der  Winkel  Cf>,  welchen  dieCurventangente  mit  dem  Leit- 
strahle bildet,  ist  von  unveränderlicher  Grösse,  nämlich 
27)  w  =  arccot/?, 

71 

zum  Beispiel  gleich  -  —  ,  also  45®,  wenn  ß  =  1  .***) 

IL  Der  Krümmungshalbmesser  hat  dieselbe  Länge,  wie 
die  Polarnormale. 

§  21.   Sammelbeckenlinien. 

A. 

Unter  den  in  der  Überschrift  genannten  Gebilden  sollen  die- 
jenigen Linien  verstanden  werden,  welche  irgend  eine  Eigenschaft 
eines  irgendwie  geformten  Sammelbeckens  darstellen. 

*)  Über  dieses  sehe  man  die  im  „Literaturverzeichniss*  genannte 
Schrift  von  Steinhauser. 

**)  Siehe,  diese  Sätze  anlangend,  Schlömilch,  Compendium  der 
höheren  Analysis,  Thoil  I,  §  23  und  24. 

***)  Diese  Eigenschaft  der  logarithmischen  Spirale  ist  benutzt  worden, 
um  die  für  manche  Zwecke  nöthigen  Scheren,  welche  constanten 
Öffnungswinkel  haben,  herzustellen. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Intlnitesimalrechnnng.    Th.  III.  7 
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Als  Beispiel  möge  zunächst  die  im  Nachfolgenden  (unter  B) 
behandelte  Flächeninhaltslinie  volumengleicher 
kreise ylindrischer  Sammelbecken  dienen. 

B. 

Wird  die  Länge  des  Grundflächenhalbmessers  eines  solchen 
kreiscylinderförmigen  Beckens  mit  x  bezeichnet,  die  Höhe  mit  z, 
der  Flächeninhalt  (Boden  -|-  Mantel)  mit  F^  der  (als  Constante 
gedachte)  Körperinhalt  mit   F,  so  ist 

1)  F  =  7iX'  -{-"Inxz 
und 

2)  V='Jix'^z, 
Also  hat  man  in 

■r.  ^   .    .    »^        7ra;8  +  2  F 

3)  F  =  'Pcx^  -\-1  —  = -~ 

XX 

die  Gleichung  der  Flächeninhaltslinie.  Sie  möge  auf 
ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  (mit  einer  X  -  Achse 
und  einer  jF'- Achse)  bezogen  werden. 

Man  sieht  zunächst  aus  Nr.  3 ,  dass  die  Linie  eine  alge- 
braische Curve  dritten  Grades  ist ;  ferner  dass 

4)  Fx=o  =  x, 

dass  also  die  F-  Achse  die  Rolle  einer  Asymptote  spielt. 

Ferner  lehrt  Nr.  3 ,  dass  für  sehr  kleine  x  näherungs- 
weise 

F 

5)  F=2 

X 

ist  und  zwar  desto  genauer,    je  kleiner  x.     Dies  wird   durch  die 
Anschauung  bestätigt. 
Weiter  sagt  Nr.   3,  dass 

6)  -Fx  =  x  =  OD 

und  für  sehr  grosse  x  nahezu 

7)  F=nx^, 

was  ebenfalls  durch  die  Anschauung  Bestätigung  findet.  (Für  ein 
Sammelbecken  kommt  selbstverständlich  nur 

8)  0  <  a;  <  00 

in  Betracht ;  die  bei  Nr.  4  und  6  vom  geometrischen  Stand- 
punkte aus  vorausgesetzten  a;-Werthe  der  Curve  sind  mithin  für 
das  Becken  ausgeschlossen.) . 
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Näheres  über  die  Form  der  Flächeninhaltslinie  (Gleichung 
Nr.  3)  lehren  die  beiden  ersten  Differentialquotienten  von  F  nach  x, 
Sie  haben  die  Werthe 

dF        ^  /  V\       ^  7rx^  —  Y 

•^) 

und 
10) 


dF       „  /  V\       „  irx^  — 

dx  \  X* )  X- 


d^F^ 
dx* 


i^+'i) 


Hieraus  folgt  (siehe  §  20 ,  A ;  insbesondere  die  am  Fusse  der 
Seite  93  stehende  Bemerkung),  davss  die  Curve  stets  nach  der 
X-Achse  zu  ausgebogen  ist;  ferner  dass  bei 


11) 


71 


die  kleinste  Ordinate  liegt  und  diese  die  Länge 

12)  F„,„  =  3I^^''« 

hat. 

Man  zeichne  hiernach  die  Flächeninhalt slinie  in  passendem 
Massstabe  und  etwa  für 

V=  8000  Cubikmeter. 
Ferner  berechne  man  für  jene  Curve  wenigstens  theilweise 
Dasjenige ,  was  in  dem  Abschnitte  B  des  §  20  für  die  gemeine 
Parabel  abgeleitet  worden  ist  (auf  Näherungswerthe  und 
besondere  Fälle,  z.  B.  den  Scheitel  der  Linie,  dabei  Rück- 
sicht nehmend). 

C. 
Es  möge  nun  angenommen  werden,    dass  das  Sammelbecken 
Kastenform,  also  die  fi«.  47. 

Form    eines  geraden,  B, _ — — -jC 

rechtwinkligen 
Parallel  epipeds 
habe  (Fig.  47)  und  dass 
die  Kantenlängen 

AB  =  x,     BC  =  y 
sich    wie    m   zu  n  ver- 
halten sollen.     Der  vor- 


E 


geschriebene    Fassungsraum    (das  Volumen)    möge ,    wie    unter   B, 
mit    V  bezeichnet  werden. 
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Man  ermittele  zunächst  diejenige  Gleichung,  welche  den  In- 
halt F  der  (aus  fünf  Rechtecken  sich  zusammensetzenden)  inneren 
Auskleidungsfläche  als  Function  von  rcangiebt.  Sodann  fasse  man 
X  und  F  als  rechtwinklige  Coordinaten  auf  und  untersuche  die 
hierdurch  erhaltene  Gleichung  der  Flächeninhaltslinie  der- 
artig ,  dass  die  Form  der  Curve  sich  ergiebt ,  auch  die  Längen 
ihrer  Tangenten,  Normalen,  Krümmungshalbmesser 
u.  s.  w.  bekannt  werden. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Die  Gleichung  der  Flächen- 
inhaltslinie lautet: 

13)  F^^x^V^-^^^-^-- 

m  nx 

Sie  unterscheidet  sich  wenig  von  Nr.  3.  Es  gelten  also  im 
Wesentlichen  wieder  die  zu  der  letztgenannten  Gleichung  ge- 
machten Bemerkungen. 

Für  die  beiden  ersten  DifFerentialquotienten  von  F  nach  x 
hat  man   die  (von  Nr.  9  und  10  nicht  sehr  abweichenden)  Werthe  : 

14)  4^  =  2(-«,_ÜM-^\ 

(Ix  \m  nx^       / 

und 

'  dx^  \m    '  nx^         ) 

Mittelst  der  Gleichungen  Nr.  13 — 15  ergiebt  sich  (unter  Be- 
nutzung naheliegender  Abkürzungen)  sehr  leicht  das  in  der  Auf- 
gabe Verlangte.  Es  sind  nämlich  nur  die  vorstehenden  drei  Wertho, 
in  die  Sätze  und  Formeln  einzuführen ,  auf  welche  durch  die  an 
den  Enden  der  Seiten  93  und  95  stehenden  Bemerkungen  hin- 
gewiesen wurde. 

Das,  was  sich  hierbei  (unter  Berücksichtigung  von  Näherungs- 
werthen  und  Sonderfällen)  ergiebt,  kann  als  eine  Erweiterung  des 
im  Abschnitt  A  des  §  55  des  ersten  Theiles  dieses  Werkes  Be- 
handelten angesehen  werden. 

D. 

Durch  das  unter  A,  B  und  C  Vorstehende  möge  die  Anregung 
zur  Untersuchung  anderer  Sammelbeckenlinien  gegeben  sein. 

Die  für  die  untersuchten  gleichartigen  Fälle  erhaltenen  Curven 
in  eine  einzige  Zeichnung  (mit  Benutzung  von  Millimeterpapier) 
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einzutragen,  zu  vergleichen  und  hieraus  Folgerungen  zu 
ziehen,  i^^t  empfehlenswert h. 

Anmerkung.     Man  sehe  §42,  II.  (als  Erweiterung  des  §  21), 

§  22.    Däolierlinlen. 

A. 

Curven,  welche  irgend  eine  Eigenschaft  irgendwie  geformter 
Dächer  darstellen,  mögen  Dächerlinien  heiasen. 

Die  unter  B  folgende  Flächeninhaltslinie  volumen- 
gleicher Pyramidendächer  mit  quadratischem 
Grundrisse  (wie  sie  bei  T  h  ü  r  m  e  n  vorkommen)  soll  als  Bei- 
spiel dienen. 

B. 

Das  überdachte  Quadrat  AB  CD  (Fig.  48)  möge  die  Seiten- 
länge X  haben;  der  Dachraum  AB  CDS  den  vorgeschriebenen 
Körperinhalt  V, 

Fig.  48. 


Man  drücke  zunächst  den  aus  vier  congruenten  Dreiecken  be- 
stehenden Dachflächeninhalt  F  durch  x  und  V  aus.  Hierauf  sehe 
man  x  und  F  als  rechtwinklige  Coordinaten  an  und  entnehme 
der  hierdurch  sich  ergebenden  Gleichung  der  Flächeninhalts- 
linie das  Wichtigste  über  die  Gestalt  der  Curve,  sowie  über 
ihre  Tangenten,  Normalen  u.  s.  w. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Es  ergiebt  sich  leicht : 


1) 


X  '  \    X    / 


Die    Flächeninhaltslinie    ist    also    eine    algebraische    Curve 
sechsten  Grades. 

Für  sehr  kloine  x  hat   man  näherungsweise: 

er 

X 


2) 


F  = 
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und  zwar  desto  genauer,  je  kleiner  x ;  für  sehr  grosse : 

3)  F=xK 

Beides  wird  durch  die  Anschauung  bestätigt. 
Ferner  lehrt  die  Gleichung  Nr.   1,  dass 

4)  1^  =  0  =  00 
und  auch 

5)  JP^==oc,=oo. 

Man  vergleiche,  Nr.   1 — 5  anlangend,  den  Abschnitt  B  des  §  21. 
Der  erste  Differentialquotient  von  F  nach  x  hat  den  Worth 

dF     ^     x^  —  isr^ 


Demgemäss  fällt  die  Linie  bis  zu  der  Stelle 

1)  x=yW2V; 
von  hier  an  steigt  sie  immer. 

Für  die  durch  Nr.  7  bezeichnete  Abscisse  hat  die  Curve 
einen  Sohlpunkt  (unteren  Culminationspunkt) ;  die  Ordinate  F 
also  den  K 1  e  i  n  s  t  w  e  r  t  h.  (Es  geht  nämlich  hier  der  Werth 
Nr.  6  aus  dem  Negativen  durch  Null  ins  Positive  über.) 

Weiteres  ergiebt  sich ,  wenn  man  die  Sätze  zur  Anwendung 
bringt,  auf  welche  die  Fussbemerkungen  der  Seiten  93  und  95 
hinweisen.  Auf  Nähern ngswerthe  und  Sonderfälle  ist 
dabei  besonders  Rücksicht  zu  nehmen.  Desgleichen  auf  das 
Zeichnen  der  Ergebnisse.  *) 

§  23.   Brückenbogen,  welche  geradlinige  Anfahrten  berühren. 
Tangenten  an  Wegachsen. 
A. 
Die  Steigung  (siehe  Fig.  49) 

zweier  geradlinigen  Brückenanfahrten  Q,\li\   und  ^2 ßs  f'^i 
vorgeschrieben.     Ebenso  die  Spannweite 

2)  R,  Ba  =  2a. 


*)  Der  Abschnitt  D  des  §  21  sei  auch  für  den  §  22  (nämlich  für 
Dächerlinien)  der  Beachtung  empfohlen.  —  Femer  sehe  man  i§  42, 
Abschnitt  III. 
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Es  sollen  jene  Anfahrten  durch  einen  Brückenbogen  RiSR%  ver- 
bunden werden ,  welcher  die  Form  einer  gemeinen  Parabel 
hat ,  deren  Scheitel  in  S  liegt  und  deren  Achse  mit  der  Senk- 
rechten SR"  zusammenfällt.  Von  dem  Parabelbogen  wird  ver- 
langt, dass  er  die  geraden  Linien  Qi  i?i  und  Q2  /?2  in  -Ki  ^nd  jRq 
berühre. 

Flg.  49. 


Die  Lage  des  Scheitels  S  gegen  die  Wagereehte  R1R2, 
sowie  die  Länge  p  des  Halbparameters  der  Parabel  sollen 
berechnet  werden. 

Auch  soll  man  die  Ergebnisse  auf  den  Sonderfall  an- 
wenden, in  welchem  die 

Steigung  =  1  :  50 
ist   und  die 

Spannweite  =  48  Meter. 

Lösung.  Wird  das  Coordinatensystem  so  gelegt ,  wie  die 
Fig.  49  es  zeigt,   so  lautet  die  Parabelgleichung : 

wobei  Ba  als  der  allgemeine  Punkt  der  Curve  gedacht ,    also 

R"Ii^=x,     SR"  =  y 
gemeint  ist. 

Dann  gilt  für  den  Winkel  t,  welchen  die  durch  R2  an  den 
Bogen  gelegte  Tangente  mit  der  positiven  Seite  der  Abscissen- 
achse  bildet,  bekanntlich  die  Gleichung 

dy 


4) 


tani:  = 


dx 


Andererseits    aber   ist ,    wegen  der  vorgeschriebenen  Steigung  der 
Anfahrt, 

n 


ö) 


tanr: 
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Also  hat  man, 

gemäss 

Nr. 

4  und 

5: 

6) 

dx 

1 
n 

Mithin, 

wegen 

Nr. 

3: 

daher : 

X  _ 

1 
n  ' 

7) 

1> 

=  nx 

=  1 

als  die  gesuchte  Halbparameterlänge. 

Ferner  ergiebt  sich  für  die  Strecke  JB'S,  um  welche  der 
Parabelscheitel  über  der  Wagerechten  iJi  lU  li^gt : 

In  dem  oben  genannten  Sonderfalle  ist  hiernach 

9)  p  =  1200  Meter,     R"S  =  0,24  Meter. 

Die  Brennweite  der  Parabel  beträgt  600  Meter.  Es  liegt  also  der 
Brennpunkt  599,76  Meter  unter  der  Wagerechten  liiBi;  der 
Scheitel  0,24  Meter  über  ihr.  Der  Schnittpunkt  der  geradlinigen 
Anfahrten  Q^  Ri  und  Q^  R^  hingegen  befindet  sich  (der  Steigung 
gemäss)  in  0,48  Meter  Höhe.  (Letzteres  entspricht  der  Gleichung 
Nr.  13  des  §  20.) 

Für  jedes  beliebige  x  hat  man  nach  Nr.  3  und  9  das  ?/ 
des  zugehörigen  Brückenbogenpunktes. 

B. 
Offenbar    gilt  das  unter  A  Behandelte  nicht  nur  für  die  ge- 
meine Parabel ,  sondern  für  jede  B  r  ü  c  k  e  n  b  o  g  e  n  f  o  r  ra  von 
der  Gleichung 

10)  f{oc,y)  =  i). 

Es  bestehen  nämlich  stets  die  Beziehungen  Nr.  4  und  5  ;  mithin 
gilt  auch  immer  Nr.  6. 

Dabei    ergiebt    sich  der  Werth  des  DifFerentialquotienten      " 

aus  der  betreffenden  Curvengleichung,  also  aus  Nr.  10. 

Wird  er  in  Nr.  6  eingeführt  und  x  gleich  der  halben  Spann- 
weite genommen,  so  hat  man  eine  Gleichung  zur  Berechnung  der 
Festzahl  (Constante)  der  Linie.  (Im  Abschnitte  A  war  es  die 
Festzahl  p.) 


Digltlzed  by 


Google 


Linien  und  Flächen. 


105 


Ferner  gilt  das  Vorstehende  offenbar  im  Wesentlichen  auch 
für  die  Auffindung  von  Curven,  welche  geradlinige 
Wegeachsen  berührend  verbinden  sollen. 

Desgleichen  gilt  es  für  das  Umgekehrte,  nämlich  für  das 
Berechnen  der  Lage  der  geradlinigen  Tangenten  krummer 
Wegeachsen,  wenn  letztere  vorgeschrieben  (durch  ihre  Gleichung 
gegeben)  sind.    Auch  dabei  ist  Nr.  4  die  Grundlage  der  Berechnung. 

Die  Lösung  von  Aufgaben  der  angedeuteten  Art  möge  hiermit 
an  geregt  sein. 

§  24.  Die  HÜbergangsonrve*'  der  Eisenbahnen. 

A. 
Wenn    es    sich  darum  handelt ,    aus  einem  geradlinigen 
Theile  ( — XO,  Fig.   50)  einer  Eisenbahnachse  in    einen   krois- 
bogenförmigen    (AAi)    überzugehen,     so    wird    hierzu    eine 
oubische  Parabel  (OPA)  von  der  Gleichung 


1) 


y  =  , 


Fig.  50. 


6q^ 
verwendet ,     welche    die 
Eigenschaft  hat,  sich  so- 
wohl   der   Geraden,    als 

auch  dem  Kreisbogen 
berührend    so    anzu- 
schmiegen >  dass  die 
Krümmungshalb- 
messer   der   betreffen- 
den zwei  Linien  an  den 
Berührungsstellen  (0  und  A)  gleich  sind. 

Man  untersuche  mittelst  Nr.  1  diese  cubische  Parabel  in 
Bezug  auf  ihre  Form,  ihre  Tangentenlagen  u.  a.  w. ; 
auch  veranschauliche  und  bestätige  man  die  Ergebnisse 
der   Rechnung  durch  Constructionen. 

Insbesondere  zeige  man,  dass  die  Länge  der  Subtaugento 
dem  dritten  Theile  der  Absciase  gleich  ist  (also  hiermit  das 
Construiren  der  Tangenten  und  Normalen  sich  in  sehr  einfacher 
Weise  erledigt) ;  ferner ,  dass  die  Länge  q  des  Krümmungs- 
halbmessers für  X  =  0  unendlich  gross  wird  (was  für 
die     Überführungszwecke    besonders    in    Betracht    kommt. 
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weil  dann  der  Krümmungshalbmesser  der  Curve  gleich  dem  der 
betreffenden  Geraden,  nämlich  gleich  dem  der  Abscissenachse  ist). 
Weiter  zeige  man,  dass  q  einen  höchst  einfachen  und  sehr 
leicht  construirbaren  Näherungswert h  hat ,  wenn  die  Cber- 
gangscurve  eine  so  flache  (wenig  gekrümmte)  ist,  dass  ohne 
bedeutenden  Fehler 


isr-" 


^dxJ 
gesetzt  werden  darf. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Aus  der  Gleichung  Nr.  1 
und  aus  den  ihr  entnehmbaren  Differential quotienten  (von  y  nach  x) 
folgt  sogleich  das  Verlangte ,  wenn  die  Sätze  benutzt  werden, 
auf  welche  an  den  Füssen  der  Seiten  93  und  95  hingewiesen 
worden  ist. 

Für  die  Länge  des  Krümmungshalbmessers  ergiebt  sich : 


^  ^        X  9"        ^  4q^  Sq^x 

man  hat  also : 

4)  9x  =  0  =  QC  . 

Der  in  der  Aufgabe  geforderte  N  ä  h  e  r  u  n  g  s  w  e  r  t  h  ist : 

also  der  Abscisse  umgekehrt  proportional  und  mittelst  ähnlicher 
Dreiecke  leicht  construirbar.  (Der  bei  der  Benutzung  der  Nähe- 
rungsformel Nr.  5  vorliegende  Fehler  ergiebt  sich  sofort  durch 
Vergleichung  der  Werthe  Nr.  3  und  5.) 

B. 
In  Bezug  auf  Näheres  —  besonders  das  Abstecken  der 
Übergangscurve  anlangend  —  sehe  man : 

I.   B  a  u  e  r  n  f  e  i  n  d  ,  Elemente  der  Vermessungskunde,   Band  11, 

§  32  der  7.  Auflage: 
II.  H  e  1  m  e  r  t ,  die  Übergangscurven  ;  Aachen   1872  ; 
III.  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde,  Band  II,  S.  691 
und  692  der  3.  Auflage. 
Auch  vergleiche  man  §  22,  Abschnitt  C,  des  ersten  Theihw  de» 
vorliegenden  Werkes. 
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§  25.  Eettenlimen  und  Gewölbeliülen. 
A. 

Die  gemeine  Kettenlinie. 

Wenn  ein  vollkommen  biegsamer ,  nicht  dehnbarer  Faden, 

oder  eine  Kette  mit  unendlich  kleinen  Gliedern,  nur  der  eigenen 

«Schwere  unterliegt,  so  krümmt  sich,  frei  aufgehangen,  jener  Faden, 

oder  diese  Kette,    nach  einer  Linie  AGB  (Fig.   51),    welche  he- 

Fig.  61. 


kanntlich  die  Seilcurve,  oder  die  gemeine  Kettenlinie 
heisst  und  für  die  Bau  Wissenschaft  erhebliche  Wichtigkeit  hat. 

Legt  man  das  Coordinatensystem  in  der  durch  die  Fig.  51 
angegebenen  Weise  (also  die  Achse  der  Abscissen  zusammenfallend 
mit  der  Directrix,  die  der  Ordinaten  mit  der  Achse  der 
Curve),  so  hat  die  Linie  die  Gleichung 

1)  y=2-(e^ +«"*), 

deren  Ableitung  man  im  §  49  des  zweiten  Theiles  dieses  Werkes  findet. 
Nach  X  aufgelöst,  lautet  Nr.  1  : 


2)  x  =  kl"--''^ 


^'^yrV+Vr-k^ 


=  ±hl 


k 


wobei  OP'  =  x,  P'P=y  und  OC  der  Parameter  k  ist. 

Es  möge  unter  Benutzung  bekannter  Sätze  der  Diffe- 
rentialrechnung *)    nachgewiesen    werden ,    dass  für  jene  Seilcurve 

*)  Siehe  die  an  den  Enden  der  Seiten  93  und  95  stehenden  Be- 
merkungen. —  Auf  die  Benutzung  von  com pl exen  Variabelen  oder 
hyperbolischen  Functionen  wird  für  das  Nachstehende  verzichtet. 
(Man  sehe:  Schlömilch,  Compendium  der  höheren  Analysis,  Band  I, 
g  57;  femer:  Ligowski,  Taschenbuch  der  Mathematik,  8.  90  der  2.  Auf- 
lag^e,  oder  S.  99  der  dritten.) 
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oder     gemeine     Kettenliiiie    das     anter    I  —  Y    Folgende    Giltijr- 
keit  hat. 

I.  Der  Tangentenwinkel  r,  also  derjenige  ^Yink«*l, 
welchen  die  Berührende  der  Curve  mit  der  positiven  Seite  der 
Absci9sena<:h8e  einschliesst,  ist  durch  die  Gleichung 


3) 

tanr  = 

:\\e 

*-e    ' 

'; 

bestimmt.     Sie 

kann 

auch  in 

der 

Form 

4) 

tanr  = 

»V 

1  —kt 

g<?geben  und  durch 

5 

Hinz  = 

l'P 

y 

oder  durch 

6> 

cos  r  = 

k 

y 

ersf»tzt  werden. 

Mit  Benutzung 

von  Nr. 

4,  5 

oder  6 

lässt 

sich 

für 

den 

all 

gemeinen  Punkt  P  die  Richtung  der  Tangente  der  Seilcurve, 
also  auch  die  der  Normale  sehr  leicht  aus  den  Langen  von  Ä* 
und  y  construiren. 

IL  Die  Subnormale  und  die  Normale,  die  S u b - 
tangente  und  die  Tangente  haben,  in  der  soeben  genannten 
Reihenfolge,  die  Längen: 


'.=U''*-^"'^). 


-■') 

X                           X 

X                               X 

e*  —  e~' 

1 

(f*'  +  c" 

■•)' 

e'''  —  e~ 

X 

9,  /3  =  h 

10)  U  =  \ 

oder  durch  die  Ordinate ,    statt   durch  die  Abscisse  ausgedrückt : 
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X.,  ,.  =  Ä1=>!. 


12)  h  =  '^ 


13) 


k  ' 
hy 


Vy'-k' 


U)  1^  =  ^ 

Vy^  -  k' 

Jeder  der  vier  letztgenannten  Werthe  ist  leicht  aus  k  und  y  c  o  n  - 
struirbar. 

Auch  bestehen  zwischen  einigen  derselben  sehr  einfache  (aus 
Nr.  11-14  sogleich  ersichtliche)  Beziehungen. 

Ferner  kann  leicht  angegeben  werden ,  für  welchen  Betrag 
von  y  die  Strecke  Z^am  kleinsten  wird  und  gegen  welche 
Grenze  Is  convergirt,  wenn  y  ins  Unendliche  wächst. 

III.  Für  die  Länge  q  des  Krümmungshalbmessers 
der  allgemeinen  Curvenstelle  P  hat  man  die  Werthe : 

15)  ^  =  ^[e'  +  e     *) 

und 

16)  r-=^;; 

also  am  Scheitel : 

17)  Qi,=k  =  k. 

Es  ist,  laut  Nr.  15  und  8,  oder  16  und   12,    jene  Länge  gleich 

der    der    Normale   (wie    beim  Kreise,    doch    entgegengesetzt 

liegend)  und  kann  sehr  leicht  aus  k  und  y  construirt  werden. 

Ferner  entnimmt  man  aus  Nr.  16  und  6  die  Gleichung 

18)  Qcos'^r  =  k, 

also  den  Satz :  Wird  die  Länge  des  Krümmungshalbmessers  auf 
die  Achse  der  Kettenlinie  projicirt  und  die  so  erhaltene  Strecke 
wieder  zurück  auf  die  Normalenrichtung,  so  ergiebt  sich  die 
Länge  des  Parameters  k. 

Die  Coordinaten^  und^  desKrümmungsmittel- 
p  u  n  k  t  e  s  haben  die  Längen 
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19.  |=x—  /i 

isifhe  Nr.  7  und  11'    and 


(  ^  ^L, 


20)  r=:h^e^-^e     ^f=2^. 

Dies  läs«t  »ich  auch  •  wie  Nr.  1 7;  zur  Con^truction  des 
Krämmungsmittelpunktes  benutzen.   — 

IV.    Aus    Nr.   19    und    20    ergiebt    sich    die    Gl»>ichung    der 
Evolute  der  gemeinen  Kettenlinie,  nämlich : 


21» 

oder 

C 

»  — 

2k 

4i*    _ 
-4iP 

ik 

iP 

'   T 

22) 

4A- 

4i* 

} 

y.  Lässt  man  in  der  Gleichung  Nr.  1  den  Parameter  k  alle 
möglichen  Wert  he  annehmen,  so  entsteht  eine  Kettenlinien- 
S  c  h  a  a  r ,  deren  Einzeicurven  die  Ordinatenachse  als  Achse  haben. 
Die  „Einhüllende*^  jener  Schaar  besteht  in  zwei  Geraden, 
welche  durch  den  Coordinatenanfang  gehen.  *) 

B. 

Die  Gewölblinie. 

Sie  hat  (bei  rechtwinkligen  Coordinaten)  die  Gleichung 


23)  y  =  A(c-+c    -), 


ist    also    eine    Verallgemeinerung    der    Seilcurve.     (Siehe    Nr.   1.) 
Statt  Nr.  23  darf 


2i) 


(X  X  . 


geschrieben  werden,  wobei  v  das  Verhältniss  bedeutet,  in  welchem 
die  Ordinaten  der  gemeinen  Kettenlinie  zu  verändern  sind. 

Man  zeichne  zunächst  die  logarithmischen  Linien 

j- 
2b)  y^=he'' 

und 

*)  Bezüglich  der  zur  Ableitung  dieses  Ergebnisses  (V.)  nöthigen 
Theorie  sehe  man,  wennnöthig:  Schlömilch,  Compendium  der  höheren 
Analysis,  Band  I,  §  29. 
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X 

26)  ya=&e^«; 

hierauf,  mittelst  derselben,  die  Gewölblinie  gemäss  Gleichung  Nr.  23. 
Sodann  weise  man  nach ,    dass    für    die  Letztere  der  Tan- 
gentenwinkel T  durch  die  Gleichung 

27)  tanT  =  -?-^^^ 

a 

bestimmt  ist ;  die  Länge  Q  des  Krümmungshalbmessers 
durch 

Auch  zeige  man ,  wie  die  Werthe  Nr.  27  und  28  aus  den 
Strecken  a,  b  und  ?/  construirt  werden  können. 

C. 
Die  „zweinasige**  Kettenlinie. 

Wird  in  Nr.  24  die  Umwandlungszahl 
29;  t;<^ 

genommen ,  so  giebt  das  eine  (für  den  Gewölbebau  nicht  unbe- 
achtet zu  lassende)  Curve,  welche  zwei  vom  Scheitel  gleich  weit 
abstehende  Punkte  grösster  Krümmung,  sogenannte 
„Nasen",  hat. 

Man  sehe  hierüber :  Jahrbuch  der  Fortschritte  der 
Mathematik,  1889,  S.  887.  (Referat  von  Lp,)  —  Ferner 
die  im  Literaturverzeichniss  genannte  Abhandlung  von  Alexander 
und  Thomson.  —  Auch  benutze  man  (für  näheres  Studium  der 
Kettenlinien  überhaupt ,  insbesondere  aber  für  das  der  Gleichung 
Nr.  23)  die  in  jenem  Verzeichniss  angeführte,  auf  Seilcurven  sich 
beziehende  Abhandlung  von  Zimmermann. 

D. 
Die  gleichgespannte  Kettenlinie. 
Sind  die  Querschnitte  (q)  eines  zwischen  zwei  festen  Punkten 
aufgehangenen  vollkommen  biegsamen,  undehnbaren,  homogenen 
Fadens,  welcher  nur  der  eigenen  Schwere  unterliegt  (Fig.  51  auf 
Seite  107) ,  derartig  ,  dass  die  auf  die  Flächeneinheit  kommende 
Spannung  unveränderlich  ist,  so  krümmt  er  sich  nach  einer 
Curve,  welche  die  gleichgespannteKettenlinie,  oder  auch 
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die  gleichgespannte  Seilcurve  heisst.  Sie  hat,  wie  die 
Mechanik  lehrt,  bei  geeigneter  Wahl  des  (rechtwinkligen)  Coordi- 
natensysteins  die  Gleichung 

30)  y  =  '^l  sec  ^f^^-, 
oder,  abgekürzt  geschrieben, 

31)  y  =  Jc  Zsec  y 

Dabei  ist  Tq  die  im  Scheitel  der  Linie  herrschende  Span- 
nung, Qq  der  Inhalt  des  Scheitelquerschnitts ,  y  das  Gewicht  der 
Volumeneinheit*  (und  l  bedeutet  den  natürlichen  Logarithmus). 

Man  untersuche  (Je  als  gegeben  ansehend)  die  Form,  die 
Tangenten,  Normalen  u.  s.  w.  dieser  Curve  unter  Be- 
nutzung der  Sätze,  auf  welche  an  den  Füssen  der  Seiten  93  und  95 
verwiesen  worden  ist.  Insbesondere  berechne  man  die  Länge  Q 
des  Krümmungshalbmessers,  welche  einer  sehr  einfachen 
Werth  hat.  Ferner  die  Länge  Q  cos  r  der  Ordinatenachsen- 
Projection  jenes  Halbmessers.  Sie  ist  unveränderlich 
und  zwar  gleich  k. 

E. 
Die  gleichgespannte  Kettenbrückenlinie. 

Wenn  die  unter  D  genannte  Kette  ausser  ihrem  eigenen 
Gewichte  auch  noch  das  einer  Brückenbahn  zu  tragen  hat, 
welche  für  die  wagerechte  Längeneinheit  die  Belastung  L  geben 
möge,  so  kommt,  aus  statischen  Gründen,  **)  der  dann  vorliegenden 
gleichgespannten  Kettenbrückenlinie  die  Gleichung 

32)  y  =  kl^ec  — 

zu,  wobei  Ic  und  l  die  unter  D  angegebene  Bedeutung  haben  und 
zur  weiteren  Abkürzung 

V{I^4-YQo)yqo 
gesetzt  ist. 

Man  untersuche  auch  diese  Linie  in  dem  unter  D  ge- 
nannten Sinne. 

*)  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik,  Theil  I^ 
S.  105  der  2.  Auflage. 

**)  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik,  Theil  T^ 
8.  107  der  2.  Auflage. 


33)  y  ^— _--  --.p.^   -  =  m 
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Fi«.  63. 


§  26.   Eine  Garve  für  gotMsohe  Strebepfeiler. 

Die  Polargleichang  einer  Linie ,  welche  (nach  Kavier, 
Mechanik  der  Baukunst;  Seite  129)  für  gothische  Strebe- 
pfeiler in  Betracht  kommt,  lautet  im  Wesentlichen: 

b  —  csmO 

Dabei  ist,  wie  gewöhnlich,  r  die  Leitstrahllänge  OP  (Fig.  52), 
d  die  Anomalie  UOP.  Ferner  sollen  die  Grössen  a,  b  und  c  als 
gegebene,  positive  Strecken  aufgefasst  werden,  von  welchen  b 
kleiner  ist  als  c. 

Man  berechne  —  doch  nur  für 
positive  0  und  für  solche,  welche  end- 
liche, positive  Werthe  von  r  liefern 
—  die  Form  der  durch  die  Glei- 
chung Nr.  1  bestimmten  Linie;  ferner 
die  Länge  der  Polar  SU  b  taugen  te, 
Polarsubnormale,  Polar- 
tangente, Polarnormale 
und  die  des  Krümmungshalb- 
messers. Auch  gebe  man  für  r 
und  die  Polarsubtangente  an,  wie 
diese  Strecken  aus  a,  6,  c  und  6 
eonstruirt   werden  können. 

Andeutungen  zur  Lösung. 

2)  re«o  = 


Es  ist,  gemäss  Nr.  1, 


T 


Von   6=^0  bis   dicht   vor  6  =  arc  sin 
positiv  und  stets  wachsend.     Für 


sind  die  r  immer 


3) 


d  =  arc  sm  — 
c 


wird 

4)  r  =  QO, 

virelcher  Werth  nach  dem  Wortlaute  der  Aufgabe  schon  nicht  mehr 
in   Betracht  kommt. 

FnhrmADn,  Anwendang:«ii  d.  Infinitesimalrcchniias.    Th.  III.  8 
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Die  Curve  hat  also  ungefähr  die  in  der  Fig.  52  durch  APQ 
angedeutete  Form. 

Jedes  r  kann ,  gemäss  Nr.  1 ,  als  vierte  Proportionale  der 
Strecken  a,  a  und  b  —  csinö  construirt  werden,  wobei  sich 
c  sin  8  als  die  unter  dem  Complementwinkel  von  0  genommene 
Protection  von  c  erhalten  lässt. 

Für  die  in  der  Aufgabe  verlangten  Strecken  gelten  be- 
kanntlich die  Sätze :  *) 

r- 

5)  Länge  der  Polarsubtangente    0V=- ,  , 

f 

6)  j,         „     P  0 1  a  r  s  u  b  n  0  r  m  a  1  e    0  W  =  /, 

•     7)        „         „    Polartangente  Pr=  A- /r^ -^r'% 

8)  „         „     Polarnormale  PW  =^7^^"^^'' , 

9)  „       des  Krümmungshalbmessers 

^~r^  +  2r^  —  rr'  ' 
Die  Werthe  der  Dififerentialquotienten 

f       dr 

und 
11)  r 


dh' 
\d6' 


folgen  sofort  aus  Nr.   1. 

Mittelst  derselben  ergiebt  sich,  laut  Nr.   5  —  9: 

12)     Länge  der  Polarsubtangente    0V=- ^;, 

C  cos  Cr 

u.  s.  w. 

Die  Strecke  OV  ist  als  vierte  Proportionale  zu  den  Strecken 
a,  a  und  c  cos  0  leicht  construirbar  (nachdem  c  cos  6  aus  c 
durch  Projiciren  unter  dem  Winkel  0  gewonnen  wurde).  Damit 
aber  ist  dann  auch  die  Construction  der  Längen  der  Polartangente, 
Polarnormale  und  Polarsubnormale  erledigt. 


•)  Bezüglich  ihrer  Ableitung  sehe  man,   wenn  nöthig,  SchlÖ- 
niilch,  Compendium  der  höheren  Analysis,  Band  I,  g  28. 
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§  27.  MathematisclLe  Ornamentik  und  Tektonik. 
Vasenlinien^  Tragsteincairen  n,  s.  w. 

A. 
Manche  Linien ,    welche    in   der  Bauwissenschaft  oder 
in    der    Baukunst,    besonders    in    der  Ornamentik  und  in 
der  Tektonik  vorkommen,  müssen  die  Bedingungen  erfüllen 
L  durch  vorgeschriebene  Punkte  zu  gehen, 
II.  an  gegebenex^  Stellen  bestimmte  Tangen ten rieh tungen 

zu  haben, 
IIL  vorgeschriebene  Wendepunkte  zu  besitzen. 
Es  gilt  das  zum  Beispiel  (min- 
destens    theilweise     und     min- 
destens für  ein  allgemeines  Be- 
stimmtsein   des    unter    I  —  III    Ge- 
nannten)   von    den    Obergangs- 
c  u  r  V  e  n  ,    welche  die  Tektonik  be- 
nutzt ,    um    aus    einer   Richtung    ^i 
(siehe  die  Fig.  53)  in  eine  andere  Rieh-    -y~ 
tung  pa    überzuleiten;*)    ferner  von 
Tragsteinlinien  (deren  eine  durch 

Fig.  64. 


Fig.  53. 


die  Fig.   54   angedeutet  wird) ;    desgleichen  von  V  a  s  e  n  c  u  r  v  e  n 
(Fig. 55),  die  manchen  „elastischen  Linien"  formverwandt  sind;  u.  s.w. 


*)  Redtenbacher,  Tektonik;  S.  200—204. 


8* 
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Man  kann  nun  verlangen,  für  derartige  Linien  GleichuDgen, 
etwa  bezogen  anf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
H  y  s  t  e  m ,  anfznstellen,  indem  man  von  einer  geeignet  gewählten 
Fnnctionsform 

1)  y=nx) 

ausgeht  nnd  die  in  derselben  Yorkonunenden  Festssahlen  (Coefficienten 
oder  Vorzahlen)  so  berechnet,  dass  den  Fordemngen  Nr.  I,  II 
nnd  m  genügt  ist ;  oder  zweien  derselben,  oder  mindestens  einer. 
Als  solche  Fonctionsformen  können  zum  Beispiel  in  vielen 
Fällen  dienen: 

2j  y  =  ao  +  «i^  +  ««^*+ H««^i 

oder 

3)  y  = 


to  +  ftia;-f-^^*+  •  •  •  •  -T^»^  ' 
oder 

4)  y  =  a-f-fr^  +  csina: 

n.  s.  w. 

In  jedem  besonderen  Falle  mnss  die  Form  der  Function 
f{x)  so  gewählt  werden,  dass  sie  derjenigen  der  betreffenden 
Curve  so  gut  wie  möglich  entspricht;  für  Wellenlinien 
(siehe  Fig.  55)  werden  z.  B.  periodische  Functionen  sich 
am  besten  eignen. 

Ist  die  Gleichung  Nr.  1  für  den  besonderen,  zu  behandelnden 
Fall  gewählt,  so  gewinnt  man  aus  ihr  durch  Differentiation: 

5) 
und 

6) 

Sind  nun ,  entsprechend  der  Bedingung  Nr.  I,  p  Punkte 
vorgeschrieben,  durch  welche  die  Linie  gehen  soll,  so  ergeben 
sich,  und  zwar  mittelst  der  Curvengleichung  Nr.  1,  p  Gleichungen 
zur  Berechnung  von  p  Vorzahlen. 

Ist  femer  für  q  Stellen  der  Linie  die  Tangentenrichtung 
festgesetzt,  so  liefert  Nr.  5  (aus  sehr  bekanntem  Grunde)*  weitere 
q  Gleichungen  zur  Vorzahlenberechnung. 

*)  Man  beachte  die  am  FuHse  der  Seite  93  stehende  Bemerkung. 


dy 
dx 

=  <p{x) 

dx^~ 

=  xfj{x) 
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Sind  endlich  r  Wendepunkte  vorgeschrieben ,  so  giebt 
Nr.  6  (was  ebenfalls  für  sehr  bekannt  gelten  darf)  zu  demselben 
Zwecke  r  Gleichungen. 

Es  können  also  durch  das  Auflösen  jener  p  +  ff  -f-  r  Gleich- 
ungen (die  von  einander  unabhängig  sein  müssen  und  sich  nicht 
widersprechen  dürfen)  eben  so  yiele  Vorzahlen  berechnet  werden. 
Damit  ist  dann  die  verlangte  (vielseitig  benutzbare)  Curven- 
gleichung  ermittelt. 

Für  vollständiges  Bestimmtsein  und  für  Vermeidung 
von  Oberbestimmtsein  muss  man  womöglich  sorgen. 

Werthe,  welche  sich  für  das  Bechnen  nicht  eignen,  z.  B. 
tan  900  =  ±  00  , 
müssen  bei  der  Durchführung  des  im  Vorstehenden  Angedeuteten 
vermieden  werden.  £s  kann  dies  etwa  durch  geschickte  Wahl 
der  Lage  der  Coordinatenachsen  geschehen ;  oder  durch 
Beschränkung  auf  geeignete  Näherungswerthe;  z.  B.  da- 
durch, dass  man  einen  sehr  nahe  bei  90^)  liegenden  Winkel  (etwa 
89<^  50')  benutzt,  wenn  90<^  auf  eine  unbrauchbare  Gleichung  führt ; 
oder  einen  sehr  nahe  bei  0  liegenden  Winkel  (etwa  10')  falls 
0^0' 0"  auf  Unbrauchbares  führen  sollte.  — 

Dnter  Benutzung  des  Vorstehenden  kann  es  keine  Schwierig- 
keiten machen,  Aufgaben  der  angedeuteten  Art,  also  aus  den 
Gebieten  der  mathematischen  Ornamentik,  Tektonik 
Tl.  s.  w.,  zu  stellen  und  zu  lösen,  was  hiermit  angeregt  sein 
möge.  Es  wird  z.  B.  nicht  schwer  sein,  eine  Vasencurven- 
Oleichung  aufzustellen,  wenn  für  dieselbe  einfache  Bedingungen 
(gemäss  I,  II  oder  III  von  Seite  115)  vorgeschrieben  sind. 

Man  vergleiche  die  §§21  und  22  des  ersten  Theiles  dieses 
Werkes;  auch  die  daselbst  auf  Seite  39  genannte  Dissertation 
von  Krebs.  Femer  die  im  , Literatur verzeichniss"  angeführte 
Wienerische  Abhandlung,  die  Schönheit  der  Linien  be- 
treffend (welche  in  Dyck's,  Katalog  mathemat.  u.  s.  w.  Instru- 
mente, S.  256  u.  257  besprochen  ist).  Endlich  beachte  man  §  32, 
Abschnitt  C;  auch  §  42,  Abschnitt  VIII. 

B. 
Zuweilen    kommt    die    „E  inhül  len  de**    oder    die    „Um- 
hüllungscurve"   einer  Schaar   von  Geraden,    welche  nach 
irgend    einem    sachgemässen  Gesetze    liegen ,    für  die  Architektur 
oder  die  Ingenieurwissenschaft  in  Betracht. 
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So  z.  B.  bei  Rippen  zar  Aussteifung  eines  Winkels 
zwischen  einer  senkrechten  oder  schiefen  Wand  und  einer  wage- 
rechten Fussplatte.  (Man  sehe :  Baumeister,  architektonische 
Formenlehre  für  Ingenieure ;  Fig.  272.) 

Oder  bei  Rippen  zwischen  stehenden  und  auf- 
liegenden Wänden,  zwischen  Röhren  und  Flanschen, 
bei  Blechecken  im  Querverbande  eiserner  Brücken. 
(Siehe:  Baumeister,  Seite  374  und  376.) 

Femer  beim  Echinus  des  dorischen  Capi.täls  und 
beim  Trochilus  des  attischen  Säulen fusses.  (Moll 
und  Reuleaux,  die  Construction  der  Maschinentheile ;  S.  942 
und  943.) 

Wenn  in  solchen  Fällen  die  betreffenden  Ourven  die  Bedingung 
erfüllen  sollen,  durch  vorgeschriebene  Punkte  zu  gehen,  zwei 
Gerade  an  gegebenen  Stellen  zu  berühren,  oder  bestimmte  Wende- 
punkte zu  haben,  so  kommt  für  ihre  Gleichungen  das  im  vor- 
stehenden Abschnitte  (A)  Gesagte  in  Betracht.  Sollen  hingegen 
jene  Ourven  Umhüllungslinien  sein,  so  hat  man  für  das 
Auffinden  ihrer  Gleichungen  Das  zu  benutzen,  was  die  Differential- 
rechnung bezüglich  des  Aufsuchens  der  Einhüllenden  von 
Ourvenschaaren  lehrt.  Hierüber  sehe  man :  Schlö milch, 
Compendium  der  höheren  Analysis,  Band  I,  §  29,  wo  sich  — 
ohne  Bezugnahme  auf  die  architektonische  Formenlehre  —  unter 
Nr.  I  die  Ableitung  der  Gleichung  einer  der  vorgenannten  Rippen- 
eu r  v  e  n  (einer  Parabel)  vorfindet. 

§  28.   Fehler  von  Näherangswerthen. 
A. 
Soll,  bei  irgend  einer  Untersuchung,  die  Function 

1)  fi(x)=V^ 

innerhalb  der  Grenzen 

2)  x  =  0     und     x=  1 

möglichst  genau  (nämlich  so,  dass  das  arithmetische  Mittel 
der  Fehlerquadrate  am  kleinsten  ausfällt)  durch  eine  Function 
/i  (x)  von  der  Form 

ersetzt  werden,  so  hat  man  bekanntlich 
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ZU  nehmen,  also 

ZU  setzen. 

Der  für  jeden  Werth  von  x  vorliegende  Fehler,  welcher  y 
heissen  möge,  ist  dann  darch  die  Gleichung 

5)  y  =  V~x  ^  -r«5  -^{x 
ausgedrückt. 

Man  fasse  x  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  auf  und 
untersuche  die  Form  der  .jenen  Fehler  y  darstellenden  Linie 
(Curve  zweiten  Grades)  innerhalb  der  vorgeschriebenen  Grenzen, 
also  von  a;  =  0  bis  a:  =  1.  Insbesondere  berechne  man  den 
Anfangswerth  jenes  Fehlers  y,  den  Endwerth,  den 
grössten  positiven  Werth  (ym*x)  und  die  Stelle,  an 
welcher  der  letztere  liegt. 

Lösung.     Es  ist 

6)  f/,^0  =  —  A  =  ~  0,267 
der  Anfangswerth  des  Fehlers ; 

1)  y,«i=~  3?^  =  — 0,067 

der    Endwerth,    wenn    die  Decimalbrüche    (hier    und   auch  im 
Nachfolgenden)  auf  drei  Stellen  abgerundet  werden. 
Weiter  hat  man : 

dx       2\  X        ^ 
und 

d'^'  Axy  X 

Letzteres  ist  stets  negativ,  also  die  Fehlercurve  ohne 
Wendepunkt;  immer  nach  oben  ausgebogen.  (Siehe  die 
Fu-ssbemerkung  der  Seite  93.) 

Für 

10)  a;=H  =0,391 

hat,  gemäss  Nr.  8  und  9,   die  Linie  ihren  Gipfelpunkt.     Er 
Jiegt  (laut  Nr.   5  und   10)  in  der  Höhe 

1 1)  y.n*x  =  ii\  =  0.046 
über  der  Abscissenachse. 
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An  zwei  Stellen  verschwindet  der  Fehler,  ist  also 

12)  y  =  0. 

Es  sind  das  die  aus  Nr.  5  und  Nr.  12  folgenden  Stellen 

13)  Xi  =  0,149 
und 

14)  a:^  =  0,747. 

Die  Fig.  56  stellt  die  Rechenergebnisse  dar.  Sie  enthält 
erstens  die  gemeine  Parabel  p,  deren  Gleichung  Nr.  1  ist; 
also  diejenige  Curve,  bei  welcher  zu  den  Abscissen 

14  9. 

tttttj  tttt)  Tinr» 
die  Ordinaten 

Ol     tV>       T7r>       TTi      • 

gehören. 

Flg.  66. 


Ol  4  9         ....      8  1        1 

>  tttttj  tttt)  Tinr»  •  '  '  •  ttit»   ^ 


d       1 


Es  enthält  jene  Fig.  56  ferner  die  Gerade  g  von  der 
Gleichung  Nr.  3,  nämlich  eine  Gerade,  welche  auf  der  positiven 
Seite  der  Ordinatenachse  die  Strecke  x\  abschneidet  und  mit  der 
positiven  Seite  der  Abscissenachse  einen  Winkel  ot  bildet ,  be- 
stimmt durch  die  Gleichung 

15)  tanw  =  ^. 
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Endlich  enthält  jene  Fig.  56  die  Fehlercarye  c,  von 
der  Gleichung  Nr.  5,  oder,  was  Dasselbe  ist,  von  der  Gleichung 

16)  y^fi{x)  —  f2{x). 

B. 

Dem  durch  Nr.  5  ausgedrückten  absoluten  Fehler  der 
Näherungsformel  Nr.  4  entspricht  der  relative  Fehler: 

17)  ,  =  i^^^ziAziif, 

yx 
oder,  was  Dasselbe  ist, 

18)  , =  1-1(1+1^). 

Es  möge  angeregt  sein,  die  durch  Nr.  17  oder  18  bestimmte 
Fehlercurve  wie  die  unter  A  behandelte  zu  untersuchen  und  sie 
mit  der  letzteren  zu  vergleichen. 

C. 

In  der  unter  A  und  B  vorstehenden  Weise,  also  mit  Be- 
nutzung von  C u r V e n  ,  können  auch  die  Fehler  anderer 
Näherungsformeln  rechnerisch  und  zeichnerisch  behandelt 
werden. 

Man  wende  dies  auf  einige  der  Näherungswerthe  an,  welche 
im  §  74  des  I.  Theiles  dieses  Werkes  aus  Reihen  entnommen 
worden  sind;  nämlich  auf  einige  der  Gleichungen  Nr.  2 — 7,  14 — 16 
und  18 — 23  jenes  Paragraphen.  Ferner  auf  andere  derartige 
Formeln,  die  auf  dieselbe  Weise ,  doch  unter  Benutzung  von 
mehr  Reihengliedern  sich  ergeben.  (Siehe  §  76  des  I.  Theiles 
des  genannten  Werkes ;  insbesondere  die  dortigen  Gleichungen 
Nr.  1,  3,  8,   10  und  15.) 

Endlich  wende  man  das  unter  A  und  B  Vorstehende  an  auf 
die  auch  oft  zur  Benutzung  kommenden  Näherungswerthe : 

19)  j/l -}-a;2  =  0,96  + 0,40 :r,  0^a;^  +  l; 

20)  /T  +  V^  =  0,934  32  +  0,426  95  a:,  0  <  a:  <  1  ; 

21)  x^  =  j\  —  lx^\x\  0<a:<l. 

Über  Nr.  20  und  21  (abgeleitet  aus  der  bei  A  genannten, 
die  Fehlerquadrate  betreffenden  Bedingung)  sehe  man  Theil  II  von 
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S  c  h  1  ö  m  i  1  c  h'  8  „Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis" 
unter  „Näherungsweise  Darstellung  von  Functionen". 

Nr.  19  anlangend  benutze  man ;  Weisbach-Herrmann, 
Lehrbuch  der  Mechanik,  §  191  („P  oncelet's  Theore  m")  der 
5.  Auflage  des  I.  Theiles.  (Die  Bedingung,  aus  welcher  die  Vor- 
zahlen abgeleitet  sind,  ist  für  Nr.  19  nicht  die  am  Anfange 
von  A  genannte ,  sondern  die  —  auch  für  andere  Fälle  sehr  be- 
achtenswerthe  —  dass  der  Anfangsfehler  und  der  Endfehler  dem 
absoluten  Werthe  des  grössten  Mittelfehlers,  also  dem  des  ^max, 
gleich  sein  sollen ,  damit  die  positiven  und  die  negativen  Fehler 
nicht  zu  gross  werden.  Ferner  ist  bei  der  Ableitung  von  Nr.  19 
der  relative  Fehler  gemeint,  nicht  —  wie  unter  A  —  der  absolute.) 

Durch  die  Abschnitte  B  und  C  dieses  Paragraphen  Nr.  28 
sind  viele  leicht  lösbare  Aufgaben  gestellt. 

§  29.   Elastische  Linien,  Tragkraftlinien  u.  s.  w. 
A. 

Elastische  Linien. 
I. 
Die  Untersuchung  der  Form  der  „elastischen  Linien* 
oder  Biegungslinien,  wie  auch  die  Berechnung  der  Längen 
der  Tangenten,  Normalen,  Krümmungshalbmesser 
u.  s.  w.  jener  Curven,  wird  meist  erst  im  vierten  Theile  dieses 
Werkes  (nach  der  Ableitung  der  Gleichungen  dt^rselben)  zur 
Behandlung  kommen.  In  dem  vorliegenden  dritten  Theile  möge 
nur  das  unter  II  und  III  Folgende  erwähnt  werden. 

II. 
Für  den  Fall ,  dass  der  Stab  oder  Balken  an  dem  einen 


B'  X 


Ende    wagerecht     festgehalten,     an    dem    anderen 
belastet  ist  (Fig.  57)  wurde  die  Berechnung  und  Construction 
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der  Längen  der  Subtangente,  Tangente,  Subnormale  und  Normale, 
wie  auch  des  Krümmungshalbmessers  schon  erledigt,  nämlich 
durch  den  §  31  des  ersten  Theiles  dieses  Werkes. 

IIL 
Wer  derartige  Untersuchungen  für  einige  andere  elastische 
Linien  durchführen  will,  der  wende  die  an  den  Füssen  der  Seiten  93 
und  95    angedeuteten  Sätze    auf  die  unter  a,  ß  und  y  folgenden 
Fälle,  nämlich  auf  die  Gleichungen  Nr.  1,  2  und  3  an. 

Fiff.  CS. 


% 


$ 


a.  Ein  Balken  (prismatischer  Stab)  ist  an  beiden  Enden 
gestützt  und  trägt  eine  gl  eichmäs  si  g  a  usgebr  ei- 
tete  Last.  (Fig.  58.)  Dann  lautet  die  Gleichung  der  elastischen 
Linie : 

1)  y  =  k{x^  —  2ax'  -{- a») x, 

wobei  k  eine  positive  Constante,  abhängig  vom  Elasticitätsmodul, 
dem  Masse  des  Biegungsmomentes  und  der  auf  die  Längeneinheit 
kommenden  Belastung.  Ferner  das  Coordinatensystem  so  liegend, 
wie  die  Fig.  59  es  darstellt. 

Fig.  5». 


ß.  Es  wird  eine  senkrechte  Säule  (Fig.  60,  S.  124)  am 
oberen    abgerundeten  Ende ,    welches    nicht   seitlich  ausweichen 
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kann,  mit  dem  Gewichte  Q  belastet,  am  unteren,  ebenfalls  ab- 
gerundeten, durch  eine  wagerechte  Ebene  gestützt.    Dann  hat  die 

elastische  Linie,  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen, die  Gleichung 


ng.  61. 

A 


V-v 


•f/'itf'j,>- 


2) 


y  =  psin|/^a:, 


wobei    €    das  Elasticitätsmoment    be- 
bezeichnet. 

y.  Das  untere  Ende  einer 
senkrecht  stehenden  Säule 
(prismatischer  Stab)  ist  festgehal- 
ten, das  obere  ausweichbar. 
Die  Säule  wird  in  der  Achsen- 
richtung  so  belastet ,  wie  die 
Fig.  61  es  zeigt.  Dann  hat  die 
Gleichung  der  elastischen  Linie  die 
Form  : 

3)  y  =  a(l — cosftx), 


wobei    b  .eine   positive  Constante    bedeutet,    a,  x  und  y  aus  der 
Fig.  62  zu  ersehen  sind. 
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B. 
Tragkraftlinien. 
(Vergl.  §  40.) 
I. 
Bezeichnet    T  den    Tragmodul,    6  die    Breite,    Adie 
Höhe  und  l  die  Länge  eines  Balkens,  mit  rechteckigem 
Querschnitt,    so    gilt   für  die  Tragkraft  P  desselben  be- 
kanntlich *)  die  Gleichung 

^^  ^  =  -6T' 

Es  ist  also  diese  Tragkraft  proportional  der  Breite  und  der 
zweiten  Potenz  der  Höhe,  hingegen  umgekehrt  proportional  der  Länge. 

Man  nenne  und  zeichne  zunächst  diejenige  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  bezogene  Linie,  deren  Ordinaten  die 
Tragkraft  P  darstellen,  falls  die  Breite  und  die  Länge  des 
Balkens  unveränderlich  sind  und  die  variabelen  Balken- 
höhen  die  Abscissen  bilden. 

Auch  nenne  oder  berechne  man  für  diese  Linie  die  Längen 
der  Subnormale  und  Normale,  der  Subtangente,  der 
Tangente  und  des  Krümmungshalbmessers  Q,  Ferner 
zeige  man,  wie  diese  Strecken  construirt  werden  können. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Die  betreffende  Tragkraft- 
linie  ist  eine  gemeine  Parabel.  Das  Verlangte  kann  mithin 
aus  dem  Abschnitte  B  des  §  20  entnommen  werden. 


II. 
Zwischen  der  Balkenbreite 
AB  =  h  (siehe  Fig.  63),  der 
Balkenhöhe  DÄ  =  h  und  dem 
Durchmesser  ACs==  a  des  kr  eis- 
runden Baumstammes,  aus 
welchem  der  Balken  hergestellt 
werden  soll,  besteht  die  Beziehung: 

5)  h^  =  a^  —  b\ 

Es  ist  also,  laut  Nr.  4,  die  T  r  a  g  - 
kraft 


Flg.  68. 


♦)  Man  sehe,  wennnöthig:  Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der 
Mechanik,  Theil  I,  §  252  der  5.  Auflage, 
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6)  P=-^jbia'-b% 

Sie  hängt  mithin  bei  constanter  Länge  des  Balkens  von  der 
Breite  i  ab  nach  dem  Werthe  der  Function 

7)  f{b)  =  b(a^-h^). 
Wird 

8)  Tl  =  ^'     ■^  =  '^'     ^^"^ 
gesetzt,  so  ist,   gemäss  Nr.  6 : 

9)  z  =  kx{a''  —  x^) 

die  Gleichung  derjenigen  Tragkraftlinie,  deren  0  die  Be- 
träge der  Tragkraft  P  für  die  durch  die  zugehörigen  x  dar- 
gestellten Breiten  (welche  grösser  als  0  und  kleiner  als  a  sein 
müssen)  angeben.  Jene  Tragkraftlinie  gehört  also  zu  den  a.1- 
gebraischen  Curven  dritten  Grades. 

Man  setze  voraus ,  dass  x  und  sf  rechtwinklige  Go- 
ordinaten  seien  und  berechne  zunächst  den  Lauf  (die  Form) 
jener  Linie,  nämlich  Steigung,  Fall,  Culminations- 
punkte  u.  8.  w.  Dann  aber  auch  den  Tangentenwinkel  t, 
die  Länge  der  Subtangente  und  Tangente,  der  Sub- 
normale  und  Normale,  des  Krümmungshalbmessers 
u.  s.  w. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Zunächst  hat  man,  rein 
geometrisch  genommen,  laut  Nr.   9 : 

10)  g^^o  =  0 
und 

11)  Z^^a  =  0. 

Ferner    folgt     aus    den    Werthen    der    Differentialquotienten 


de       ,  d^e    ^.    „ 
3—  und  -5—.- :  Die  Curve 
dx          dx^ 

steigt,  so 

12) 

^<;-r 

sie  fällt,  so  lange 

13) 

'>VP 

wobei,  was  schon  oben  gesagt  wurde,  zu  beachten  ist,  dass 

14)  0<a;<a 

sein  niuss. 
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Für 

15)  x  =  -—rz=    --  —  =  0,577« 

(auf  drei  Dec im al stellen  abgerundet)  hat  die  Linie  einen  Gipfel- 
punkt oder  oberen  Culminationspunkt.  Für  die  Länge  seiner 
Ordinate  ergiebt  sich  der  Werth : 

2k 

16)  j?max  =  — 7=  a^  =  0,385  ha^. 

Es  besitzt  die  Curve  keinen  Wendepunkt  und  kehrt 
der  X-Achse  stets  die  c  o  n  c  a  v  e  Seite  zu. 

Der  Tangentenwinkel  t,  die  Länge  der  Subtangente, 
Tangente  u.  s.  w.  ergeben  sich  unter  Benutzung  der  Sätze, 
auf  welche  am  Fusse  der  Seite  95  verwiesen  worden  ist. 

Anmerkung.    Man  unterlasse  nicht,  die  Ergebnisse  der  Be- 
rechnungen aufzuzeichnen. 

C. 
Biegungsmomentslinien. 

Für  das  Biegungsmoment  0  eines  parallelepipedische^ji 
Balkens  gilt  bekanntlich  die  Gleichung 

17)  0  =  hhh\ 

wenn  h  die  Breite  AB,  h  die  Höhe  DA  (Fig.  63  auf  Seite  125) 
und  k  eine  Constante  bezeichnet.  (Man  sehe  hierüber  z.  B. 
Weisbach-Herrmann,  theoretische  Mechanik ,  S.  520  und 
426  der  5.  Auflage.) 

Ist  die  Balkenbreite  unveränderlich,  so  hat 
Nr.  17  die  Form 

18)  z  =  kiX^, 

wird  also  dargestellt  durch  eine  Parabel  dritter  Ordnung, 
deren  z  die  Biegungsmomente  und  deren  x  die  Balkenhöhen  sind. 
(Hier  und  im  Nächstfolgenden  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  vorausgesetzt.)  — 

Soll  der  Balken  aus  einem  kreisrunden  Baumstamme 
hergestellt  werden,  besteht  also  die  Beziehung  Nr.  5,  so  hat  die 
Gleichung  der  Biegungsmomentslinie  die  Fotm : 

19)  •  z  =  kx^\/a^  —  X', 

wenn  die  x  die  Höhen  des  Balkens  sind;  ferner  die  Form 
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20)  e  =  kxya^  —  x^'' 

falls  die  Breiten  desselben  als  Abscissen  genommen  werden. 
Man  untersuche  die  durch  die  Gleichungen  Nr.  18,  19  und 
20  gekennzeichneten  Linien  bezüglich  ihres  Laufes,  ihrer 
Tangenten,  Normalen  u.  s.  w.  in  dem  durch  das  Voraus- 
gegangene angegebenen  Umfange. 


Pf  Osten  wider  Standslinie. 
Ein    Pfosten    (kurzer  Balken   mit  rechteckförmigem  Quer- 
schnitt) bietet  gegen  das  Zerdrücktwerden  eine  Sicherheit, 
die  seinem  Querschnittsinhalte 

21)  Q  =  bh 
proportional  ist. 

Soll  also  jener  Pfosten  aus  einem  kreisrunden  Stamme 
hergestellt  werden,  so  ist  (siehe  die  Fig.  63  auf  Seite  125) 

22)  e  =  kx  Va^  —  x^ 

die  Form  der  Gleichung  derjenigen  Linie,  deren  z  die  Druck - 
widerstände  des  Pfostenquerschnitts  A B CD  darstellen,  wenn 
X  die  Breite  oder  die  Höhe  des  Balkens  bezeichnet. 

Es  möge  auch  diese  Curve  in  dem  vorher  genannten  Sinne 
Untersuchung  finden. 

§  30.  Ans  der  ErddraoUebre. 

A. 
Die  Schubspannungslinie  einer  Erdböschnng. 

Bei  der  Untersuchung  des  Erddrucks  und  der  Stütz- 
mauern giebt  W.  Keck  in  seinen  „Vorträgen  über  Elasticitäts- 
lehre"  (Hannover,  1893)  eine  Theorie  des  Gleichgewichts 
eines  geböschten  Erdkörpers,  welche  bezüglich  der  für 
die  Flächeneinheit  vorliegenden  Schubspannung  im  Wesent- 
lichen die  Gleichung 

1)  T  =  Jc  sin  (a  —  6)  sin  (0  —  q)) 

liefert.  Dabei  ist  (siehe  Fig.  64)  a  die  seitliche  Böschung  des 
Erdkörpers ,  0  der  Neigungswinkel  der  Trennungsebene ,  if  der 
Reibungs Winkel,  k  eine  positive  Constante,  welche  von  a  und  y, 
wie  auch  von  der  Dichtigkeit  y  der  belastenden  Massen  und  von 
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der  Höhe  h  abhängt.     (Näheres   auf  Seite  274  bis  278 
genannten  Keck'schen  Werkes.) 

Flf.  61. 


129 

oben 


Man  untersuche  (t  und  6  als  Polarcoordinaten  ansehend)  die 
durch  die  Gleichung  Nr.  1  gekennzeichnete  Schubspannungs- 
linie bezüglich  ihrer  Form,  ihrer  Polar  tan  gen  ten,  Polar- 
normalen,  Krümmungshalbmesser  u.  s.  w.  Auch  gebe 
man  zeichnerische  Darstellungen  der  Rechenergebnisse. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Die  Gleichung  Nr.  1 
giebt  für  jeden  Werth  von  6  den  zugehörigen  des  t. 

Sie  lehrt  femer,  dass 
(It 


2) 


dd 


=  k  ain  {a -\-  q>  —  26) 


ist.     Dieser  erste  Differentialquotient  wird  zu  Null,  wenn 


3) 


ö: 


«  +  <jP 


Für  den  zweiten  Differentialquotienten  hat  man : 

dH_ 

dd^~ 
also 

dH 


4) 


—  2  A  cos  (a  -f-  9*  —  2  ö), 


5) 


dö' 


=  — 2/c. 


Mithin  erreicht  r  seinen  Grösstwerth,  wenn  0  den  Be- 
trag Nr.  3  annimmt.  Für  ihn  liegt  die  Gleitebene  vor  (es 
wird  unter  ihm  das  Abgleiten  stattfinden).  — 

Das  in  der  Aufgabe  weiterhin  Verlangte  ergiebt  sich  mittelst 

Fafarmann,  Anwendanffen  d.  InfinlteiimAlrechniing.    Th.  III.  9 
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der  Werthe  Nr.   2  und  4   durch   bekannte  Sätze   der  Differential- 
rechnung. *) 

B. 

Anmerkungen. 

I. 

Untersuchungen ,    welche  den  Krümmungshalbmesser 

der  Stützlinien  für  Er ddruck  betreffen,  also  auf  diesem 

Gebiete  (insbesondere  für  Tunnelgewölbe)  von  der  Gleichung 

.     (1  +  y')^ 


6) 


V 


Gebrauch  machen,  findet  man  in  Weisbach-Herrmann 's 
Lehrbuch  der  Mechanik  auf  Seite  155  bis  157  der  5.  Auflage 
der  I.  Abtheilung  des  2.  Theiles  (vom  Jahre  1882).  Es  sind  hier 
Schwedler  'sehe  Berechnungen   verwerthet. 

IL 
Bezüglich  der  Willkürlichkeit  und  Unzuverlässig- 
k  e  i  t  mancher  Erddrucktheorien  sehe  man  Seite  1 3  der  im 
^Literaturverzeichniss"  genannten  E  n  g  e  1  s 'sehen  Arbeit  über  den 
Seitendruck  der  Erde  auf  Fundamente  (wo  auch  Kritiken  von 
Mohr  und  Zimmermann  angeführt  sind). 

§  31.   Gleichgewicht  eines  Pnnktes  auf  einer  starren  ebenen 

Curve. 

Auf  einer  vollkommen  starren  W  ö  1  b  1  i  n  i  e  (Fig.  65),    oder 

auf  irgend  einer  anderen 
ganz  starren  Curve,  deren 
Gleichung 

1)     y  =  fi^) 

bezüglich  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems 
bekannt  ist,  sei  ein  Punkt 
P,  von  der  Masse  1,  ohne 

Widerstände  beweglich. 
Es  wirke  auf  ihn  im  Sinne 


*)  über  diese  Sätze  siehe,  wenn  nöthig:  Schlöuiilch,  Compendium 
der  höheren  Analysis,  Band  I,  §  23  und  24. 
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der  positiven  Abscissen  die  Kraft  U;  im  Sinne  der  positiven 
Ordinaten  die  Kraft  F. 

Man  ermittele  die  analytische  Bedingung  für  das 
Gleichgewicht  des  Punktes  P  und  zeige ,  wie  die  Ab- 
scissen der  Gleichgewichtsstellen  berechnet  werden 
können ;  auch  gebe  man  Beispiele. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Aus  dem  Umstände,  dass 
die  Resultante  der  Kräfte  U  und  V  senkrecht  zur  C u r v e n - 
tangente  stehen  muas ,  wenn  P  im  Gleichgewicht  sein  soll, 
folgt  leicht 

als  analytische  Gleichgewichtsbedingung. 

dy 
Da  nun  -j—  aus  Nr.   1  als   Function  von  x  entnehmbar  ist, 

U  und  V  aber  gegeben  sind,  so  bietet  die  Gleichung  Nr.  2  das 
Mittel  zur  Berechnung  der  Abscissen  derjenigen  Stellen,  an  welchen 
P  im  Gleichgewichte  sein  muss. 

In  Bezug  auf  Beispiele  sehe  man  §  32  des  I.  Theiles 
des  vorliegenden  Werkes ;  ferner ;  Fuhrmann,  Aufgaben  aus 
der    analytischen    Mechanik,    Theil  I,  S.   13 — 19  der  2.  Auflage. 

§  32.  AnregiingeiL  und  Anmerkimgeii ,  ebene  Cnrven  betreffend. 

Ausser  den  im  Vorhergehenden  bereits  enthaltenen  Anregungen 
mögen  (bezüglich  einfach  gekrümmter  Linien)  noch  diejenigen 
gegeben  sein,  welche  hier  unter  A  bis  E  folgen. 

A. 
Curven  gleicher  Genauigkeit  für  geodätische  Messungen. 
Über  derartige  Linien  sehe  man  die  §§99 — 108  der  3.  Aufl. 
des  L  Bandes  von  Jordan 's  „Handbuch  der  Vermessungskunde". 
Ferner  eine  von  Jordan  im  Jahrgange  1871  der  „Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik*'  (Seite  379  u.  folg.)  veröffentlichte 
Abhandlung.  Auch  die  Untersuchungen,  welche  von  Klingatsch 
im  Jahrgange  1895  der  „Zeitschrift  für  Vermessungswesen"  auf 
Seite  373 — 379  bekannt  gemacht  worden  sind. 

Es  betreffen  diese  Arbeiten  die  mittleren  Fehler  (siehe 
§  2,  D,  X),   welche  bei  geodätischen  Punktbestimmungen 

9* 
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(Vorwärtsabschneiden,    Seitwärtsabschneiden   u. 
8.  f. ;  man  vergleiche  die  §§  4 — 6)  vorliegen. 

B. 

Einige  für  den  Eisenbahnoberbau  wichtige  Linien. 

Bei  der  Behandlung  der  Schienenbeanspruchung 
führt  die  Theorie  des  Querschwellenoberbaues  auf  Linien, 
welche  die  Gleichungen 

1)  y  =  ?(i-0(2-D 

und 

2)  y  =  r(i-D(i  +  D 

haben.     (Zimmermann,    Eisenbahnoberbau ;    S.  213   u.    214.) 
Man    untersuche    diese   abgebraischen  Curven  dritten  Grades 

in  Bezug  auf  ihre  Formen,    ihre  Tangenten,   Normalen 

u.  s.  w.     (Siehe   die  Bemerkungen   an  den  Enden  der  Seiten  93, 

95  und  130.) 

In  demselben  Sinne  behandle  man  die  Linien 

3)  y  =  e^coHX, 

4)  y  =  e^  sinx, 

5)  y  =  e~'cosa:, 

6)  y  =  e~'sin^, 

7)  t/  =  i(<?-'  +  e-')cosa;, 

8)  y  =  i{e'  —  e~')  sin  x. 

Sie  kommen  ebenfalls  für  manche  Gebiete  der  Mechanik 
und  der  Ingenieurwissenschaften  in  Betracht.  Näheres 
hierüber :  Zimmermann,  Eiaenbahnoberbau  (zunächst  Seite  9 
bis  37),  wo  auch  die  Beziehung  zu  den  Hyperbelfunctionen 
berücksichtigt  worden  ist. 

C. 
Curve  für  Arbeitsleistungen. 
Bei  vielen  Arbeiten,  welche  von  Menschen  oder  Thieren  aus- 
geführt werden,  gilt  Folgendes  :  Zuerst  (nämlich  beim  Beginnen 
der  betreffenden  Thätigkeit)  ist  —  wegen  des  Fehlens  der  Übung 
—  die  Leistung  geringer  als  zu  dem  später  folgenden  Zeitpunkte, 
in  welchem  die  volle  Gewandtheit  erreicht,  aber  noch  keine  Er- 
müdung eingetreten  ist.  Nach  diesem  (günstigsten)  Zeitpunkte 
folgt ,    der    Ermüdung    wegen ,    eine    fortwährende    Abnahme    der 
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Leistung  und  schliesslich  —  beim  Eintreten  vollständiger  Er- 
schöpfung —   das  Aufhören  jeder  Leistungsfähigkeit. 

Man  zeichne  zunächst  eine  Curve,  welche  diese  Vorgänge 
darstellt. 

Hierauf  ermittele  man  eine  Gleichung  derselben.  (Vergl. 
§  27,  A.) 

Sodann  berechne  man  diejenigen  Formeneigenschaften, 
welche  dieser  Gleichung  entsprechen  und  vergleiche  sie  mit 
denen  der  gezeichneten  Linie. 

D. 
Zugkraftlinie  für  das  Schleifen  von  Lasten. 
Wenn    ein    Gewicht  P  (siehe  die  Fig.  66)    auf   einer  wage- 
rechten   Ebene  EE   liegt    und    durch    eine   unter  dem  Winkel  (o 


Flg.  66. 


P 

wirkende  Zugkraftf  beeinfiusst  wird,  so  hat  deren  Horizontal- 
componente  den  Werth  K  cos  o) ;  ferner  ist  die  Reibung ,  als 
Produkt  des  Normaldrucks  und  des  Reibungscoefficienten  cp,  gleich 
(F  —  Ksmio)g).  Mithin  gilt  für  den  Gleichgewichtszustand  die 
Beziehung : 

(P  —  Ksm03)<f  =  K  cos  w. 
Aus  ihr  folgt  für  die  Zugkraft  K  der  Betrag: 

9)  K= ,^— .        P 

cos  oj  -f-  q)sin  lo 

Man  fasse  diese  Gleichung  Nr.  9  als  die  einer  Curve  auf,  für 
welche  die  JP-Werthe  die  Leitstrahllängen  sind  und  die 
€'ß  -Werthe  die  Beträge  der  Anomalien.  Sodann  berechne  man 
die  Form  dieser  Zugkraftlinie,  ihren  Tangenten- 
wiiikel,  die  Länge  ihrer  Polarsubtangente  u.  s.  w.  (Siehe 
die   am  Fusse  der  Seite  130  stehende  Bemerkung.) 
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Schliesslich  gebe  man  eine  Darstellung  (Zeichnung)  der 
Rechenergebnisse. 

Anmerkung.  Die  durchzuführende  Untersuchung  ist  eine 
Erweiterung  der  im  §  60  des  I.  Theiles  dieses  Werkes  vorge- 
nommenen. 

E. 
Graphische  Differentiation. 

Das  graphische  Differenziren  ersetzt  das  Rechnen 
durch  Zeichnen.  Es  hat  für  die  Ingenieurwissenschaft, 
insbesondere  für  den  Brückenbau,  eine  nicht  unerhebliche 
Wichtigkeit  erlangt. 

Das  Construiren  der  Tangenten  vorgeschriebener 
Linien  bildet  das  Wesentliche  der  graphischen  Differentiation.  Es 
ist  gleichbedeutend  mit  dem  zeichnerischen  Aufsuchen  der  Be- 
rührungspunkte von  Tangenten,  die  schon  gezogen  sind. 

Curven ,  deren  Bildungsgesetz  man  nicht  kennt, 
können  hierbei  so  behandelt  werden,  dass  für  kurze  Strecken  der- 
selben eine  näherungs  weise  geltende  Gleichung  zur  Benutzung 
kommt.  Hiervon,  also  von  Näherungsverfahren,  wird  aus- 
gedehnter Gebrauch  gemacht. 

Näheres  über  ,. graphische  Differentiation"  und  ihre  An- 
wendung im  Brückenbau  bietet  das  im  „Lit er a tur ver- 
zeichniss"  genannte  Werk  von  Nehls  (über  den  einfachen 
Balken  auf  zwei  Endstützen)  und  die  in  demselben  angeführte 
Literatur. 

DOPPELT  GEKRÜMMTE  LINIEN. 

(Curven  im  Räume.) 
§  33.   Die  SchranbeBlinie. 

Für  manche  Gebiete  des  Bauwesens,  z.  B.  für  die  Wendel- 
treppen, ist  es  wünschenswerth,  die  gemeine  Schrauben- 
linie genau  zu  kennen. 

Ihre  Begriffserklärung  darf  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden. 

Die  Fig.  67  b  deutet  in  abgebrochener  Darstellung  dasjenige 
rechtwinklige    Dreieck    an ,    dessen  Hypotenuse    auf  dem  Spindel - 
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cylinder  (Fig.  67^)  die  gemeine  Schraubenlinie  bildet,  wenn  die 
wagerechte  Kathete  so  an  den  Umfang  der  Gylindergmndfiäche 
gelegt  wird,  dass  AiPi  den  Kreisbogen  AP'  bildet.  Man  nehme 
an,  dass  der  Halbmesser  OA  des  Spindelcylinders 
gleich  a  sei,  die  Höhe  eines  Schraubenganges  gleich  A 
(beide  gemessen  mit  derselben  Einheit)  und  zeige,  dass  dann  die 
anter  I  bis  VII  nachstehenden  Sätze  gelten :  *) 


Fif.  67 ^ 


Zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
x  =  OP^, 

z  =  P'P 

des   allgemeinen    Schraubenlinienpunktes   P  (Fig.  67»)    und   dem 
Aufroll  Winkel 

AOP'  =  io 
bestehen  die  Beziehungen : 

1)  x  =  a  cos  w, 

2)  y  =  a  sin  oi, 

3)  z=zpn), 
wobei 

4)  p  =  a  tan  o, 

wenn   mit    a   der    (constante)    Steigungswinkel    PiAi  P\ 


*)  Das  hier  Folgende  kommt  späterhin  zur  Anwendung. 
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•Fig.  67^)  bezeichnet  wird.  (Die  Gleichungen  Nr.  1  and  2  folgen 
sofort  aas  der  Fig.  67 »,  nämlich  aas  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
OPxP'    Die  Gleichong  Nr.  3  ergiebt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass 

femer 

AiPi  =  Bogen  AP\ 
also 

AiPi'  =acri, 

mithin 

Pi'Pi  =a<ti  tan  a 
and  demgemäss  auch 

5  =  act>tana.) 
Die    Constante  p,    welche    nach   der  Gleichung  Nr.  4  leicht 
aas  a  und  a  constroirt    werden    kann ,    heisst  der  Parameter 
der  gemeinen  Schraubenlinie. 

Der  Steigungswinkel  a  ist  bestimmt  durch  die  aus  der  Fig.  67  b 
folgende  Gleichung 

5)  h  =  2naisino, 

welcher  zufolge 


6) 
also 

7) 
und  der  Parameter 

8) 
ist. 


tana  = 


h 
2  na  ' 


a  =  arc  tan , 

27ia 

_  Ä    _      ^ 
^  ""  2  rr  ~  6,28  .  .  . 

IL 


Der    Grundriss    der    Schraubenlinie    (also    ihre  Xl'-Pro- 
jection)  hat  die  Gleichung 

9a)  a;*  — y^  =  a2 

oder 

9  b)  y=^^i^Zar2. 

Dem  Aufriss  (der  XZ-Projection)  kommt  die  Gleichung 

X 

10«-)  g  =  p  arc  cos  -  - 

a 

oder 
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10t>)  a;  =  aco8  — 

P 
zu;    der    Seitenansicht    (dem  Seitenriss    oder  der   YZ- Pro- 
tection) die  Gleichung 

V 
IIa)  jer  =  ü  arc  sin -^ 

a 

oder 

IIb)  ^  =  asin — • 

(Es    folgen    diese    drei    Gleichungen   sofort  aus  Nr.   1,  2  und  3.) 

III. 
Für  die  Länge  des    Differentials    des    Schrauben- 
linienbogens 

s  =  AP 
(Fig.  67  a)  findet  man  leicht  die  Werthe 

12)  ds  =  --^!^^y^dx, 

13)  ds  = '  dx, 

y  cos  o 

14)  ds  =  Va^  +  p'^dto  =  asecadw. 
(Sie  ergeben  sich  mittelst  des  bekannten  Satzes* 


15)  ds  =  l/dx^  -f-  dy^  +  dz^ 

oder 

indem  man  die  betreffenden  Differentiale  oder  Differentialquotienten 
aus  Nr.  1,   2  und  3,    bezüglich   aus   Nr.  9b  und   10a  entnimmt.) 
Der    letzte    jener  Werthe    (Nr.   14)   lässt  mit  Benutzung  der 
Fig.  67  a  oder  auch  der  Fig.   67  b  (in  welch  letzterer 

ist)  geometrische  Deutung  zu,  indem  man  sich  vorstellt, 
dass  0)  um  do)  wächst  (mithin  in  der  Fig.  67  b  die  Strecke  AiPi, 
also  aoi,  um  a  do  zunimmt.) 


*)  Bezüglich  der  in  den  §§  B3— 37  benutzten  Sätze  der  Differential- 
rechnung sehe  man,  wenn  nöthig,  Schlömilch,  Compendium  der  höheren 
AnalyBis,  Band  I,  §§  25  und  26. 
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IV. 
Für  die  Winkel  Ty,  t^  und  t«,   welche  die  durch  den  all- 
gemeinen Curvenpunkt  P  legbare  Tangente  der  Schraubenlinie 
mit  den  Achsen  der  x,  y  und  z  bildet,  ergiebt  sich  aus  den  vor- 
stehenden Werthen  mittelst  der  bekannten  Gleichungen 

dx 


17)                                »^»«^—ds' 

dy 

18)                                                008  T,=-~, 

de 

19)                               ^^'^'=ds 

icht  Folgendes: 

y  cos  CT 

f/a2-|-j/2              aseca 

a 

^ , .                           a;             a;  cos  a 

£t  X }       cua  «-M  — —      — ^                    , 

^^x                             7^               />  cos  tf 

22)      cosTr=--  — : — == —    -  =  sina. 

Die  letzte  Gleichung  sagt,  dass  der  Winkel  Tg,    welchen  die 
Schraubenlinientangente    mit    der  Z  -  Achse  einschliesst,  unver- 
änderlich   ist    und    zwar    gleich    dem    Complement    des 
Steigungswinkels,  nämlich 
23)  r,  =  900  —  a. 

£s  kann  dies  leicht  durch  die  Anschauung  bestätigt 
werden. 

Die  Gleichungen  Nr.  20  und  21  lehren,  dass  sich  die  Winkel 
Tx  und  Tp  sehr  leicht  construiren  lassen ,  etwa  indem  man 
zwei  rechtwinklige  Dreiecke  bildet,  die  die  Hypotenusenlänge  a 
haben ,  und  in  welchen  die  betreffende  anliegende  Kathete  die 
Länge  y  cos  a  (für  180®  —  t^)  bezüglich  x  cos  a  (für  Ty)  hat,  mithin 
durch  Projiciren  von  y,  beziehungsweise  x,  erhalten  werden  kann. 

V. 

a)  Die  XY-Projection  der  Schraubenlinientangente  hat 
—  da  sie  die  Berührende  eines  Kreises  ist  —  selbstverständ- 
liche Lage  und  Gleichung. 

ß)  Der  XZ'  Projection  jener  Tangente  kommt  die  Gleichung 


Digitized  by 


Google 


Linien  und  Flächen.  139 

24)  ^_^  =  _|.(§_a;) 

ZU,  wenn  die  Coordinaten  des  allgemeinen  Tangentenpunktes  ^, 
t;  und  C  genannt  werden.  Es  folgt  Nr.  24  sofort  daraus,  dass 
bekanntlich 

2^)  ^-^=£(-'-^) 

de 
die  allgemeine  Form  dieser  Gleichung  ist  und  das  -^ ,  gemäss 

Nr.  1  und  3  oder  auch  gemäss  Nr.   10,  den  Werth 

26)  ?  =  -^ 
dx  y 

hat. 

Aus  Nr.  24  ersieht  man,  dass  jene  XZ-Projection  der  Schrauben- 
linientangente auf  der  X-Achse  die  Strecke 

27)  02=^'  +  ^ 

P 

abschneidet;  auf  der  Z- Achse  die  Strecke 

28)  Ca=^  +  ^'-. 

y 

(Bringt  man  nämlich  Nr.  24  auf  die  Form 

"f  +  /-  =  i> 

so  hat  man : 

Das  Construiren  der  Strecken  a^  und  Cg  kommt  (laut 
Nr.  27  und  28)  auf  das  Bilden  vierter  Proportionalen  hinaus. 

y)  Für  die  FZ-Pr o j ec tion  der  Schraubenlinientangente 
gilt  ganz  Ähnliches.  Ihre  Gleichung  lautet  bekanntlich  im  All- 
gemeinen: 

Da  nun,  wegen  Nr.  3  und  2,  oder  auch  laut  Nr.   11, 

30)  1^  =  ^ 

dy       X 

ist,  so  hat  man  als  Seitenstück  zu  Nr.  24 : 
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31)  ^  —  e  =  ~(V—9)- 

Es    bildet   also    diese    Tangentenprojectlon  auf  der   Y-Achse 
den  Abschnitt 

xz 

32)  63=^  —  —  , 

P 

auf  der  Z- Achse  den  Abschnitt 

33)  c=5-^. 
(Wird  nämlich  Nr.  31  auf  die  Form 

gebracht,  so  ergiebt  sich : 


i?=l-) 


—  py'\-xz*       —py  +  xz 
Auch  das  Construiren  der  Abschnitte  &3  und  Ca  kommt  (laut 
Nr.  32  und  33)  hinaus  auf  das  Bilden  vierter  Proportionalen. 

Anmerkung.  Dass  auch  die  Gleichungen  Nr.  26  und  30  zum 
Construiren  der  beiden  Verticalprojectionen  der  Schraubenlinien- 
tangente benutzt  werden  können  (weil  sie  die  Richtungsconstanten 
derselben  in  sehr  einfacher  Weise  geben)  ist  wohl  selbstverständlich. 

VI. 
Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Normal- 
ebene einer  doppelt  gekrümmten  Linie  ist  bekanntlich 

34)  („_a;)+(»-y)^'  +  (M>-«)|*-  =  0, 

wenn  man  mit  w,  v  und  w  die  Coordinaten  des  allgemeinen 
Punktes  jener  Ebene  bezeichnet.  Mithin  lautet  die  Gleichung 
der  Normalebene  der  Schraubenlinie: 

35)  yu  —  XV  —  ptv  =  —  pz. 

Es  schneidet  also  diese  Normalebene  auf  den  drei  Coordinaten- 
achsen  die  Strecken 

36)  a,  =  —  ^- 

38j  C4  =  +  isr 
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ab.     Die    Letztgenannte    ist    bekannt;    die    beiden   firstgenannten 
können  sofort  als  vierte  Proportionalen  construirt  werden. 

Die  Flächenwinkel,  welche  die  Nonnalebene  mit  den 
Goordinatenebenen  bildet,  sind  bekanntlich  den  unter  IV  be- 
rechneten Neigungswinkeln  t^j  t^  und  tg  beziehungsweise  gleich ; 
der  mit  der  XY-£bene  eingeschlossene  Winkel  ist  also  constant. 
(Siehe  die  Gleichung  Nr.  23.) 

VII. 
Die  Halbmesser  (i  und  ^  der  ersten  und  der  zweiten  Krüm- 
mung   der   Schraubenlinie    haben,    ausgedrückt  durch  a  und  p, 
die  Werthe 


39) 
and 

40) 


Qi  = 


9^ 


a'  +  p^' 


sind  also  constant;  auch  leicht  aus  a  und  p  construirbar. 


§  34   Sclinittciirye  eines  Tonnengewölbes  und  eines  kreis- 
cylindrischen  Pfeilers. 

Die  Oberfläche  eines    nach   dem  Viertelkreise  ÄP"Ai  (siehe 
Fig.   68)   gekrümmten   wagerecht  liegenden  Tonnengewölbes 

*z 

Fl«.  68. 
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wird  von  derjenigen  einer  über  dem  Halbkreise  J5 P'D  senk- 
recht stehenden  Pfeilermauer  durchbrochen.     Es  ist 

OA  =  a, 
OB  =  b, 
BC=CD  =  c 
und  dabei 

6  +  2  c  <  a. 

Man  soll ,  ausgedrückt  durch  irgend  welche  der  Grössen  a, 
h,  c  und 

y  =  PsP\ 

JS  =  P'P 

berechnen : 

I.  diejenigen  Winkel  Tx,  x^  und  i,,  welche  die  im  allgemeinen 
Punkte  P der  Durchdringungslinie  EPF an  letztere 
gezogene  Tangente  mit  den  drei  Achsen  OX,  OY  und 
OZ  bildet;  man  soll 
n.  die  Gleichungen  des  Grundrisses  und  des  Aufrisses 
jener  Tangente  angeben,  nebst  den  Abschnitten  Oi  und  bi, 
bezüglich  a^  und  Cj,  welche  die  genannten  Projectionen  auf 
den  Coordinatenachsen  bilden;  soll  endlich 
III.  die  Gleichung  der  durch  P  gehenden  Normalebene 
nennen  und  die  Achsenabschnitte  a*,  J4,  C4  dieser  Ebene 
berechnen. 

Unter  I,  11  und  III  soll  auch  angegeben  werden,  wie  sich 
die  Winkel  Tr,  t^,  t^,  bezüglich  die  Strecken  ai,  61,  Oj,  Ca 
und  a*,  64,  C4  aus  den  Elementen  a,  b,  c,  x,  y,  5  con- 
struiren  lassen. 

Lösung.  I.  Die  Tangentenwinkel  Tx,  ^y  und  r^  sind, 
allgemein  genommen,  durch  die  Gleichungen  Nr.  15 — 19  des  §  33 
bestimmt. 

Für  den  vorliegenden  Fall  aber  lautet,  wie  Fig.  68  lehrt, 
die  Gleichung  des  Grundrisses  der  Durchdringungslinie : 


1)  !/=Vc^-x,'  , 

wenn  unter  x^   die  Strecke  CPx  verstanden  wird,  also 

2)  Xi=x--(b-^  c) 
ist. 
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Ferner  lautet  die  Auf rissgleichung: 


3) 

e  =  ya*  —  x^. 

Hieraus 

folgt: 

4) 

dy_      xi 
dx            y 

und 

5) 

dz            X 
d~x~        g' 

mithin 

für  die 

L&nge  des  Bogendifferentials  der 

Schnittlinie 

6) 

ds  = 

Demgemäss  eirgiebt  sich 

■ 

7) 

COSTx 

_          ye 

ra^y^  +  Äi»««' 

8) 

COSTy 

_                x^z 

Va^y^  4-  «1  "/r« ' 

9) 

cosr. 

xy 

/     _      «      .              «      ^ 

Es  sind  also,  nach  dem  Cosinusbegriffe,  die  Winkel  Tx,  Ty 
und  %t  durch  Zeichnung  (rechtwinkliger  Dreiecke)  erhaltbar, 
wenn  die  Gleichungen  Nr.  7 — 9  in  den  Formen 

10)  cos  Tj 


'  v-'+m' 


11)  cos  Ty  =  — 


'  v-^+m' 


X 
12)  C0ST^= 


aufgefasst  werden.     Man  hat  für  Letztere  nur  vierte  Proportionalen 
und  Hypotenusen  zu  construiren. 

n.  Die  Grundrissgleichung   der  Schnittlinientangente 
(vergl.  V  des  §  33)  lautet: 

13)  Xi^  +  y^i=xx^+y^ 

oder 


Digitized  by 


Google 


144  Linien  und  Flächen. 


14)  .-- ^         c-+_A     -/;^1. 

xxi  +y^  xxi  ^y^ 

Es  haben  mithin  die  Achsenabschnitte  die  Werthe : 

15)  «,=^^+^=.  +  1! 
und 

16)  l,=^^l±y^=y+^^. 

y  y 

Der  Aufriss  der  Tangente  hat  die  Gleichung 


17) 

X 

■^+^^=^ 

Er    bildet 

also 

auf 

den   betreffende 

Abschnitte : 

18) 

a^ 
'^=^ 

und 

19) 

Die  Construction  der  Werthe  Nr.  15,  16,  18  und  19 
ist  selbstverständlich. 

III.  Als  Gleichung  der  Normalebene  der  Schnittlinien- 
tangente ergiebt  sich  (gemäss  §  33,  VI,  Nr.  34) 

20)  _Ji  +  -!L+5i?!  =  i. 

^i      y      x^z 

Die    von  jener   Ebene  auf  den  Achsen  gebildeten  Abschnitt« 

haben  mithin  die  Werthe  : 

21)  a4  =  — rti, 

22)  h^=y. 

23  c*  =  -i-  • 

X 

Anmerkung.  Grundriss  und  Aufriss  der  DurchdringungsUnie 
sind  Kreisbögen.  Mit  Benutzung  dieses  Umstandes  kann  man 
die  XY-Projeetion  der  Tangente  erhalten,  indem  man  durch  P' 
eine  Senkrechte  zu  CP'  zieht;  die  XZ-Projection  aber  als  Senk- 
rechte zu  OP"  durch  P".  Dabei  ergeben  sich  auch  (ohne  Rechnung) 
a,  und  6i,  a,  und  Cj.  Ferner  lassen  sich  aus  den  Projectioncn 
der  Tangente  die  Spuren  der  Normalebene  durch  Construction 
ableiten  (wie  die  darstellende  Geometrie  es  lehrt). 
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§  35.  Tangenten  n.  s.  w.  doppelt  gekrümmter  Weglinlen. 

A. 

Wenn  von  einer  Wegachse  die  Gleichung  des  Grundrisses 
bekannt  ist  und  auch  die  des  Aufrisses,  so  kann  man  die 
Tangenten,  die  Normalebenen  u.  s.  w.  jener  Achse  ana- 
lytisch ganz  so  untersuchen,  wie  es  in  den  beiden  vorhergehenden 
Paragraphen  bezüglich  der  dort  behandelten  Raumcurven  geschehen 
ist.  •  Dies  für  einige  Beispiele  durchzuführen,  möge  hiermit  an- 
geregt sein. 

Kennt  man  die  Gleichungen  jener  Wegachsen-Projectionen 
nicht,  wohl  aber  die  Lage  kennzeichnender  Punkte  der  letzteren, 
so  lassen  sich  (in  der  durch  den  Abschnitt  A  des  §  27  gelehrten 
Art)  näherungsweise  geltende  Projectionen-Gleichungen  er- 
mitteln, diese  aber  dann  an  Stelle  der  streng  geltenden  be- 
nutzen.    Auch  dieses  sei  hierdurch  angeregt. 

B. 

Über  Gleichsteigende,  nämlich  über  L i  n  i  e  n  gleicher 
Steigung  auf  gegebenen  Flächen  (vergl.  §  33) ,  sehe 
man  die  im  „Literaturverzeichnisse  genannte  Abhandlung  von 
M.  Huth.  Auch:  „Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik", Jahrg.  1893/94,  S.  1210,  wo  die  Huth'sche  Arbeit  be- 
sprochen ist. 

Es  haben  jene  Gleichsteigenden  für  den  Bau- 
ingenieur, nämlich  als  Weglinien,  einige  Wichtigkeit. 
ImHochbau  kommen  siez.  B.  als  Wendeltreppenlinien 
und  beiaufsteigendenRundgängen  vor,  die  sich  zwischen 
einem   inneren  und  einem  äusseren  Kuppelgewölbe  befinden. 

Derartige  Curven  constanter  Steigung  zu  unter- 
suchen, sei  ebenfalls  empfohlen. 

§  36.  Gleichgewicht  auf  einer  Raumcarve. 

Es  möge  die  durch  die  Fig.  68  (S.  141)  dargestellte  Schnitt- 
linie  zweier    Cylinderflächen  vorliegen ;  doch  soll 

b  =  o 
sein,  also  B  mit  0  zusammenfallen ;  ferner 

mithin  D  in  -4  sich  befinden. 

Fahrmann,  Anwendungen  d.  Infinltesimalrechnang.    Th.  III.  10 
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Auf  der  Schnittlinie  EPF  (jetzt  A^PA)  möge'  ein  Punkt  P 
(von  der  Masse  1)  frei  beweglich  sein.  Es  sollen  auf  ihn,  im 
Sinne  der  positiven  x^  y  und  jer,  drei  Kräfte  CT,  Fund  W 
wirken,  welche  proportional  x^  bezüglich  y  und  z  sind,  für  die 
Einheiten  dieser  Strecken  aber  die  constanten  Werthe  L,  be- 
ziehentlich M  und  N  haben. 

Zu  ermitteln  sei,  an  welchen  Stellen  der  Durchdringungs- 
curve  (also  für  welche  Beträge  von  x)  sich  der  Punkt  P  im 
Gleichgewichte  befindet. 

Lösung.  Zunächst  ist  ohne  Rechnung  klar,  dass  A  und  Ai 
für  den  Punkt  P  Gleichgewichtslagen  sein  müssen. 

Die  Abscisse  einer  dritten  Gleichgewichtsstelle  ergiebt 
sich,  wenn  man  beachtet  dass,  laut  Theil  I,  §  40, 

'  '       dx    ^        dx 

die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  ist;    ferner  dass  hier 
die  Werthe 

2)  U  =  Lx,     V=My,     W=Ne 
einzuführen    sind;    endlich,    dass    die    beiden   für  Nr.  1  nöthigen 
Differentialquotienten  der  Grundrissgleichung 

3)  y  =  l/xla  —  x) 
und  der  Aufrissgleichung 

4)  ß=  l^ä^—~x^ 
entnommen  werden  können. 

Es  führt  dies  auf 
,.  _  M 

''^  ^~2(.¥+i^-~L)''' 

was  der  Bedingung 

3f 

unterliegt. 

§  37.  Doppelt  gekrümmte  Linien  im  Gebiete  der  Nähernngsformeln. 

(Vergl.  §  28.) 

Oft  kommt  es  vor ,  dass  eine  Function  von  zwei  Veränder- 
lichen, also 

z.  B. 
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2)  iBi  =  yi^  mx^  +  ny^ 

(wobei  m  and  f»  bekannte  gemeine  Zahlen  bedeuten,  etwa  m  =  0,45 
und  n  =  0,78  ist)  durch  eine  andere  Function  zweier  Variabelen, 
mithin  durch 

3)  ^3  =  A  {x,  y) , 
z.  B. 

4)  z^  =  a-^ßx^-\-Yy^ 
näherungsweise  ersetzt  werden  soll  und  zwar  innerhalb  ge- 
wisser   Grenzen,    welche   für    die    Werthe    von   x  und  y  vor- 
geschrieben sind. 

Es  soll  also  dann  Gebrauch  gemacht  werden  von  der  Nähe- 
rungsformel : 

z.  B.  von 

6)  Ki-fmic^  +  ny»  =  er  -f  /?a:«  +  yy^. 

Die  Werthe  der  n  Coefficienten  a,  ß  u.  s.  w.  kann  man 
hierbei  als  gemeine  Zahlen  angeben ,  wenn  n  Bedingungen 
vorliegen,  welche  die  Aufstellung  von  n  Gleichungen  gestatten, 
aus  denen  sich  a ,  ß  ,  .  .  .  berechnen  lassen  (wenn  also  z.  B. 
vorgeschrieben  ist,  dass  die  Näherungsformel  Nj.  6  fehlerfrei 
sein  soll 

I.     für  x  =  0     und     y  =  0, 

n.      „    a:  =  i      „      y  =  h 
ni.       „    a;  =  |       ,       y  =  \). 
Jeder  solchen  Näherungsformel  haftet  der  Fehler 

also 

8)  ^  =  /i(^,y)  — /i(^,y) 

an ;    z.  B.    in   dem  oben  genannten  besonderen  Falle  der  Fehler : 

9)  z  =  }/l  -f  mx^  +  ny^  —  («  +  ß^^  +  YP^)- 

Er  ist  nur  für  diejenigen  Punkte  gleich  Null,  welche  auf 
der  (im  Allgemeinen  doppelt  gekrümmten)  Schnittlinie 
der  beiden  Flächen  liegen ,  die  durch  die  Gleichungen  Nr.  1 
und  3  gekennzeichnet  sind.  Diese  Schnittlinie  zu  untersuchen, 
bietet  Interesse. 

Man  führe  das  hiermit  Angedeutete  für  besondere 
Fälle    vollständig    durch ;    zunächst  etwa  für  den  der  Näherungs- 

10* 
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forrael  Nr.  6.  Man  untersuche  also  Linien  fehlerfreier 
Punkte  für  Näherungsformeln,  welche  in  Bezug  auf  Functionen 
von  zwei  Veränderlichen  gelten ;  und  zwar  führe  man  die  Unter- 
suchung im  Sinne  des  §  34. 

C. 

FLÄCHEN. 

§  38.  Die  ünver&nderliclLkeit  des  Produktes  dreier  positiven 
Variabelen. 

Wenn  ein  Sammelbecken  (Fig.  47  auf  Seite  99)  oder 
irgend  ein  anderer  Raum ,  die  Form  eines  geraden  recht- 
winkligen Parallelepipeds    und   dabei  die  Kantenlängen 

ÄB=^x,    BC=y,    BF=z 
hat,    so    ist    sein    körperlicher    Inhalt   V  ausgedrückt   durch    die 
Gleichung 

1)  V=xyz. 

Es  möge  festgesetzt  werden,  dass  Letzterer  constant  sei; 
etwa  gleich  /c^. 

Dann  besteht  die  Gleichung 

2)  xys:  =  k^ 
oder 

3)  .  =  -*-. 

Sie  stellt,  wenn  Xy  y  und  e  als  rechtwinklige  Coordinaten 
eines  Punktes  P  aufgefasst  werden ,  eine  Fläche  dar  (für  die 
im  Folgenden  nur  positive  x^  y ,  z  in  Betracht  kommen)  und 
bildet  ein  Seitenstück  zu  der  Linie 

4)  xy  =  A^ 

welche  z.  B.  das  Mariotte'sche  oder  Boyle'sche  Gesetz 
ausdrückt.     (Vergl.  §  ,25  des  ersten  Theiles  dieses  Werkes.) 

Die  Gleichung  Nr.  2  gilt  bekanntlich  im  Wesentlichen  auch 
für  das  Volumen  von  vielen  anderen  Körpern  (nicht  nur  für 
das  des  geraden  rechtwinkligen  Parallelepipeds).  Doch  hat  die 
Volumengleichung  nicht  immer  jene  Form. 
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Es  ist  die  durch  die  Gleichung  Nr.  2  bestimmte  Fläche  all- 
gemein aufgefasst  diejenige ,  welche  die  Onveränderlich- 
keit  des  Produktes  dreierVariabelen  darstellt,  und 
zwar  unter  Benutzung  rechtwinkliger  Coordinaten.  (Ganz  so,  wie 
durch  die  gleichseitige  Hyperbel  das  Constantsein  des 
Produktes  von  zwei  Veränderlichen  dargestellt  wird.) 

Für  jene  durch  die  Gleichung  Nr.  2  gekennzeichnete  Fläche 
soll  man  ermitteln : 

I.  die  Art    der  Spuren,    also    derjenigen  geometrischen  Ge- 
bilde,    welche    sie    mit    den    drei    Goordinatenebenen    ge- 
mein hat; 
IL  die  Natur  der  Haupt-Parallelschnitte,  nämlich  der 
Schnitte,  erzeugt  durch  Ebenen,  welche  den  Goordinaten- 
ebenen parallel  liegen; 
m.  die    Gleichung    der    Tangentialebene,    wie    auch    die 
Werthe  derjenigen  Strecken  a,  h  und  c,  welche  letztere  auf 
den  drei  Goordinatenachsen  abschneidet; 
IV.  die  Winkel  Vx,  Vy,  Vg,  welche  die  Normale  der  Fläche 
mit    den    letztgenannten  Achsen   bildet ;    auch   die  Art   der 
Construction  jener  Winkel ; 
V.  die  Gleichungen  der  Normale  und  die  Beträge  der 
Strecken,    welche    die  Normalen-Projectionen    auf   den    Go- 
ordinatenachsen abschneiden. 

Lösung.  *)  I.  Aus  der  Gleichung  Nr.  2  ergiebt  sich :  Die  zu 
untersuchende  Fläche  hat  keine  Spuren.  Sie  schneidet  oder  be- 
rührt die  Goordinatenebenen  nicht ,  nähert  sich  ihnen  aber 
asymptotisch,  wenn  die  x,  y  und  z  ins  Unendliche  wachsen. 
Man  hat  also  mit  einer  asymptotischen  Fläche  dritten 
Grades  zu  thun. 

IL  Jeder  XF-Parallelschnitt,  nämlich  jeder  Flächen- 
schnitt ,  erzeugt  durch  eine  Ebene ,  welche  der  XF-Ebene  in 
dem  Abstände  h\  parallel  liegt,  hat,  laut  Nr.  2,  die  Gleichung 

o)  xy  =  -:^-' 


*)  Das  hier  unter  i — V  Folgende  wird  in  den  nächsten  Abschnitten 
vielfach  angewendet. 
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Er    ist    also    eine    gleichseitige    Hyperbel    mit    den 

Scheitelcoordinaten  f/  t-  oder,    was    auf  Dasselbe    hinauskommt, 

1/2  A« 
mit  den  Halbachsenlängen  ¥  -r—  • 

Dasselbe  gilt,  im  Wesentlichen,  für  die  X Z-  und  YZ-Par- 
allelschnitte,  nämlich  für  die  Flächenschnitte,  welche  erzeugt 
werden  durch  Ebenen,  die  den  beiden  verticalen  Coordinaten- 
ebenen  parallel  liegen. 

Es  haben  jene  Schnitte  die  Gleichungen 

6)  x,=  ^ 
und 

7)  pe=j^, 

wenn  mit  Ji^  der  Abstand  von  der  XZ-Ebene  bezeichnet  wird, 
mit  Äs   der  von  der   FZ-Ebene. 

Da  alle  diese  Schnitte  gleichseitige  Hyperbeln  sind  und  die 
Gleichung  Nr.  2  vom  dritten  Grade  ist,  so  hat  man  Berech- 
tigung ,  die  Fläche  eine  gleichseitige  Hyperbelfläche 
dritten  Grades  zu  nennen ;  oder  eine  gleichseitige 
cubische  Hyperbclfläche. 

Anmerkung.  Wegen  der  nahen  Verwandtschaft,  die  zwischen 
der  gleichseitigen  Hyperbel  und  dem  Kreise  besteht,  hat  diese 
gleichseitige  cubische  Hyperbelflächo  nahe  Beziehung  zur 
Kugelfläche. 

Man  unterlasse  nicht,  eine  Zeichnung  jener  Hyperbelfläche 
zu  geben.  Es  hat  keine  Schwierigkeiten,  wenn  die  Fläche  ab- 
gebrochen dargestellt  wird,  also  die  drei  durch  Nr.  5,  6  und  7 
bestimmten  Schnittlinien  abgebrochen  gezeichnet  werden. 

UI.  Hat  eine  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  be- 
zogene Fläche  die  Gleichung 

8)  e=f{x,y) 

und  werden  die  Coordinaten  des  allgemeinen  Punktes  ihrer  Tan- 
gentialebene mit  I ,  r^  und  Z  bezeichnet ,  so  kommt  der 
letzteren  bekanntlich  die  Gleichung 
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9)         (I— )^+('J-y)|j-a^— )  =  0 

zu.*) 

Aaa  Nt.  3  aber  folgt,  daas  f&r  ansere  FISche 

ÖX  X  ' 

ferner,  dass 

11)  ^  =  -"- 

Demzufolge  lautet  die  Gleichung  der  die  Fläche  berührenden  Ebene: 

12)  1-1-1  +  1  =  3. 

^      y      ^ 

Mithin  bildet  diese  Tangentialebene  auf  den  drei  Coordinaten- 
achsen  die  Abschnitte 

13)  rt  =  3x, 

14)  &  =  3y, 

15)  c  =  3jef. 

Anmerkungen.  Sonach  ist  jene  Berührende  leicht  zu  con- 
struiren.  Man  kennt  (durch  Nr.  13—15)  die  Lage  ihrer  drei 
Spuren. 

Ferner  lässt  sich  —  was  nicht  ganz  unbeachtet  bleiben  möge  — 
aus  den  für  die  Achsenabschnitte  (a,  6,  c)  gefundenen  Werthen 
leicht  ableiten: 

a.  der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  drei  Coordinatenebenen 

liegenden  Theiles  der  berührenden  Ebene; 
p.  das  Volumen  derjenigen  Pyramide,  welche  die  letztgenannte 

Ebene  mit  den  drei  erstgenannten  bildet; 
y.  der  Oberflächeninhalt  dieser  Pyramide; 
cf.  die  Bemerkung,  dass  das  Produkt  der  drei  Achsenabschnitte 
(er,  6,  c)  constant  ist,  nämlich  gleich  27  fc*; 
u.  8.  w. 
Für  die  Flächenstelle 

16)  x  =  y  =  ^  =  Ä:, 

welche  der  Scheitel  heissen  möge,  hat  man,  gemäss  Nr.  13 — 15: 

17)  a  =  6  =  c  =  3^-, 

was    besondere    Beachtung    verdient.     Es    empfiehlt    sich,    diesen 


*)  Hierüber,  wie  auch  bezüglich  der  anderen  Sätze  der  Differential- 
rechnung, welche  im  Abschnitt  C,  nämlich  in  den  §§  .38—42,  benutzt 
werden,  söhe  man,  wenn  nöthig.  Seh lö milch,  Gompendium  der 
höheren  Analysis,  Bd.  I,  g  27  und  28. 
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Scheitelpunkt  in  die  am  Schlüsse  von  II  angeregte  Zeichnung 
einzutragen;  desgleichen  die  drei  Schnittlinien,  welche  erzeugt 
werden  durch  Ebenen,  die  ihn  enthalten  und  den  drei  Coordinaten- 
ebenen  parallel  sind. 

IV.  Unter  der  Normale  der  Fläche  von  der  Gleichung 
Nr.  8  versteht  man  bekanntlich  die  Gerade,  welche  durch  den 
Berührungspunkt  geht  und  auf  der  Tangentialebene  senkrecht 
steht.  Ihre  Richtungswinkel  v^r,  v^  und  Vg  (also  die  Winkel, 
welche  die  Normale  mit  den  Coordinatenachsen  bildet)  sind  be- 
kanntlich bestimmt  durch  die  Gleichungen 

dx 


18)  C0S»':r  =  


V'Ö'+i^) 


2 

+  1 


19)  cos  Vf  =  ■ 


dl 


K")*+(r,)'  +  . 


20)  cos  n  =  +  ^^=..;  ^^  ^  — T"=---  •  *> 


>/(^)'+(:-:)"+' 


Man  hat  also ,    gemäss  Nr.  10  und  11,  für  unseren  Fall : 

21)  cos  l'j.  =  "jT^  I 

22)  COSV,:=j^^ 

xy 

23)  cos  Vi  =  -^  » 

wobei : 

24)  W  =  V{xy)^-  (xsi) M-  iy'^Y' 

Nr.  21  ist  aus  x^  y  und  z  construirbar  (als  anliegende 
Kathete  dividirt  durch  Hypotenuse)  in  der  Form 

y 

25)  CO%Vjr=      -— _=-    — -" .     — r=-_- 

oder : 


*)  Siehe  die  am  Fusse  der  Seite  151  stehende  Bemerkung. 
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26)  cos  V, 


v^'+^'+i^y 


y 

Ebenso  lässt  sich  Nr.  22  construiren  in  der  Form: 


27)  cos  Vy  = 


|/»'+"+(v')* 


oder: 


X 

28)  cos  v^  =  — -j-  -  - 

29)  cQ^Vg=^ 


Endlich  kann  Nr.  23  in  der  Form 

X 

8 


K--+''-r(v) 


oder 

30)  cos  V,  ■■ 


y 
y 


y;-+..+(^')" 


dureh  Constrnction  erhalten  werden. 

Anmerkung.    Für  die  am  Schlüsse  von  III  bereits  genannte 
Flächenstelle 

liefern  die  vorstehenden  Gleichungen 

31)  cos  rr  =  cos  Vy  =  COS  Vx  =  --=.  • 

Die  Scheitelnormale  bildet  daher  mit  jeder  der  drei  Coordi- 
natenachsen  den  Winkel 

32)  V  =  arc  cos  —  =  arc  tan  ]/2, 

V3 

welcher  bekanntlich  sehr  leicht  construirt  werden  kann. 
Es  ist 

33)  v:i=54"44'8". 

(Man  vergleiche  Theil  I,  S.  52,   wo  der  Gomplementwinkel  be- 
züglich einer  Beleuchtungsaufgabe  vorkommt.) 

V.  Die  Gleichungen  der  Normale  (nämlich  die  ihrer 
drei  Projectionen)  lassen  sich  folgendermassen  finden : 

Nennt   man   die    Goordinaten    des    allgemeinen   Punktes    der 
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Normale  m,  v,  w,  bezeichnet  man  ferner  die  Normalenstrecke, 
welche  von  diesem  Punkte  bis  zum  Berührungspunkte  (x,  y,  js) 
liegt,  mit  s,  so  gelten  zunächst  die  Gleichungen  : 

34)  u  —  x  =  scosVx^ 

35)  V  —  y  =  s  cos  Vg , 

36)  W  —  B  =  SC09Vt. 

Mithin    hat  die  XZ-Projection  der  Normale  die  Gleichung : 

U X  cos  Vje 

— ) 

w  —  ß        cos  Vz 

also,  gemäss  Nr.  18  und  20 : 

dz 

37)  u  —  x  =  —  ^{w  —  g). 

Ferner  folgt  aus  Nr.  35  und  36,  dass  der  YZ-Pr  oj  ection 
der  Normale  die  Gleichung 

3.8)  v-y=-^^^{w-'Z) 

zukommt. 

Durch  Nr.  37  und  38  ist  auch  die  Gleichung  der  X  I''-  P  r  o  - 
j  e  c  t  i  0  n  der  Normale  bekannt,  nämlich : 

39)  '^1=1-^=  +  -^^^-. 
V  —  y  dz 

Gemäss  Nr.  37,  38,  39,  10  und  11  lauten  also  für  unsere 
Fläche  die  Gleichungen  der  drei  Projectionen  der  Normale: 

40)  x{u  —  x)==z{t4)  -  z\ 

41)  y{^-y)  =z{w-'Z), 

42)  x{u-  x)=y{v  -  y); 
oder,  zusammengezogen : 

43)  x(ti  —  x)  =  y  {v  —  y)  =  z(w  —  z). 
Nr.  40  lässt  sich  umformen  in 

Mithin  haben  für  die  XZ-Projection  die  Achsenabschnitte  die 
(leicht  aus  x  und  z  construirbaren)  Werthe 
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0^  —  X^ 


X 


■x^ 


h 

=+r. 

y 

z[ 

y' 

— 

z'- 

c» 

Z 

46)  C  =  - 

Ferner  folgt  aus  Nr.  41 : 

Es    bildet    also    die   FZ- Projection    der  Normale  auf  den  Achsen 
der  y  und  z  beziehungsweise  die  Abschnitte : 

48) 

49) 

welche  leicht  aus  y  und  z  construirt  werden  können. 

Anmerkungen.  Für  den  am  Schlüsse  von  III  genannten 
Scheitel  der  Fläche  (siehe  Gleichung  Nr.  16)  gehen  die  in  Nr.  45, 
46,  48  und  49  stehenden  Worthe  in  Null  über.  Dies  kann  durch 
die  Anschauung  sofort  bestätigt  werden. 

Femer  lauten  für  jenen  Scheitel  die  Gleichungen  Nr.  40 — 42: 
50)  tt  =  w,    r  =  lü,    tt  =  t% 

was  ebenfalls  durch  die  Anschauung  Bestätigung  findet.  — 

Zum  Schlüsse  werde  hiermit  angeregt:  für  die  Fläche   von 
der  Gleichung  Nr.  2  die  Erümmungsverhältnisse  zu  unter- 
suchen; insbesondere,  ob  sie   einen  Kreispunkt  hat,  also  eine 
Stelle,  an  welcher  jeder  Normalschnitt  dieselbe  Krümmung  be- 
sitzt.    Hierüber  sehe  man: 
I.  Schlömilch,  Compendium  u.  s.  w.«  Band  I,  §  28. 
II.  Schlömilch,  üebungsbuch  u.  s.  w.,  Theil  I,  S.  126,  Nr.  7. 
III.  Sohncke-Amstein,  Sammlung  von  Aufgaben  u.  s.  w.,  Theil  I, 
Seite  242,  Nr.  86  der  4.  Auflage. 

Femer   möge   für  tiefer   gehende  Untersuchungen  der  Fläche 
(von  der  Gleichung  Nr.  2)  Beachtung  finden: 
lY.  Die  im  Literaturverzeichniss  genannte  Arbeit  von  B.  Meth  (welche 
auf  Seite  206  des  19.  Jahrganges  der  Zeitschrift  für  mathe- 
matischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht  be- 
sprochen ist). 
V.  Zeitschrift  für  physikalische  Chemie,  Band  I,  S.  491  u.  492, 
unter  V.     (Theil  einer  Abhandlung  von  J.  H.  van't  Hoff.) 
VI.  Hoppe,  Principien  der  Flächentheorie,  §  58  der  2.  Auflage. 
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§  39.  Fl&Ghen,  welehe  Hessnngsergebnisse  darstellen. 

A. 

Ein  Hyperboloid. 
Von    irgend    drei    veränderlichen  Grössen  x,    y  und  z  möge 
bekannt    sein    (oder    angenommen  werden),    dass    zwischen    ihnen 
eine,  nicht  näher  bekannte,  Beziehung  ersten  oder  zweiten 
Grades,  nämlich  ein  Zusammenhang  von  der  Form 

1)  Ax^  j^By^-f-Cz^ 

+  I)xy\-ExZ'\'Fyz 
-\-Ox    -{-Hy  -YJz 

bestehe.  Man  hat  durch  Messungen  und  durch  Auflösung  der 
hierdurch  gewonnenen  Gleichungen  (siehe  die  §§  21  und  42 
des  I.  Theiles  dieses  Werkes)  erfahren,  dass 

A  =  1,20, 

B  =  0,09, 

C=  — 3,12, 

ä:=  — 0,14 

ist ,  die  übrigen  sechs  Coefficienten  der  Gleichung  Nr.  1  aber 
gleich  Null  sind. 

Es  besteht  also  die  Beziehung 
3)  1,20  x^  +  0,09  y  ^  -  3,12  0^  -  0,14  =  0. 

Nun  soll  ermittelt  werden : 
I.  durch    was    für    eine  Fläche    diese  Gleichung  Nr.  3  dar- 
gestellt   wird,    wenn    man    die  Veränderlichen    x,  y,  z  als 
rechtwinklige  Coordinaten  auffasst ; 
11.  wie  die  Gleichung  der  Tangentialebene  dieser  Fläche 
lautet   und  welche  Abschnitte  jene  Ebene  auf  den  drei  Co- 
ordinatenachsen  bildet ; 
III.  welche  Winkel  Vj^,  v^,  i'g  die  Normale  der  Fläche  mit 
den  letztgenannten  Achsen  einschliesst  und  wie  diese  Winkel 
sich  construiren  lassen. 

Andeutungen    zur    Lösung:    I.    Die    Gleichung  Nr.  3 
hat  die  Form 


2) 


2         «a        gi 


4)  ^.-+L->-=l 
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Es  ist  die  gesachte  Fläche  mithin  ein  einschaliges  drei- 
achsiges Hyperboloid.  Ihr  Mittelpunkt  liegt  im  Co- 
ordinatenanfange ;  ihre  Achsenrichtongen  fallen  mit  denen  des 
Coordinatensystems  zusammen ;  die  Längen  der  Halbachsen  haben, 
laut  Nr.  3  und  4,  die  Werthe : 

,  =  j/§  =  0,3., 


')  ->/^  =  «." 


3,12 
xmd  zwar  auf  zwei  Decimalstellen  abgerundet. 

Anmerkung.    Man   zeichne  unter  Benutzung  dieser  Zahlen 
mindestens  einen  Octanten  der  Fläche. 

n.    Wird    die    Flächengleichung    zunächst    in    der    allge- 
meinen Form  Nr.  4  benutzt,  so  ergiebt  sich : 

dg  ^c^x 
^  Vx      a^si 

and 

Gemäss  §  38,  HL,    hat    also    die  Tangentialebene  die 
Gleichung 


10) 

X 

1  + 

1^^-^^=^ 

und  schneidet  auf  den  drei  Coordinatenachsen  die  Strecken 

11) 

X 

12) 

y  ' 

13) 

c* 

8 

ab ,    welche    sich  aus  a,  6,  c,  x^  y  und  z  leicht  construiren 
lassen. 

Für  den  durch  die  Gleichung  Nr.  3  gegebenen  besonderen 
Fall  von  Nr.  4  sind  die  bezüglich  der  Halbachsenlängen  geltenden 
Werthe  Nr.  5—7  in  Nr.  8 — 13  einzusetzen. 
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III.  Die  Winkel  Vg,  v^  und  Vt,  welche  die  Normale  der 
durch  die  Gleichung  Nr.  4  gekennzeichneten  Fläche  mit  den  drei 
Coordinatenachsen  bildet,  sind  (gemäss  §  38,  IV)  bestimmt  durch : 

SR 

14)  cos  Vs  =  —  ^^ . 

15)  cosv,  =  — ^,^, 

16)  cos  Vt^  -\- 


c^W 


wobei 


ist. 

Nr.  14  kann  in  der  Form 

X 


18)  COSV;c=     — 


v-+m+m 


durch    Benutzung    ähnlicher    und    rechtwinkliger    Dreiecke    con- 
struirt  werden.    Das  Entsprechende  gilt  für  Nr.  15  und  16. 

Bezüglich  des  besonderen  Falles  (Gleichung  Nr.  4)  haben, 
was  die  Halbachsenlängen  a,  h  und  c  anlangt,  in  Nr.  14 — 18 
wieder  die  Zahlenwerthe  Nr.  5  —  7  Giltigkeit. 

B. 
Drei  Mittelwerthflächen. 
Durch  geeignete  Messungen  (man  vergleiche  den  Anfang 
des  Abschnittes  A  dieses  Paragraphen  Nr.  39)  möge  gefunden 
worden  sein ,  dass  eine  Grösse  z  in  einem  ersten  Falle  das 
arithmetische  Mittel  zweier  veränderlichen,  stets  positiven 
Grössen  x  und  y  ist ,  in  einem  zweiten  Falle  das  geome- 
trische Mittel,  in  einem  dritten  das  harmonische. 

Die  auf  Grund  von  Messungsergebnissen  durchgeführte  Rech- 
nung möge  nämlich  bezüglich  der  Vorzahlen  (Coefficienten)  der 
Gleichung  Nr.  1  ergeben  haben: 

für  den  I.  Fall :    6?  =  0,5  ;      Ji  =  0,5  ;     J  =  -  1 ; 
,       ,    n.      ,         C=l;         D  =  — 1; 
,      ,in.      „       D  =  -2;    JB=1;        F=\', 
und  in  jedem  der  drei  Fälle  alle  übrigen  Vorzahlen  gleich  Null. 
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Man  fasse  die  Variabelen  x^  y  and  g  als  rechtwinklige 
Coordinaten  auf ,  nenne  zunächst  die  Gleichungen  der 
drei  Flächen,  welche  die  genannten  drei  Gesetze  ausdrücken,  und 
untersuche  dann  jene  Flächen  in  der  durch  §  38  angegebenen 
Weise  (soweit  es  einer  Untersuchung  überhaupt  bedarf). 

Andeutungen  zur  Lösung.  Die  erste  Fläche  hat  die 
Gleichung 

die  zweite  die  Gleichung : 

20)  z=\/^y\ 
die  dritte: 

21)  .  =  -^; 

u.  s.  w. 

§  40.   TragkraMäcIien  für  Balken.*) 

A. 
Für    die  Tragkraft  P  eines  Balkens  mit  rechteckigem  Quer- 
schnitt gilt  die  Gleichung : 

wobei  b,  %,  l  und  T  die  auf  S.  125  angegebene  Bedeutung  haben. 
Ist  die  Länge  l  constant,  so  können  die  Werthe  der 
Tragkraft  P  angesehen  werden  als  die  0  einer  auf  ein  recht- 
winkliges System  bezogenen  Fläche ,  deren  x  die  Breiten  h  und 
deren  y  die  Höhen  h  des  Balkens  sind. 

Man  berechne  für  diese  Tragkraft  fläche,  welche  die 
Gleichung 

2)  z  =  hxy^ 
oder 

3)  P  =  ^^k^ 

hat,  nach  Anleitung  des  §38  die  Gleichung  der  Tangen- 


*)  Siehe  §  29,  Abschnitt  B. 
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tialebene,  die  Werthe  der  Richtungswinkel  der  Nor- 
mal e  u*  s.  w.  Dabei  gebe  man  für  das  Gefundene  wenigstens 
theilweise  durch  Zeichnung  eine  Darstellung. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Es  fuhren  die  im  §  38 
genannten  Sätze  der  Differentialrechnung  zu  dem  Gesuchten,  so- 
bald in  die  betreffenden  Gleichungen  die  Werthe  der  aus  Nr.  2 
(oder  3)  folgenden  Differentialquotienten  eingeführt  werden.  So 
ergiebt  sich  z.  B. 

'  2x  ^    y       20 

als  Gleichung  der  Tangentialebene  (wobei  |,  t]  und  ^ 
die  Coordinaten  des  allgemeinen  Punktes  der  letzteren  sind). 

Diese  berührende  Ebene  schneidet  hiernach  auf  den  Achsen 
der  X,  y  und  z  die  Strecken  2  a?,  y  und  —  2  z  ab,  ist  also  leicht 
construir  bar. 

B. 
Wird    angenommen,    dass    Breite,  Höhe  und  Länge  (6,  Ä,  T) 
des  Balkens  veränderlich  sind,  hingegen  das  Volumen 

5)  V=hhl 

constant  ist  (also  auch  die  Materialmenge  constant),  so  geht 
die  Gleichung  Nr.  1  über  in : 


6) 

P=/^-6U.. 

Setzt  man  also 

') . 

T 

SO  lautet  für  diesen  Fall  die  Gleichung  der  Tragkraft- 
fläche: 

8)  z  =  cx^y\ 

wobei  x^  y  und  z  (die  Coordinaten  des  allgemeinen  Flächen- 
punktes) die  in  dem  Abschnitte  A  genannte  Bedeutung  haben, 
nämlich  x  die  Breite  des  Balkens  bezeichnet,  y  die  Höhe,  z  die 
Tragkraft. 

Auch    für    diese    Fläche    möge    die   Berechnung  Desjenigen 
angeregt  sein,  was  unter  A  verlangt  wurde. 
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§  41.  Drei  Gleicligewlclitsanfgabeii. 
A. 

Eine  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogene  voll- 
kommen starre  Ebene,  möge  auf  allen  drei  Achsen  die  Strecke  a 
abschneiden.  Ein  schwerer  Punkt  P,  von  der  Masse  1 , .  soll  auf 
jener  Ebene  beweglich  sein.  Ausser  der  Schwere  (welche  in  der 
Richtung  der  negativen  z  thätig  ist)  mögen  auf  den  Punkt  zwei 
Kräfte  U  und  V  wirken ;  die  erstgenannte  im  Sinne  der  positiven 
X,  die  letztgenannte  in  dem  der  positiven  y.  Dabei  soll  U  pro- 
f)ortional  x,  V  proportional  y  sein ;  beide  Kräfte  aber  sollen  für 
jc  =  y  =  1   die  Intensität  A  haben. 

Man  berechne,  an  welcher  Stelle  der  Ebene  sich  der  Punkt  P 
im  Gleichgewichte  befindet. 

Lösung.  Hat  die  starre  Fläche,  auf  welcher  der  Punkt  P 
beweglich  ist,  bezüglich  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
die  Gleichung 

1)  ^  =  fi^,y) 

und  wirken  auf  ihn  die  Kräfte  U,  V,  W  im  Sinne  der  positiven 
Achsen,  so  findet  bekanntlich  (siehe  Theil  I,  §  45)  Gleich- 
gewicht statt,  wenn  die  Bedingungen 

2)  rr+  W  ,^f  =  0 


dx 


und 


3)  V+Wt^  =  0 

by 

erfüllt  sind. 

Nachdem    man    in    diese   Gleichungen    das    für    unseren  Fall 

Geltende  eingeführt  und  dabei,  wie  üblich,  die  Beschleunigung  der 

Schwere  mit  g  bezeichnet  hat,  ergeben  sich  die  Werthe 

und 

Aa^2g 

5)  z=        ^ 

als  Coordinaten  der  Gleichgewichtsstelle. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  InfiniteBlmalrechnunK.    Th.  III.  11 
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B. 

Die  Ebene,  auf  welcher  der  vorher  (unter  A)  genannte 
schwere  Punkt  P  verschiebbar  ist ,  möge  jetzt  allgemeiner 
liegend  gedacht  sein,  nämlich  so,  dass  sie  auf  den  drei  Coordi- 
natenachsen  die  Strecken  a,  b  und  c  abschneidet. 

Es  seien  diejenigen  Kräfte  U  und  V  zu  berechnen,  welche 
im  Sinne  der  positiven  x  und  y  auf  den  Punkt  P  wirken  müssen, 
wenn  er  auf  der  bezeichneten  Ebene  überall  im  Gleichgewichte 
sein  soll. 

Lösung.     Die  Gleichungen  Nr.  2  und  3  geben : 

6)  ü  =  -^, 

und 

7)  F=-|,. 

Es  müssen  sich  also  die  Kräfte  U,  V  und  W  wie  die  re- 
ciproken  Werthe  der  Strecken  a,  b  und  c  verhalten,  wenn  der 
Punkt  P  an  allen  Stellen  der  vorgeschriebenen  Ebene  im  Gleich- 
gewichte sein  soll. 

C. 

Parallel  zu  den  Achsen  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  mögen  drei  Kräfte  Z7,  F,  W  wirken,  welche  den  Strecken 
X,  y,  z  proportional  sind  und  für  die  Einheitswerthe  der  letzteren 
beziehungsweise  die  Beträge  A,  B,   C  haben. 

Man  soll  berechnen,  auf  welcher  starren  Fläche  ein  Punkt 
überall  im  Gleichgewichte  sein  wird ,  wenn  auf  ihn  nur  jene 
drei  Kräfte  einwirken. 

Lösung.     Gemäss  Nr.   2   und  3    müssen    die    Bedingungen 


8) 

Ax  i-  Cz  ^^  =  0 
ox 

und 

9) 

By  +  Cz'^^  =  0 

erfüllt    sein. 

Dies    ist    der  Fall ,    wenn    die  gesachte  Fläche  die 

Gleichung 

10) 

Ax-'-\-Btß^-Cz-'  =  I> 

hat. 
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Mithin  befindet  sich  der  bewegliche  Punkt  auf  allen  den 
Ellipsoiden  im  Gleichgewichte ,  deren  Mittelpunkte  im  Co- 
ordinatenanfange  liegen,  deren  Achsenrichtungen  mit  denen  des 
Coordinatensystems    zusammenfallen    und   deren  Halbachsenlängcn 

sich  wie   —7^-.  :  — p^  :  —-f=i   verhalten. 

VA   Vb  Vc 

§  42.  Anregnngen  nnd  Anmerkaiigen  in  Bezug  auf  Fläolieii. 

I. 

•Geometrische  Darstellung  der  Rauminhalte  bausteinförmiger 
Körper  von  gleicher  Oberfläche. 

Haben  bausteinförmige  Körper,  nämlich  gerade  recht- 
winklige Parallelepipede ,  die  Kantenlängen  x^  y  und  jer,  so  gilt 
für  das  Volumen    V  eines  jeden  derselben  die  Gleichung : 

1)  V=^xyz. 

Wird  vorgeschrieben,  dass  sie  alle  den  eonstanten  Ober- 
flächeninhalt S  haben  sollen,  so  besteht  die  Beziehung : 

2)  S=2xy-\-2xe^2yz. 
Es  ist  also  dann 

Daher,  gemäss  Nr.  1  und  3, 

.^  TZ  S—2xy 

^  ^2{x~\-y) 

Man  fasse  nun  die  Veränderlichen  F,  x  und  y  als  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  P  auf.  Dann  stellt  die 
Gleichung  Nr.  4  eine  algebraische  Fläche  vierten 
Grades  dar. 

Dieselbe  untersuche  man  in  der  durch  §  38  bezeichneten 
Weise ,  hierbei  x  und  y  als  die  beiden  Grundrisscoordinaten, 
V  al.s  die  Höhencoordinate  ansehend  und  beachtend,  dass  sie 
alle  drei  nicht  negativ  sein  können. 

II. 

Die    Innenflächen-Inhalte    kastenförmiger    Körper    von 

gleichem    Fassungsraume. 

Wenn  irgend  ein  H  0  h  1  r  a  u  m  ,  z.  B.  ein  S  a  m  m  e  1  b  e  c  k  e  n 
(eine  Grube),    siehe  Fig.  47  auf  Seite  99,  Kastenform  hat 


11" 
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(nämlich  die  Form  eines  geraden  rechtwinkligen  Parallelepipeds) 
und  wenn  seine  Kantenlängen  BA,  BC  und  £2^  beziehungsweise 
mit  x,  y  und  z  bezeichnet  werden,  so  gilt  für  den  Inhalt  S 
seiner  Innenfläche  die  Gleichung : 

o)  S  =  xi/-{-2{xz  +  y2)  =  xy^-2{x-{-  y)  z. 

Ist  der  Fassungsraum 

6)  V  =  xyz 

als  constante  Grösse  vorgeschrieben,  so  verwandelt  sich  Nr.  5  in 

xy 
Man  sehe  nun  die  drei  Grössen  x^  y,  S  als  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  eines  Punktes  an  (x  und  y  als  die  seines  Grundrisses, 
S  als  seine  Höhe  über  der  XI^-Ebene)  und  untersuche  die  dann 
durch  Nr.  7  bestimmte  Fläche  in  der  am  Schlüsse  des  vorstehenden 
Abschnittes  (I)  genannten  Art. 

Anmerkung.    Es  empfiehlt  sich,  hier  den  §  21  zu  beachten. 

III. 

Das  Flächenbild  der  Oberflächeninhalte  raumgleicher 

Pyramiden  dach  er. 

Steht  ein  Pyramidendach  von  der  Höhe  S'S  =  z*) 
über  einem  rechteckförmigen  Grundrisse,  welcher  die 
Seitenlängen  AD  =  x  und  AB  =  y  hat ,  so  gilt  für  den  (aus 
vier  Dreiecken  bestehenden)  Oberflächeninhalt  F  jenes 
Daches  die  Gleichung : 

8)  F=^{yVx^  +"47^  -f-  X  \y'  -\^~4^z^\ 

Ferner  hat  man  bezüglich  des  Dach  Volumens  V  die 
(ileichung : 

9)  V  =  \xyz. 

Für  den  Oberflächeninhalt  F  aller  derartigen  Dächer,  welche 
<las  gleiche  Volumen    V  haben,  gilt  mithin : 

10^     F=  ^  /»/i^FTäeT^     ^^^5*+ 36  v-i 

'  2\  X  -^  y 

Man  behandle  diese  Gleichung  so ,  wie  es  unter  I  und  H 
für  Nr.  4  und  Nr.  7  angeregt  worden  ist.  Auch  beachte  man 
den  Inhalt  des  §  22. 

*)  Siehe  Seite  101,  Fig.  48  (in  welcher  aber  jetzt  AB  CD  als  un- 
gleichseitiges Rechtock  zu  denken  ist,  nicht  als  Quadrat). 
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IV. 

Hügelformen  mit  bekannten  Profilen   und  Isohypsen. 

Gewölbeformen. 

Von  der  Oberfläche  irgend  einer  Erdmasse,  Bergform 
oder  Hügelgestalt  möge  angenommen  werden ,  dass  die 
Gleichungen  der  P  r  of  ile  J.  Jtf  C  und  BNC  (Fig.  69),  welche 
in  zwei  zu  einander  senkrechten  Verticalebenen  XOZ  und 
YOZ  liegen,  bekannt  seien. 

r\g.  6y. 


Ferner  soll  angenommen  werden ,  dass  alle  Ebenen ,  welche 
der  wagerechten  Coordinatenebene  XOY parallel  liegen,  die  Ober- 
fläche jener  Erdmasse  in  Linien  (Isohypsen,  Schichtlinien, 
Niveaucurven)  schneiden,  die  unter  sich  gleichartig  sind 
(z.  B.  Ellipsen)  und  deren  Gleichungsform  man  kenne  oder  leicht 
herzuleiten  vermöge. 

Dann  lässt  sich  im  Allgemeinen  auch  die  Gleichung  der 
Oberfläche  jener  Erdmasse  (z.  B.  Bergform)  angeben  und  mit 
Benutzung  der  erhaltenen  Gleichung  die  Fläche  bezüglich  ihrer 
Tangentialebenen,  Normalen  u.s.w.  im  Sinne  des  §  38 
untersuchen. 

Man  führe  dies  zunächst  durch  für  den  Fall,  dass  die  Profile 
A MC  und  B XC  Ellipsen-  Quadranten  sind  mit  den 
Halbachsenlängen 

OA  =  a,     OB  =  b,     OC=c, 
die  Isohypsen  aber  gerade  Linien  von  der  Art  der  Geraden  A B. 
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Man  ermittele  also  för  diesen  Fall  (in  welchem  die  Fläche 
ABNCM  der  Fig.  69  als  Theil  eines  Tonnengewölbes  auf- 
<;efas8t  werden  kann)  die  zwischen 

OP,  =  x,    P,P'  =  y,    P'P=e 

bestehende  Gleichung  und  behandle  sie  nach  Anleitung  des  §  38. 
Andeutungen    zur    Lösung.     Aus    den    leicht    angeb- 
baren Gleichungen  der  Linien  M'N\  AMC  und  BNC  folgt 

(?  +  f)'  +  (7)'  =  ' 

als  Gleichung  der  Fläche  AB NCM*).  Nun  ist  dieses  Ergebnis» 
so  auszunutzen,  wie  es  im  §  38  bezüglich  der  dortigen  Gleichung 
Nr.  2  geschah. 

V. 

Flächen  als  Darstellung  der  Fehler  von  Näherungsformeln. 
(Man  vergleiche  den  §  28.) 

Wenn  die  Function 

12)  2fi  =  a:-^  +  y2 

innerhalb  der  Grenzen 

13)  i>^>y>o 

durch  eine  andere  Function  von  der  Form 

14)  ^2=a  +  /^^  +  yy 

derartig  ersetzt  werden  soll ,  dass  das  arithmetische  Mittel  aller 
Fohler quadrate  am  kleinsten  wird,  so  ist  bekanntlich 

15)  a  =  -h    ß  =  l    y  =  1l 

zu  nehmen,  mithin 

16)  Z2  =  —  0,4  +  1,2  a:  -f  0,8  2/**) 
also 

17)  x^'  +  y'-  =  —  0,4  +  1,2  x  +  0,8  y. 

Bei    der  Anwendung    dieser  Näherungsformel    hat  der 
Fehler 

18)  Z  =  Zi  —  jSTa, 


♦)  Man  beachte,  dass  auf  dem  angedeuteten  Wege  auch  die  Glei- 
chungen anderer  Gewölbeflächen  oder  Bergformenflächen  ab- 
leitbar sind. 

**)  Näheres  hierüber,  wenn  nöthig:  Schlömilch,  Übungsbuch  zum 
Studium  der  höheren  Analysis,  Th.  II,  S.  258  der  1.  Auflage. 
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welcher  begangen  wird ,  für  alle  gemäss  Nr.  2  überhaupt  zu- 
lässigen X  und  y  den  Werth 

19)  5  =  :r2  4-  y2  _  1^2  rc  —  0,8  y  +  0»4. 

Werden  die  Veränderlichen  x^  y,  £?,  Zx  und  z^  als  recht- 
winklige Coordinaten  aufgefasst,  so  stellen  die  Gleichungen  Nr.  12, 
16,  18  und  19  drei  Flächen  dar. 

Man  untersuche  diese  Flächen  innerhalb  der  durch  Nr.  13 
für  X  und  y  vorgeschriebenen  Grenzen  (so  weit  es  einer  Unter- 
suchung überhaupt  bedarf)  gemäss  §  38.  Auch  gebe  man  die 
nöthigen  geometrischen  Darstellungen. 

Anmerkung.  Dass  f ür  a n d e r o  Näherungsformeln  i m  Wesent- 
lichen auch  Bas  gilt,  was  für  Nr.  17  im  Vorstehenden  gesagt 
wurde,  bedarf  kaum  einer  besonderen  Bemerkung. 

VI. 
Die  Fläche  des  Trägheitsmoments  eines  Punktes. 
Hat    ein    materieller   Punkt    die  Masse  m   und    be- 
findet   er    sich    von    einer  Drehachse   in  dem  Abstände^,    so 
gilt  für  sein  Trägheitsmoment  T bekanntlich  die  Gleichung : 

20)  T=mQK 

Denkt  man  sich  m  und  Q  stetig  veränderlich  und  fasst  T,  m 
und  Q  als  rechtwinklige  Coordinaten  auf,  so  stellt  die  Gleichung 
Nr.  19  eine  Fläche  dar. 

Diese  Trägheitsmomentsfläche  möge  ebenfalls  im 
Sinne  des  §  38  untersucht  werden. 

VII. 
Zwei  Kettenconoide. 
Da  die  S e i  1  c u r v e  oder  gemeine  Kettenlinie  (siehe 
§  25)    für    die  Bauwissenschaft  Interesse    hat,    so    möge  die  An- 
regung zur  Lösung  folgender  Aufgabe  gegeben  sein: 

In  der  XZ-Ebene  eines  rechtwinkligen  räumlichen  Coordi- 
natensystems  ist  eine  Seilcurve  SQ  {Fig.  70)  durch  die  Gleichung 

21)  -o=H^*  ^'^  *) 

gegeben  ;  wobei  Zq  :===  Q  Q,  Xq  =  0  Q\  k=OS. 
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Fig.  70. 


Sie  dreht  sich,  ohne  ihre  Form  hierbei  zu  ändern, 

I.  um  die  Z-Achse, 
II.     „       „     X-Achse 

des  Systems. 

Im    ersten  Falle    beschreibt    sie   eine  Rotationsfläche,  welche 

das   Seilcurvenconoid 
mit    Scheitel     oder    das 

scheitelige    Ketten- 
c  0  n  0  i  d    heissen    möge  ;     im 
zweiten     Falle     eine     Fläche, 
die  das  Seilcurvenconoid 
ohne    Scheitel    oder    das 

scheitellose  Ketten- 
c  o  n  o  i  d  genannt  werden  soll. 

Man  ermittele  zunächst  dio 
Xf^  y^  Gleichungen  dieser  beiden  Flä- 

chen.    Dann    untersuche    man 
in     geeignetem    Umfange     di<» 
Letzteren  in  der  durch  §  38  angegebenen  Weise. 

VIIT. 
Vasenflächen. 

Wer  (nach  Anleitung  des  Abschnittes  A  des  §  27)  Vasen- 
curven-Gleichungen  ermittelt  hat,  der  leite  aus  ihnen  dio 
betreffenden  Vasenflächen-Gleichungen  her,  nämlich  dio 
Gleichungen  derjenigen  ümdrehungsflächen,  für  welche 
die  Vasenlinien  (siehe  Fig.  55  auf  S.  115)  Meridiane  sind. 
Hierauf  untersuche  er,  mittelst  der  gewonnenen  Gleichungen, 
die  Vasonflächen  bezüglich  ihrer  Tangentialebenen,  Nor- 
malen u.  s.  w.   im  Sinne  des  §  38. 

IX. 
Die  Mohr'scho  Kostenfläche  der  Eisenbahnschienen. 

Über  diese  (und  über  zugehörige  Kostencurven)  sehe 
man  die  im  „Literaturverzeichniss"  genannte  (graphische  Dar- 
stellungen   vortheilhaft    ausnutzende)  Abhjindlung   von  0.  Mohr. 
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X. 

Schlussbemerknngen  zum  II.  Capitel. 

A.  In  Bezug  auf  Functionen-Darstelluiigen,  welche 
von  den  gewöhnlichen  sehr  abweichen  (Benutzung  un- 
gleichmässiger  Theilungen,  graphischer  Tabellen  u.  s.  w.)  beachte 
man  die  im  „Literaturverzeichniss"  genannten  Arbeiten  von  R. 
M  e  h  m  k  e  und  d '  0  c  a  g  n  e. 

Auch  einem  Berichte,  welchen  Lampe  bezüglich  der  „Nomo- 
graphi  e"  (Gese  tz-Dar  s  t  el  lu  ng)  von  d'Ocagne  im  Jahr- 
gange 1891  des  „Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik" 
auf  Seite  1251  und  1252  gegeben  hat,  kann  Allgemeines  über 
die  zur  Zeit  benutzbaren  Methoden  zur  Darstellung  von 
Gesetzen  entnommen  werden. 

B.  Naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Diffe- 
rentialrechnung ,  welche  für  die  Studirenden  der  Bauwissen- 
schaft besondere  Beachtung  verdienen ,  findet  man  (das  vor- 
stehende Capitel  II  anlangend)  in  den  §§  21,  22,  24,  25,  28, 
31,  38,  40  und  42—46    des  I.  Theiles  dieses  Werkes. 
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§  43.  Einleitendes. 
A. 

Von  einer  Verändeiiichen  y  möge  bekannt  sein,  dass  sie  der 
natürlichen  Exponentialgrösse  e'  einer  anderen  Variabelen  x  gleich 
ist.     Man  soll  den  Werth  des  Verhältnisses 

X 

1)  v=    ~ 

y 

für  den  Fall 

2)  x  =  co 
berechnen. 

Lösung.     Zunächst  ist,  gemäss  Nr.  1, 

3)  t'x  =   OD   =   -QQ      -> 

also  unbestimmt. 

Bekanntlich    aber    gilt    der  Satz*):    Wenn  das  Verhältniss 

-    ,    für  einen  besonderen  Werth  von  x ,    etwa  für  a;  =  er ,    die 

(p{x) 

vieldeutigen  Formen         oder    ??    annimmt,   so  sind  die  (sonst  ver- 
0 

schiedenen)  Verhältnisse   — —^  und   -,,  z  einander  gleich;  kann 

(f  (a)  ff  (a) 

man  also  - , ,  ,  angeben  oder  ermitteln,  so  kennt  man  auch      ,  v**^- 
ipia)      ^  y(ö)     ' 

Wir  fassen  deshalb  Nr.  1  in  der  Form  -  ,  ^  auf  und  haben  dann : 

if{x) 


*)  Über  die  Ableitung  siehe,  wenn  nöthig:   Schlömilch,  Com- 
l)endium  der  höheren  Analysis,  Bd.  I,  §  31  und  32. 
**)  Man  beacht«  den  Abschnitt  K  dieses  §  43. 
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i) 

r  (X)    1 

<p'{x)       c" 

mithin 

5) 

/;>)  i-=o. 

ff  (co)        00 

Daher  ist 

6) 

»x  =  «  =  0. 

B. 
Es  mögen  ferner  die  (später  gebrauchten)  Werthe  der  Pro- 
dukte 

7)  P  =  af'lx, 

8)  Q  =  nß- 

zu  berechnen  sein ;  und  zwar  P  für  a;  =  0 ,  bei  positivem  n ; 
Q  hingegen  für  n  =  oo  und  für  den  Fall ,  dass  ß  ein  positiver 
echter  Bruch  ist. 

Lösung.  Beide  Werthe  {Fx=o  und  Qn^<x>)  haben  zu- 
nächst die  vieldeutige  Form  0  oo . 

Letztere  lässt  sich  leicht  in  -^  umwandeln.  Nachdem  dies 
geschehen  ist,  giebt  der  unter  A  genannte  Satz  : 

9)  P,_o  =  0 
und 

10)  Q„._^^=0. 

C. 
Zwischen  zwei  Veränderlichen  x  und  y  bestehe  die  Beziehung 

11)  af'  =  (x—l)y-\-l. 
Es  soll  y  berechnet  werden  für  x  =  l. 

Lösung.     Man  hat  zunächst : 

12)  !/.     1=1 

und  findet  sehr  leicht : 

13)  ys    i  =  n. 

D. 
Zur  weiteren  Einübung  im  Auffinden  der  wahren  Werthe  von 


0 

0 
oder  1*   haben ,    sollen    die  nachstehenden  Functionen  yi  bis  y^^ 


Ausdrücken,  welche  die  Formen  ~>  ^,  oo  —  oo,  Ooo,  0^,   oo» 

0 
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für    die    beigesetzten    Beträge    von    x   mittelst    des    unter    A   ge- 
nannten Satzes  berechnet  werden : 
2;8  —  ^8 

a*  —  x^ 

15)  ya  =-----,  für  a;  =  a; 

Va  —  y  X 

V2x  —  x^—V^     . 

16)  y,  =  l -—'^      ,  für  a:=  1  ; 

1  —  yx^ 

18)  «6  = ,  für  ^  =  0  ; 

X 

sin  CLX 
sm  oa: 

^^.  sin  a?  —  cos  x     „  n 

ßf 1 

21)  yg  =  :; ,  für  a;  =  0  ; 

1  —  cos  a; 

22)  y,  =  ^-^i^\  für  a;  =  QO; 

Ix 

25)  y„=J-rJ+?,  für  a;  =  0; 

a-     1  —  a; 


26)  yis  =  |^  Y 


für  x  =  cc: 


+  «-' 

27)  yi4  =  y^a  +  &?  ,  für  a;  =  x  ; 

28)  y,5  =  (tan  x)  '■*     ' ,  für  a:  =  '2- ; 

29)  y,6  =  f"!  —  a; ,  für  a:  =  0. 
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Lösung.     Die   Functionen   yi  bis  y^    (Nr.   14  —  21)    haben 
0 


die  Form 

0  ' 

Der  im 

Abschnitte  A  genannte  Satz  giebt : 

30) 

2^1  =  1 « ; 

31) 

y%  =«10a*)/a; 

32) 

ys  =  V  ; 

33) 

y*  =  a; 

34) 

ys  =  2 ; 

35) 

a 

36) 

y^=--^v 

37) 

^8  =  2. 

Die 

unter 

Nr.  22  und  23  stehenden  Functionen  sind  von  der 

Form  -^- 

Sie  haben  die  Werthe : 

38) 

I^.  =  i; 

and 

39) 

1 

Für 

die  Functionen 

y\i  bis  yi,  (Nr.  24—29)    ergiebt    sich : 

40) 

J/n  = 

=  00—00  =  1; 

41)  yia  =  cx)  0  ==  2  ; 

42)  y,3=oo  =  -^  =— ^--; 

e         2,718  . . .  ' 

43)  yi4  =  Qoo  =  e  =  2,718 . . . ; 

■i4)  y,5z=:oc0=l; 

45)  y,e  =  r  =-=,     -— . 

e  2,718... 

Diese    Beträge    Nr.  40  bis  45    folgen    mittelst    des    in    dem 
Abschnitte    A    genannten    Satzes ,    nachdem    man    die    betreffende 

vieldeutige  Form  in  --  oder  in   g    verwandelt  hat;  letzteres  unter 

Ausnutzung  der  Gleichungen 

46)  -1-  =  ».      1=0 
and 

47)  z  =  d'. 
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E. 
Wenn  zur  Berechnung  des  wahren  Werthes  eines  vieldeutigen 
(unbestimmten)  Ausdrucks  der  unter  A  genannte  Satz  angewendet 
worden  ist  (oder  auch  e  h  e  er  zur  Anwendung  gelangt)  thut  man 
gut,  sich  zu  fragen: 

I.  ob  man  vielleicht  durch  blosse  Umformungen,  auf  ganz 
elementarem  Wege    (nämlich  ohne  Differentialrechnung) 
zum  Ziele  kommen  kann; 
II.  ob    dies    etwa  unter  Benutzung  bekannter  Grenzwerth- 

Gleichungen  möglich  ist;  oder  vielleicht 
ni.  durch  Anwendung  von  Reihen. 

in  Bezug  auf  Nr.  in  sehe  man  das  Capitel  V. 
Was  Nr.  I  und  11  betrifft ,    so  möge  angeregt  sein ,  alle  die 
unter  A  bis  D    vorstehenden  Functionen  einer  Prüfung  zu  unter- 
werfen. 

Als  Umformungen  würden  hierbei  in  Betracht  kommen : 
die  Ausführung  von  Divisionen  (also  auch  das  Ausheben  und 
Streichen  von  F a c t o r e n),  die  Benutzung  goniometrischer 
Formeln  u.  s.  w. 

Von  Grenzwerth-Gleichungen  würden  zu  beachten  sein  : 

sin  d 
48)  Lim  —T—  =  1,  wenn  J  =  0  ; 


49) 
u.   s.  w. 


Lim  —  -\~ —  =   log  ^,  wenn  d=0 


F. 
In  manchen  Fällen  empfiehlt  es  sich,  dem  Ergebnisse  Zahlen- 
beispiele  anzuschliessen ,  welche  zeigen ,  dass  der  betreffende 
Functionswerth  sich  desto  mehr  dem  als  Grenze  ermittelten  Be- 
trage nähert ,  je  näher  man  dem  vorgeschriebenen  Werthe  der 
Unabhängigen  x  kommt.     Ist  z.  B. 

x  =  0 
vorgeschrieben ,    so    wird    man ,    um   jene  Annäherung   zu  zeigen, 
Zahlenrechnungen    für  sehr  kleine  x  (etwa  lif^,  y-öVir»  •  .  •    -) 
durchführen;  wurde 

X  =  €0 
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festgesetzt,  so  wird  man  sehr  grosse  x  (vielleicht:  100,  1000. . .  .) 
für  jene  Zahlenrechnongen  benutzen. 

Es    möge  angeregt  sein,    dies  für  einige  der  unter  A  bis  D 
vorstehenden  Fälle  aaszufuhren. 

§  44.  Der  Fläoheninhalt  zweier  Gewölbe. 
A. 

Das  parabolische  Klostergewölbe. 
Der    Inhalt    S   der    Fläche    CAB   (Fig.    71)    eines    para- 

FlR.  71. 


bolischen    Klostergewölbes     ist    bekanntlich    bestimmt 
durch  die  Gleichung 

wobei 

2)  OA  =  a,     OB  =  b,     OC=c 
die  Dimensionen  des  Gewölbes  sind. 

Welcher  Grenze  nähert  sich  S,  wenn  c  gegen  Null  convergirt  ? 

Lösung.  Zunächst  erscheint  Sc  — o  in  der  unbestimmten 
Form  ^.  Bringt  man  den  im  Abschnitte  A  des  §  43  genannten 
Satz  zur  Anwendung,  so  ergiebt  sich : 

3)  Sc-=o  =  iah. 

Das  wird  durch  die  Anschauung  bestätigt. 


Digitized  by 


Google 


176 


Vieldeutige  Symbole. 


B. 

Das  gedrückte  elliptische  Klostergewölbe. 

I. 

Für  den  Inhalt  S  des  Flächentheiles  CNP  des  gedrückten 

elliptischen  Klostergewölbes  (Fig.  72)  gilt  die  Gleichung 

4)  S  =  -^Ma-—  V{a'^—x^)(a^  —  e^x^) 

Yig.  72. 


Hierbei  sind  die  Wurzeln  eindeutig  positiv  gemeint ;  x  ist  die 
Dimension  OL ,  a  =  O-dL  die  grosse ,  c=  OC  die  kleine  Halb- 
achse   der    Ellipse    CNA ,    6    die    Strecke    AB ,    endlich    e    die 

numerische  Excentricität,  also  das  Verhältniss • 

a 

Es  soll  berechnet  werden ,  welchen  Werth  S  hat ,  wenn  der 
Ellipsenquadrant  CNA  zu  einem  Viertelkreise,  nämlich 
c  zu  a  wird. 

Lösung.     Geht  c  in  a  über,  so  ist 
5)  6  =  0. 

Mithin  nimmt  das  dritte  Glied  des  in  der  Klammer  der  Gleichung 
Nr.  4  befindlichen  Ausdrucks  die  vieldeutige  Form  ooO  an. 
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Setzt 

man 

1 

?  ya^  ■ 

a(l  +  «) 

6) 

-x^-{-ya^  —  e^x\ 

Af) 

s 

tpie) 

SO  wird 

7) 

m  _  0 

rp'iO)        0 

und 

177 


?>'(«)      (1  +  e)  (e  f/o«  — «''  -4-  Va^  —  e^x^)  y'a'-—'s'x'^' 
Demgemäss  ergiebt  sich 

/•'(0)_a  -y^ä^'—x- 


9) 


()P'(0)  a 

Hiermit  aber : 

10)  &  =  «  =  b  {a  ~  Ka^  —  x^)  =&{a  —  /..Y} , 
also 

11)  Sc    a  =  bh, 

wenn  mit  A  die  Strecke  QC  der  Fig.  72   bezeichnet  wird. 

II. 
Weit    einfacher    ist    die  Sache    für  den  Inhalt  der  ganzen 
Gewölbefläche  CNABP,    welcher  F   heissen    soll.      Man   hat   für 
ihn,  was  nachgewiesen  werden  möge,  das  Folgende :  Zunächst, 
laut  Nr.  4, 

12)  F=  labil -\-  ^  7^'  l  l  +  ^1 . 

Daher,  wenn  c  in  a  übergeht,  mithin  a  verschwinch^t : 

13)  -F.=.o  =  -Fc:^«=ia6{l  +  i.1i)- 
Wird  nun 

.    c  «iP(e) 

gesetzt,  80  ist 

mithin 

Fährmann,  Anwendoiigen  d.  Infinitesimalrochnung.    Th.  III.  12 
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qp'Coj 


16)  rr7^;=2, 

folglich 

17)  Fc=a  =  ab, 

also    das  Doppelte    des  Inhaltes    der  überwölbten  Grundrissfläche, 
nämlich  des  Dreiecks  OAB  der  Fig.  72. 

§  45.  Vieldeatigkeit  einer  Grandrissdimension. 

Wenn  ein  Gebäude  die  durch  Fig.  73  angedeutete  Grundriss- 
form  (Rechteck  mit  vier  Vorlagen)  hat  und  man  die  bezüglich  der 

Flg.  73. 


diäter ialersparniss  günstigsten  Dimensionen  AD  =  x  und 
Ali  =  y  desselben  berechnet,  so  ergiebt  sich  für  die  Tiefe  die 
Gleichung 

Dabei  ist  die  Wurzel  eindeutig  positiv  gemeint  und  J  bedeutet 
den  Flächeninhalt  des  Grundrisses.  Ferner  bezeichnet  a  das 
Verhältniss  der  Inhaltesumme  der  an  den  a;-Seiten  stehenden  Vor- 
lagen zu  der  Fläche  x- ;  endlich  ß  dasjenige  der  Inhaltesumme 
der  beiden  anderen  Vorlagen  zu  y-. 

Ks  soll  berechnet  werden,  welchen  Betrag  von  y  die  Gleichung 
Nr.  1   giebt,  wenn  a  und  ß  gleich  Null  sind. 

Lösung.     Zunächst  liefert  die  genannte  Gleichung: 

0 


2) 


ya:^ßz^O  = 


0 


*)  Civilingonieur,  J5d.  25.  S.  1,57,  Gleichung  Nr.  42.  (Abhandlung 
von  Fuhrmann,  ^übor  CicbäiKleformon,  welche  das  Minimum  der  Mauer- 
inasHO  fordern.") 
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Lässt  man  vorerst  nur  a  zu  Null  werden,  so  giebt  sie : 

3)  ya=o  =  ~ {VÄßJ+x^^ -  J^ . 

Das  hat  für 

4)  ß=0 

wieder  den  unbestimmten  Werth  — .     Setzt  man  aber 

.,                         Vijj+l^'-x       f(ß) 
o)  — 


Ni 
J 


f  ( R\ 

berechnet  — ,^  und  ermittelt  es  für  Nr,  4,  so  ergiebt  sich : 

(p(ß) 


6)  y^^ß^^  = 

Anmerkung.   Zufolge  der  Bedeutung  von  a  und /9  wird  dieses 
Ergebniss  der  Rechnung  durch  die  Anschauung  bestätigt. 

§  46.  Der  ErümmungshalbmesBer  der  „Übergangscurve". 

Gemäss  §  24    gilt   für    die  Länge  q    dieses  Halbmessers  die 
Gleichung  : 

8  (7*  :f 

Man    berechne    q    für   den  Fall ,    dass  die  Abscisse  x  ins  Unend- 
liche wächst. 

Lösung.     Laut  Nr.  1  ist 


1/  A  /-»4      I       '»•' 

1)  ^  = 


2)  Q. 


'.r    -  X 


also  zunächst   u  n  b  e  s  t  i  m  m  t.     Wird  aber  auf 

3)  M.  =  Va^'T^' 

(p  {x)  X 

der    im  Abschnittfe  A    des  §  43    genannte    Satz    angewendet ,    so 
ergiebt  sich  : 

4)  p^^^=QO. 

Anmerkung.  Es  kann  dies  auch  sehr  leicht  ohne  Differential- 
rechnung erhalten  worden;  nämlich  durch  blosse  sachgomässe  Um- 
formung der  rechten  Seite  der  Gleichung  Nr.  1.  (Man  sehe  §  43, 
Abschnitt  E;  I.) 

12* 
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§  47.  Anregungen  und  Anmerkungen,  unbestinunte  Ausdrücke 

betreffend. 

A. 
In  die  Lage,  den  Werth  vieldeutiger  Aasdrücke  von  der  Form  — 

berechnen  zu  müssen,  kommt  man  z.  B.  auch  bei  der  Untersuchung 
homogener  elastischer  Spitzkuppeldächer  (ohne  Laternen- 
aufsatz); ferner  bei  der  mathematischen  Behandlung  homogener 
elastischer  Trichterdächer  mit  gekrümmten  Sparren  (Kuppel- 
trichter  däche  r). 

Hierüber  sehe  man :  Heinzcrling,  Eisenhochbau  der  (Gegen- 
wart;  Heft  m,  S.   14  u.   18. 

B. 

Zur  Schaffung  weiterer  Aufgaben,  welche  vieldeutige  Sym- 
bole aus  dem  Gebiete  der  Bauwissenschaft  betreffen ,  kann 
benutzt  werden:  Keck,  Elasticitätslehre  (Hannover,  1893)  Seite 
290  und  325.  Das  hier  auf  Seite  290  Behandelte  betrifft  den 
Druck  eines  überhöhten  Erdkörpers  gegen  eine 
Stützmauer;  das  an  der  zweiten  Stelle  (Seite  325)  Unter- 
suchte bezieht  sich  auf  einen  Sonderfall  der  Hagen'schen 
Druck  curve  für  wagerechte  Belastungslinie.  In 
beiden  Fällen  handelt  es  sich  um  die  Form  ooO. 

C. 
Naturwissenschaftliche  Aufgaben    aus    dem  Gebiete 
der  unbestimmten  Werthe  sehe  man  in  den  §§  47  —  53  des  ersten 
Theiles    dieses  Werkes.     Der    letzte    dieser  Paragraphen    verdient 
wohl  besondere  Beachtung. 


Drnck  von  Oskar  Bonde  In  Altenburg. 
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Capitel  IV. 

MAXIMA  UND  MINIMA. 

(Grrösstwerthe  und  Kleinstwerthe.) 


MAXIMA  UND  MINIMA  DER  FUNCTIONEN  EINER 
VERÄNDERLICHEN. 


§  48.  Einzelne  Aufgaben  fiber  Gebäudeformen.*) 

A. 

Bei  manchen  Gebäuden  handelt  es  sich  in  erster  Linie  darum, 
sie  —  unbeschadet  der  Zweckmässigkeit  und  Festigkeit  —  mög- 
lichst billig  herzustellen.  Diese  Bedingung  tritt  besonders 
dann  in  den  Vordergrund,  wenn  derartige  Gebäude  nicht  einzeln, 
sondern  gleichzeitig  zu  Hunderten  auszuführen  sind,  wie  z.  B.  die 
Wohnhäuser  inArbeitercolonien,  die  Bahnwärter^ 
h  aus  er  u.  s.  w. 

In  solchen  Fällen  ist  es  von  Werth,  zu  erfahren,  wie  man  — 
bei  vorgeschriebener  (oder  gewählter)  Grundform,  Anordnung  der 
Zwischenwände  und  Stärke  der  Mauern  —  die  Abmessungen 
der  Grundrissform  zu  wählen  hat,  damit  bei  unverändertem 
Flächeninhalte  der  letzteren  die  Gesammtmauermasse  am 
kleinsten  werde,  mithin  auch  alle  diejenigen  Kosten  zu  einem 
Minimum,  welche  von  der  Grösse  dieser  Masse  oder  von  dem 
Inhalte    der    abzuputzenden   und  zu  bemalenden  Wandflächen  ab- 


*)  Näheres  üher  Gebäudeformen  findet  man  in  einer  Abhandlung, 
die  vom  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  im  25.  Bande  des  ,Ciyil- 
ingenieurs"  auf  Seite  135 — 174  veröffentlicht  worden  ist.  (Zum  Theil 
auch  im  §  49,  welcher  einen  Theil  jener  Abhandlung  enthält.) 

Fährmann,  Anwendungen  d.  Infinltesimalrechnang.    Th.  III.  13 
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hängen.  Ergiebt  die  Rechnung  Dimensionen ,  welche  in  keiner 
Weise  der  Zweckmässigkeit  und  den  etwa  sonst  noch  zu  nehmenden 
Rücksichten  widersprechen,  so  ist  es  ein  Fehler,  diese  Ab- 
messungen ,  die  wir  kurzweg  die  günstigsten  nennen  wollen, 
unbenutzt  zu  lassen;  ergiebt  sie  aber  solche,  welche  nicht 
unmittelbar  verwendbar  sind,  so  kennt  man  wenigstens  das  Ziel, 
dem  man  zustreben  muss,  so  weit  die  Umstände  es  gestatten. 

Dass  in  manchen  Kreisen  irrthümliche  Ansichten  über 
diesen  Gegenstand  sich  verbreitet  finden,  ist  bekannt.  Er  möge 
im  Folgenden  sowohl  in  der  Form  einzelner  Aufgaben 
(unter  B  —  F),  als  auch  allgemein  (im  §  49)  Behandlung 
finden.  Um  hierbei  möglichste  Einfachheit  zu  erreichen,  setzen 
wir  in  den  §§  48  und  49  freistehende  Gebäude  voraus 
(was  keine  bedeutende  Einschränkung  ist,  weil  die  eingebauten 
leicht  auf  die  freistehenden  zurückgeführt  werden  können)  be- 
trachten auch ,  bis  auf  Weiteres ,  immer  nur  ein  Stockwerk 
derselben  und  zwar  ein  solches  ohne  Dach. 

B. 
Als  erste  der  unter  A  genaomten  Aufgaben  soll  dienen: 
Eine  grosse  Anzahl  möglichst  billig  herzustellender  Gebäude 
(z.  B.  Bahnwärterhäuser)    soll    den    durch  die  Fig.  74  an- 
gegebenen Grundriss  erhalten, 


u 


E 
A 


Flg.  74. 

h 

a 

F 

c 

D 


-X- 


in  welchem  die  Geraden  die 
Mittellinien  der  Mauern 
bedeuten,  EF=  f  der  Front- 
länge X  vorgeschrieben  ist, 
a  ein  Zimmer,  h  eine  Kammer, 
c  einen  Vorplatz  darstellt. 

Um  an  Material  zu  sparen, 
will  man  (so  weit  es  sonstige 
Rücksichten  gestatten)  die  Di- 
mensionen X  und  y  so  wählen. 


dass  bei  vorgeschriebenem  Flächeninhalte 

1)  xy  =  J 

die  Summe  L  der  Längen  aller  Mauermittellinien 
am  kleinsten  wird. 
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I.  Wie  müssen  die  Abmessungen  x  und  y  gewählt  werden 
(ausgedrückt  durch  «7),  damit  jene  Minimum-Bedingung  erfüllt  sei? 

n.  Welchen  Werth  hat  das  imin? 

ni.  Wieviel  Procent  des  imin  setzt  man  zu,  wenn  man  x  =  y 
nimmt,  statt  das  unter  I  gefundene  günstigste  Yerhältniss 
der  Frontlänge  zur  Tiefe  zu  benutzen  ?  Oder,  anders  ausgedrückt, 
wieviel  beträgt  der  durch  die  Gleichung 

2)  N=La:^p  —  Ljain 

definirte  Nachtheil  N,  wenn  x=y  genommen  wird? 

IV.  Was  ergiebt  sich  für  den  besonderen  Fall,  in  welchem 
J  zu  20  Quadratmeter  vorgeschrieben  ist? 

Lösung.     I.    Man  hat,  gemäss  Fig.  74, 

3)  L  =  2x-{-lx-\-dy; 
also,  wegen  Nr.  1, 

Mithin  handelt  es  sich  um  das  Minimum  der  Function 
5)  f(:,)^J^^^£. 

Die  beiden  ersten  Differentialquotienten  dieser  Function  haben  die 
Werthe 

6).  n-)=^--i 


und 

7)  f"{x)  = 


X' 

2J 


X* 

Daher    wird  L   am   kleinsten,    wenn  Nr.  6  gleich  Null  und 
gleichzeitig  Nr.  7  positiv  ist.*)     Das  tritt  ein  für 

x^^  6  ' 
Der    das   Lmin    herbeiführende    „günstigste*^    Betrag    von   X, 
welcher  ^  heissen  möge,  ist  mithin: 
8)  |=J>/57. 


*)  Über  die  Sätze,  welche  bezüglich  der  Maxima  und  Minima  der 
Functionen  einer  Veränderlichen  Giltigkeit  haben,  also  für  den  Ab- 
schnitt A  des  vorliegenden  III.  Capitels  in  Betracht  kommen,  sehe  man, 
wenn  nöthig,  Schlömilch,  Compendium  der  höheren  Analysis,  Bd.  I,  §  38. 

13* 
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Gemäss  Nr.  1  gehört  hierzu  als  » günstigster '^   Werth  von  y,  den 
wir  rj  nennen  wollen: 

9)  rf=iVbJ. 

Laut  Nr.  8  und  9  hat  man: 

"»  4=1 

f]         4 
als    Verhältniss    der    den   Kleinstwerth    von   L    erzeugenden 
Dimensionen.     Dasselbe  ist,    wie  die  Fig.  74  zeigt,  für  die  Bau- 
praxis  ganz  brauchbar. 

n.  Mit  Nr.  8  giebt  Nr.  4  bezüglich  der  gesuchten  Minimal- 
länge der  Summe  aller  Mauermittellinien : 

11)  I^in=^VbJ. 

ni.  Wird  der  Grundriss  quadratisch  genommen  (statt 
in  der  durch  die  Gleichung  Nr.  10  bestimmten  günstigsten  Weise), 
so  hat  der  hiermit  eintretende  durch  Nr.  2  definirte  „Nach- 
theil*  den  Werth 

12)  N=-^l  VI-  V  /5J  =  ^  ^^7^-^  VbJ. 

5  r  5 

Es  ist  also 

13)  N=b(d  VV--  20)  Procent  des  Lmm; 
oder,  auf  vier  Decimalstellen  abgerundet: 

14)  ^=0,0062    Lmin, 

mithin  in  diesem  Falle  sehr  unbedeutend. 

Anmerkung.    Man  vergleiche  jedoch  das  Folgende,  welches 
zum  Theil  sehr  erhebliche  Nachtheile  feststellt. 

IV.  In  dem  durch  die  Aufgabe  genannten  besonderen 
Falle  (J'=20  Quadratmeter)  ergiebt  sich: 

15)  ^=5  Meter, 

16)  ^  =  4       „    , 

17)  Lmin=24        „      , 

18)  N=0,n    „    . 

C. 
Es  sei  nun  die  zweite  Aufgabe  gestellt :  die  im  vorigen  Ab- 
schnitte (B)    ausgesprochenen  Fragen  Nr.  I,   11  und  III  für  den 
Fall  zu  beantworten,  in  welchem  der  Gebäudegrundriss  die  durch 
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die  Fig.  75  dargestellte  Form  hat.  Letajtere  möge  fürArbeiter- 
wohnhäaser  gewählt  sein,  die  (in  sehr  grosser  Anzahl)  wegen 
der  Schaffang   einer  Arbeitercolonie  zu  erbauen  sind.     Die 


Fig.  76. 


a 

c 

d 

h 

e 

t 

F    O 

X — 


Geraden  der  Fig.  75  sollen  (wie  in  Fig.  74)  die  Mittellinien 
der  Mauern  bedeuten.     Es  soll  dabei 

19)  FG  =  ^x,     J)E=\y 

sein ;  ferner  a  ein  Wohnzimmer,  h  ein  Schlafzimmer,  c  eine  Haus- 
flur, d  eine  Werkstätte,  e  die  Küche,  f  eine  Niederlage. 

Die  allgemeinen  Ergebnisse  (I,  11,  DI)  sollen  schliesslich 
auf  den  besonderen  Fall 

20)  J=100  Quadratmeter 
Anwendung  finden. 

Lösung.  L  Die  zu  einem  Minimum  zu  machende  Function  ist : 


21) 


.,  ,        23       .    22   J" 


Demgemäss    ergiebt    sich  (auf  dem  unter  B  genannten  Wege)  als 
die  zu  wählende  »günstigste*  Frontlänge: 

22)  ?  =  1,237  »/J^; 
als  zugehörige  Tiefe: 

23)  IJ  =  0,808  /  J, 

wobei  die  Vorzählen  auf  drei  Decimalstellen  abgerundet  sind. 
Das  Verhältniss 

I 


24) 


=  1,531, 


mithin  nahezu  3:2,    ist    (was  die  Fig.  75  sofort  erkennen  lässt) 
für  die  Praxis  ganz  brauchbar. 
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II.  Die  Werthe  Nr.  22  und  23  geben : 

25)  imin  =  7,111  /J. 

ni.  Bei  der  Benutzung  quadratischen  Grundrisses  ist 
(abgerundet)  der  durch  Nr.  2  •  definirte  Nachtheil 

26)  IV=0,02Lmln, 

beträgt  also  zwei  Procent. 

IV.  Für  den  durch  Nr.  20  bezeichneten  Sonderfall  hat 
man  (wieder  abgerundet) 

27)  §  =  12,37  Meter,     i/  =  8,o8  Meter, 

28)  Lmin  =  71,11  Meter. 

D. 

In  der  Regel  sind  die  Zwischenmauern  der  Gebäude 
weniger  dick  als  dieAussenmauern;  auch  bestehen  sie 
oft  aus  einem  billigeren  Material.  Um  die  in  dieser  Be- 
ziehung nöthigen  Rücksichtnahmen  vorläufig  wenigstens  anzu- 
deuten*), möge  folgende  Aufgabe  gestellt  sein: 

Ein  einstöckiges  Wohnhaus,  für  drei  Arbeiter- 
familien   bestimmt,    soll    den  durch  die  Fig.  76  angedeuteten 


Fig.  76. 
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Grundriss  erhalten,  welcher  nur  die  Mittellinien  der  Mauern 
angiebt    und  in  welchem  a  einen  Vorplatz  mit  Treppe  nach  dem 


*)  Näheres  hierüber  lehrt  der  Abschnitt  B  des  g  49. 
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Bodemaume ,   b  eine  Wohnstube  (zagleich  Küche) ,  c  eine  Schlaf- 
stube, d  eine  Kammer  bedeutet. 

Es  soll 

29)  AE=iXj    GD  =  ix,    JK=\y 

sein.     Die  Dicke  der  Zwischenmauern  soll  im  Mittel  (also  durch- 
schnittlich) —   derjenigen   der   Umfassungsmauern   betragen   und 

das  Material  der  Zwischenmauern   —  des  Werthes  des  Materials 

n 

der  Umfassungsmauern  haben« 

I.    Wie    muss    man  x  und  y  wählen,    wenn  bei  vorgeschrie- 
benem Constanten  Flächeninhalte 

30)  J  =  xy 

die  gesammte  mittelst  der  Faktoren  —  und  —    auf  Dicke  und  Güte 

der  Aussenwände  reducirte  Mauernlänge  L  am  kleinsten 
sein  soll? 

n.    Welche  Werthe   haben   diese   günstigsten  x  und  y,    die 
wieder  ^  und  rj  heissen  mögen,  und  welchen  Werth  hat  ihr  Ver- 

f  12 

hältniss  — ,  für  —  =  — ■  (im  Durchschnitt)   und  w  =  1  ? 

Lösung.     I.    Es  ist,  gemäss  Fig.  76, 

31)  L  =  2a;+(|a:+|a;4-|a;)^-|-2y+(iy+3y)^. 
also 

32)  L  =  — ^ —  (2  (15  wn  4- 13)  a:  +  10  (3  w  w  -f  5)  — |  • 
^  15  mn  l    ^  I        /      I         \  ^     ^  x) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

33)  2(15wn+13)  =  Ci 
und 

34)  10  (3  mn  -f  5)  =  Ca , 
so  ist 

35)  f{x)  =  CiX  +  C2  — 

X 

die  Function,  welche  zu  einem  Minimum  werden  soll. 

Mithin  ergiebt  sich  als   „günstigste"   Frontlänge: 
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36) 


=>/■ 


15  wn4- 


15wn+13 

und  als  zagehörige  Tiefe: 

on\  l/l5mn-f  13 

3^)  '  =  r    15 


J. 


wn  +  25 

1         2 
II.  Für   — =  -T-  und  n  =  1  hat  man : 
m       3 


38) 
39) 

40) 


d.  i.  nahezu  4:3,    mithin,    wie  die  Fig.  76  zeigt,    in  der  Bau- 
praxis  ganz  gut  verwendbar. 

E. 
Ein  Gebäude  soll    die  durch  die  Fig.  77  angegebene  Grund- 
form erhalten;  die  Breite  FG  des  an  das  Rechteck  AB  CD  an- 

Flf.  77. 


-a?- 


stossenden  Rechtecks  EFGC  soll  gleich  ax  sein,  nämlich  ein 
vorgeschriebener  echter  Bruchtheil  der  Dimension  A  D.  Die  Vor- 
sprungtiefe  EF  sei  gleich  6«,  nämlich  als  Bruchtheil  von  FG, 
mithin  auch  als  solcher  von  AJ)  vorgeschrieben. 

I.  Wie  müssen  die  Dimensionen 

AD  =  x    und     AB  =  y 
gewählt  werden,    damit  bei  dem  geforderten  Flächeninhalte  J  = 
ABEFGD  der  Umfang   ü  am  kleinsten  ausfalle? 

n.  Welchen  Werth  hat  das   ü,niii? 
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m.  Dm    wieviel    übertrifft    es    den    Umfang   Ug    des    flächen- 
gleichen Quadrates? 

IV.  Wie  lauten  die  Ergebnisse  für  den  besonderen  Fall 

41)  FG  =  ix,    EF=iFG? 
Lösung.     Da  der  Umfang 

42)  ü=2(^{l+b)x  +  y^ 

ist  und  der  Flächeninhalt 

43)  J  =  a;y4-a6a;^ 
so  hat  man: 

44)  U=2({l  +  b  —  ab)x-{-—y, 
also  in 

45)  /•(a.)  =  (i  +  6_o6)iC  +  4 

X 

die  auf  ihren  Kleinstwerth  herabzudrückende  Function. 
Demgemäss  ergiebt  sich 


46)  ? 


=K= 


+  6(1 -a) 
als  die  zu  wählende  Länge  AD  des  Gebäudes;  und 


47) 


,7  =  (l+6(l-2a))f/- 


+  6(l-o) 
als  die  zu  benutzende  Tiefe  AB. 

Daher  hat  man  in 

^  1 

48) 


7]       1  -(-  6  (1  —  2  a) 
das  „günstigste''  Yerhältniss  der  Dimensionen  x  und  y, 

Anmerkung.  Das  umgeschriebene  Rechteck  AHGD  ist 
mithin,  wenn  f  und  ij  benutzt  werden,  kein  Quadrat;  es  besitzt 
das  Seiten verhältniss 

49)  ^ '—^ 

*^>  AH      1  +  26(1  — a) 

Femer  findet  man: 

50)  [7„,.  =  4  V(l  +  i(l-a))j: 
Endlich : 

51)  üm,„  —  ü,=  {)/T-\-b{l  —  a)  —i)U,. 
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Bezüglich    des    in    der    Aufgabe    genannten    Sonderfalls 
(siehe  Nr.  41)  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 

53)  ümin  =  4,808  J^eT", 

54)  Umln  Ug  =  0,077  üg . 

F. 

Für  das  durch  die  Fig.  78  dargestellte  Eckhaus  sind  der 
(spitze)  Winkel  CDA  =  d   und   der  Flächeninhalt  AB  CD  =  J 

Fig.  78. 


vorgeschrieben    (wobei  BC  parallel  AD,    AB  senkrecht  zvl  BC 
vorausgesetzt  ist). 

I.  Die  Dimensionen  AD=^x  und  DC  =  y  sollen  derartig 
bestimmt  werden,  dass  der  umfang 

55)  ü=AB  +  BC-{'CD-{-DA 
am  kleinsten  ausfällt. 

n.  Das  Verhältniss  dieser  günstigsten  Dimensionen,  welche 
wieder  ^  und  tj  heissen  mögen,  ist  zu  berechnen. 

m.  Der  Minimalumfang  ({7min)  soll  ermittelt  werden. 

IV.  Die  unter  I,  II  und  lü  gefundenen  Ergebnisse  sind  auf 
den  besonderen  Fall 

56)  d  =  90o 
anzuwenden. 
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Lösung.     Die  Fig.  78  lehrt,  dass  der  umfang 

57)  ü=2x  +  {l-rsm3  —  cosd)y 
ist  und  der  Flächeninhalt 

r  «X  -r      2  a;  —  y  cos  d      .    ^ 

58)  J  = -^ y  sm  d. 

Man  hat  also  in 

59)  /^(y)  =  (H-8m<J)y4-^^ 

die  Function,  welche  den  Kleinstwerth  haben  soll. 
Er  tritt  ein,  wenn  y  den  Betrag 


60) 


^     s 


sin  d  (1  -|"  siQ  ^ 
hat.     Zu  ihm  gehört: 

^  V  t  _  /l  +  sii^^  —  Kl  -—  sin  J  /y l4-8in<^H-co8<^  |/j 

""  1/2  sind  ~  /2  sind (1  + sin  J) 

oder,  einfacher  ausgedrückt, 


62)  |  =  l/i±<=««'^ 

^  air 


Sind 

Mithin    ist    das  Verhältniss  der  „ günstigsten **  Dimensionen : 

63)  --  =1(1  +  sin  d  +  cos  S). 
Ferner  hat  man  für  den  Minimalumfang: 

64)  J7min  =  4  V  -T-^  =  4  KJcscd. 

^    sin  o 

Wird  3  zu  einem  rechten  Winkel,  so  geben  die  vorstehenden 
Gleichungen : 

65)  |=^  =  }/7;      üra^u  =  ^VJ. 

Sie  sprechen  dann  also  den  bekannten  Satz  aus,  dass  vonjallen 
den  Rechtecken,  welche  inhaltsgleich  sind ,  das  Quadrat 
den  kleinsten  Umfang  hat.    (Man  vergleiche  Th.  I,  §  54,  A.) 

G. 

Den  im  Vorstehenden,  unter  B  bis  F,  behandelten  fünf  Auf- 
gaben, mögen  folgende  Anmerkungen  beigefügt  werden: 

a)  Es  hat  die  Function,  welche  den  Kleinstwerth  haben  soll, 
in    sämmtlichen    fünf  Fällen  gleiche  Form ,    nämlich  die  Form 
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66)  f{x)  =  ax-] » 

OD 

wobei  mit  a  und  b  positive  Constanten  gemeint  sind.  Man  sehe 
hierüber  die  Gleichungen  Nr.  5,  21,  35,  45  und  59. 

ß)  Auch  beachte  man,  dass  jene  Function  leicht  geo- 
metrisch dargestellt  werden  kann.    (Linie  zweiten  Grades.) 

y)  Wird  geeignet  umgeformt,  nämlich 

67)  aa;  +  |-  =  (aa;-2p/^f/A  +  A)  +  2^^, 
also 

68)  ax  +  A  =  (k^_  J/A)  -1-  2  y'äb 

gesetzt,  so  erhellt,  dass  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  am 
kleinsten  ausfällt,  wenn 

69)  V'ax  —  Y— 
ist,  also  wenn 


70) 

^     a 

Auf  diesem  Wege  ergiebt  sich  also  der  Werth  von  ar, 
welcher  f{x)  zu  einem  Minimum  macht,  ohne  Di£ferentialrechnung. 

§  49.    Allgemeines  über  Gebändeforiueii,  welche  die  kleinste 
Hauermasse  fordern. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  Dargebotene  möge  nun  durch 
das  Nachstehende  erweitert  werden,  welches  allgemeineren 
Inhaltes  ist ,  nämlich  die  Mauermassen  selbst,  nicht  nur 
ihre  Mittellinienlängen  (auf  die  der  §  48  sich  einschränkte) 
behandelt. 

Es  lassen  sich  die  bezüglich  des  Minimums  der  Mauer- 
m  a  s  s  e  eines  Gebäudes  durchzuführenden  Rechnungen  sehr  ver- 
einfachen, wenn  man  Folgendes  beachtet :  Die  Gesammtkosten  der 
für  ein  volles  Stockwerk  vorliegenden  Mauermasse  ergeben  sich, 
wenn  man  für  jede  der  auftretenden  Mauernarten  den  Flächen- 
inhalt des  Grundrisses  derselben  (unter  Nichtbeachtung  der  Grund- 
risse   der  Thüren    und  Fenster)  mit  der  Stockwerkshöhe  und  mit 
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dem  Preise  der  betre£feiiden  cubischen  Einheit  multiplicirt,  hierauf 
alle  diese  Producte  addirt  und  Yon  ihrer  Summe  das  abzieht,  wa» 
von  den  Thüren  und  Fenstern  herrührt.  Bezüglich  der  Dimensionen 
der  beiden  letzteren  darf  vorausgesetzt  werden,  dass  sie  für  das 
betreffende  Gebäude  constante  Grössen  sind.  Dann  aber  muss 
die  Ton  den  Thüren  und  Fenstern  herrührende  (abzuziehende) 
Mauermasse  auch  eine  constante  Grösse  sein,  hat  mithin 
keinen  Einfluss  auf  diejenigen  Abmessungen,  welche  das  Minimum 
der  Gesammtmauermasse  herbeiführen.  Thüren  und  Fenster 
dürfen  hiernach  unberücksichtigt  bleiben,  d.  h. 
man  darf  die  Mauermasse  als  ununterbrochene  in  die 
Rechnung  einführen,  wenn  es  sich  um  Ermittelung  der  „  günstigsten '^ 
Dimensionen  (siehe  §  48,  A)  handelt. 

Da  ferner  die  Stockwerkshöhe  auch  eine  Constante  ist 
(nämlich  als  vorgeschrieben  oder  gewählt  vorausgesetzt  wird),  s  o 
darf  man  die  Mauermasse  von  der  Höhe  1  an  die 
Stelle  derGesammtmasse  treten  lassen;  denn  ist 
letztere  am  kleinsten,  so  muss  es  auch  erstere  sein.  Die  Mauer- 
masse aber  von  der  Höhe  1  darf  man  durch  den  Flächen- 
inhalt des  zugehörigen  Mauerngrundrisses  ersetzen. 

Dass  die  Vereinfachung  der  Rechnung  noch  weiter  geführt 
werden  kann,  wird  später  gezeigt  werden.  —  — 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  möge  das  durch  die 
nachfolgenden  Überschriften  Bezeichnete  zur  Behandlung  kommen. 

Freistehende  Gebäude  mit  rechteckiger  Grundrissform« 

A. 
Ohne  Zwischenmauern. 

a. 
Zurückfohrnng  auf  die  Hittellinien. 

Für  diesen  einfachsten  aller  Fälle  gilt  zunächst  bezüglich 
der  (immer  als  constant  vorausgesetzten)  Mauerstärken 
die  Bemerkung,  dass  sie  auf  das  „günstigste^  x  (siehe  Fig.  79 
auf  Seite  194)  keinen  Einfluss  haben;  auch  dann  nicht, 
wenn  sie  unter  einander  verschieden  sind.  Ist  nämlich  die 
Länge  AD  (=  co)  der  einen  Mittellinie  am  kleinsten,  so  ist  dies 
auch  die  zugehörende  Mauerfläche  EUSG ;  ist  ferner  AB  {=  y) 
am    kleinsten,    so    ist    es    auch    die    zugehörige    Fläche  HLJF^ 
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Beide  Flächen  haben  das  Rechteck  AEA^F  gemeinschaftlich;  der 
Inhalt  des  letzteren  ist  gleich  dem  des  Rechteckes  AGA^H; 
wenn  also  der  halbe,  von  den  Mittellinien  gebildete,  Umfang 
DAB  (=X'-\-y)  am  kleinsten  ist,  so  hat  auch  die  zugehörige 
Fläche  LJAiUSA^  ihren  Minimalwerth.  Ebenso  tritt  mit  dem 
Minimum  von  BCD  (=a?-|-y)  ^^<^^  dasjenige  des  Inhaltes  der 
Fläche  KMC^RTCi  ein.  Die  letztgenannte  Fläche  hat  aber  mit 
der  vorhergenannten  (LJA^ÜSA^)  die  Rechtecke  BJB^K  und 
DT  Dl  U  gemein ;  setzt  man  an  Stelle  dieser  die  ihnen  gleichen 
BLB^My  bezüglich  DBD^S^  so  folgt:  Dem  Minimum  von 
2  {x-\-  y)  entspricht  auch  dasjenige  des  Inhaltes  der 
Mauerfläche  A^B^C^D^A^BiC^D^, 


Fig.  79. 
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Man  braucht  also  die  Mauerdicken  nicht  zu  berücksichtigen, 
darf  vielmehr  an  die  Stelle  der  F 1  ä  c  h  e  n  der  Umfassungsmauern 
die  Längen  der  Mittellinien  derselben  treten  lassen,  wenn 
es  sich  um  Ermittelung  derjenigen  Werthe  der  Dimensionen  x  und  y 
handelt,  welche  das  Minimum  der  Mauermasse  herbeiführen. 

b. 

Die  günstigsten  Dimensionen. 

Wir    setzen    nun    hier    und   im  Folgenden  voraus ,   dass  der 

Inhalt  J  des    von    den  Mittellinien    der    Umfassungsmauern 

gebildeten  Rechteckes  AB  CD  (Fig.  79)  vorgeschrieben  sei  (was 

in  den  meisten  Fällen  der  Praxis  so  sein  wird,    oder  wenigstens 
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so  eingerichtet  werden  kann)  und  haben  (nach  a)  nur  diejenigen 
Werthe  von  x  and  y  zu  berechnen,  welche  den  Umfang  ü  jenes 
Rechtecks  zu  einem  Minimum  machen.     Hierfür  gilt 

1)  TJ=2{x-\'y)  xmii  J=xy\ 

mithin  folgt  der  Satz:  Das  Minimum  der  Gesammt- 
mauermasse  irgend  eines  über  dem  Grundrisse 
Fig.  79  stehenden  Stockwerkes  (mit  beliebig  vielen 
Thür-  und  Fensteröfi&iungen)  liegt  vor,  wenn  das  von  den 
Mittellinien  gebildete  Rechteck  ÄBCD  ein  Quadrat 
ist,  dessen  Seitenlänge  gleich  y^J, 

Der  kleinste  Umfang  des  Mittellinienrechteckes,  welcher  üq 
heissen  möge,  ist 

2)  üg=4tVj. 

c. 
Der  Kachtheil  beim  Abweichen  von  den  günstigsten  Dimensionen. 

Die  9 günstigsten''  Werthe  von  x  und  y  sollen  von  jetzt  an 
^  und  ^  genannt  werden,  wie  im  §  48. 

Nimmt  man  x  nicht  gleich  ^,  sondern  gleich  k^  (wobei  k 
irgend    einen   constanten    echten  oder    unechten  Bruch  bedeutet), 

80  ist  y  =  —  f],  also  das  SeitenveAältniss 

3)  —  =  *=  oder  k  =  y^' 

y  ^  y 

Man  erleidet  dann  bezüglich  der  Vergrösserung  des  Umfanges 
des  Mittellinienrechteckes  einen  Nachtheil,  den  wir  N nennen 
wollen.     Sein  Betrag  ist 

N=  u—  Uq=  2  (k  y"j+ y  Vj^  -  4  VI, 

oder 

mithin 

5)  N=  ^^  ^^  ~  ^^'  Procent  des   U,. 

Weicht  k  nur  wenig  von  1  ab ,  so  ist  dieser  Nachtheil 
nicht    bedeutend :    far  k  =  0,9  (das    Seitenverhältniss   x :  y   mit- 
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hin  81  :  100)  beträgt  er ,  laut  Gleichung  Nr.  5,  nur  0,w  Procent 
des  Uq,  Es  wächst  jedoch  der  Schaden  sehr  schnell ;  für  i  =  0,8 
beträgt  er  schon  2,6  Procent,  für  i  =  0,6  bereits  25  Procent. 

d. 
Die  Naohtheiloorre. 

Sieht  man  in  der  Gleichung  Nr.  4  das  k  als  Abscisse  einer 

ebenen  Curve  an,  welche  auf   rechtwinklige  Coordinaten  bezogen 

N 
wird,  und  -jj-  als  Ordinate,  y,  derselben,  so  ist 

Uq 

(*  —  !)' 

die  Gleichung  einer  Linie,  deren  Ordinatenlänge  angiebt,  welchen 
Bruchtheil  von  Uq  der  Nachtheil  für  irgend  ein  h  beträgt.  Wir 
wollen  diese  Linie  die  Nachtheilcurve  nennen.  Aus  der 
Gleichung  Nr.  6  erkennt  man,  dass  sie  eine  Hyperbel  ist. 
(Näheres  hierüber  unter  B,  d.) 


B. 
Gebäude  mit  Zwischenmauern. 

a. 
Zarückfnhmng  auf  die  Hittellinien. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Zwischenmauern  (des  mit  recht- 
eckiger Grundrissform  auftretenden  Gebäudes)  parallel  zu 
einer  der  Umfassungsmauern  seien;  andere  Fälle  kommen  so 
selten  vor,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  sie  zu  berücksichtigen.  Wir 
setzen  femer  voraus,  dass  jede  Zwischenmauerlänge  angebbar  sei 
entweder  als  constanter  Bruchtheil  der  Frontlänge  oder 
als  solcher  der  Tiefe  des  Gebäudes ;  und  zwar  als  Bruchtheil 
der  Fronte,  wenn  sie  dieser  gleichgerichtet  ist,  hingegen  als 
solcher  der  Tiefe,  wenn  sie  letzterer  parallel  liegt.  Berechtigung 
zu  dieser  Voraussetzung  ist  vorhanden,  weil  sie  in  der  Praxis 
entweder  als  unmittelbar  erfüllt  vorliegt,  oder  sich  doch  ohne 
Schwierigkeiten  erfüllen  lässt. 

Dm  die  Untersuchung  thunlichst  allgemein  zu  führen, 
setzen  wir  ferner  voraus,  dass  die  Zwischenmauern  verschiedene 
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Stärken  s^,  S2,  s^, haben  (während  wir  annehmen,  dass  die 

Umfassungsmauer  durchweg  von  der  Stärke  s  sei).  Wir  verstehen 
weiter  unter  gt,  ffi,  g^,  -  •  -  -  die  Preise  der  cubischen  Einheiten 
der  Materialien  der  bezüglichen  Zwischenmauern,  unter  g  den  des 
Materials  der  Umfassungsmauer  und  nennen  alle  diese  g  kurzweg 
die  Güten  der  Mauern.*)  Endlich  setzen  wir  fest,  dass  der 
Inhalt  J=xy  (Fig.  80)  des  von  den  Mittellinien  der  Um- 
fassungen gebildeten  Rechteckes  vorgeschrieben  sei.  e/,  sämmt- 
liehe  s  und  alle  g  sind  mithin  constante  Grössen. 

Flg.  80. 


Br 


-«?- 


Es  ist  nun  zunächst  von  Werth  zu  erfahren ,  ob  genau 
dasselbe  x,  für  welches  die  (unter  Zurückführung  auf  Stärke  und 
Güte  der  Umfassungen  erhaltene)  Gesammtlänge  L  der  Mittel* 
1  i n i e n  aller  Mauern  am  kleinsten  wird,  auch  das  Minimum 
der  Kosten  für  das  Material  des  Gesammtmauerwerkes 
eines  vollen  Stockwerkes  erzeugt.  In  dieser  Beziehung  gilt 
Folgendes :  Bereits  in  der  Einleitung  (vor  A)  wurde  gezeigt,  dass 
die  Fenster ,  die  Thüren  und  die  Stockwerkshöhe  unbeachtet 
bleiben  dürfen ,  wenn  es  sich  um  Herleitung  desjenigen  Werthes 
von  X  handelt,  welcher  die  Gesammtmauermasse  eines  vollen 
Stockwerkes  am  kleinsten  macht.  Es  fragt  sich  nur  noch ,  ob 
man  (ohne  sich  auf  blosse  Näherungen  einzulassen)  bei  der 
Berechnung  dieses  Werthes  von  x  an  die  Stelle  der  Gesammt- 
kosten  W  des  Materials  der  (ununterbrochenen)  Mauer- 


*)  Die  im  §  48  unter  D  behandelte  Aufgabe  bildet  zu  dem  jetzt 

Folgenden  eine   Einleitung   (wie    überhaupt    der  §  48  grösstentheils 
Einleitung  oder  Vorbereitung  des  §  49  ist). 

Fuhrmann,  Anwendangen  d.  Infinttesimalrechnong.    Th.  III.  14 
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masse  von  der  Höhe  1  diejenige  GesammtlängeL  aller 
Mauermittellinien  treten  lassen  darf,  welche  sich  ergiebt, 
wenn  man  die  Längen  der  Zwischenmauern  auf  die  Stärke  (s) 
und  die  Güte  (g)  der  Aussenmauern  zurückführt.  Folgende  Über- 
legung ertheilt  die  Antwort :    W  besteht  aus 

a)  denjenigen  Kosten,    die  von  den  Umfassungen    herkommen; 

diese  sind  (laut  A,  a)  gleich  2  {x  -{-  y)  $g ; 
ß)  aus    denen ,    welche   von    solchen  Zwischenmauersorten  her- 
rühren,   deren    Gesammtlängen     als    (echte     oder    unechte) 
Bruch theile    von  x   auftreten   (also    dargestellt    sind    durch 
p^x^  p^x^  p^x^  .  .  .),  deren  Stärken  bezüglich  s, ,  Sj,  S3, . .  . 
und  deren  Güten  g^,  t/,,  ^3,  .  .  . ;  endlich 
y)  aus  denjenigen  Kosten,  welche  von  jenen  anderen  Zwischen- 
mauerarten   herkommen ,    deren  Gesammtlängen  Bruchtheile 
von  y   (nämlich  g,y,  q^y,  q^y,  .  .  .)»    deren  Stärken  Sj,  Sg, 
Sj,  .  .  .  .  und   deren  Güten  (/j,  ^j,  ^3,  .  .  .  .  sind. 
Was  unter  ß)  und  y)  genannt  ist,  liefert  zusammen  die  Kosten 
{Pi^s^9i  +  P%xs^g^  -f-Ä^^sfl's  +  •••■)  + 

aiVhQi  +  a%yh9%  +  (izyh9s  + . .  •  0  -  c. 

Dabei  bedeutet  C  eine  Correction,  welche  angebracht  werden 
muss,  weil  unter  Festhaltung  der  beiden  eingeklammerten  Werthe 
alle  die  (in  der  als  Beispiel  dienenden  Fig.  80  schrafBrten)  Stellen 
zweimal  in  Rechnung  gebracht  sind,  in  denen  Zwischenmauern 
auf  Zwischenmauern  oder  auf  Umfassungen  stossen.  Diese  Cor- 
rection C  ist  eine  constante  Grösse,  denn  jeder  ihrer  Theile 
ist  constant ,  weil  er  nur  von  Mauerstärken  und  einem  der  J, 
nicht  aber  von  x  oder  y  abhängt. 

Es  ist  also 

W=  2{X'\'y)sg-\-  {p^s^g^  -\'PtSt9%  +  ....)  ^ 

+  fe^is^i  +  (hh92  + )  y  —  c, 

W=  (2  sg  -]rPi^i9i  +  P%St9%  -f )  ^ 

+  (2  sg  +  q^s.g^  -f  q^s^g^  +  .  .  -  .)y  —  C 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

7)  2  sg  -rViS^g,+P2h9%  -f  •  •  ■  =  ^ 

8)  2sg  +  q^s^g,  +  q^s^g^  +  . . .  =  Äj 
setzt, 


W=Kx  +  K,y—a 
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Wegen  der  Bedingung 

J=xy 
ist  das  so  viel,  wie 

es  haben  daher  die  beiden  ersten  Differentialquotienten  die  Werthe 

'  dx  x^ 

and 

d*W      2K,J 

Da  Letzterer  einen    positiven  Betrag  hat,   so  liegt  (laut 
Gleichung  Nr.  9)  der  Minimalwerth  von  W  vor,  wenn 


11) 


.=!/¥■ 


Dies  ist  das  Ergebniss ,  wenn  man  das  günstigste  x  aus 
dem  W  herleitet. 

Geht  man  hingegen  aus  von  der  auf  Stärke  und  Güte  der 
Umfassungen  zurückgeführten  Gesammtlänge  L  der  Mittellinien 
aller  Mauern,  so  gilt  aus  naheliegenden  Gründen : 

L  =  2{x  +  y)^[{p,x)'-l-.?^  +  {l^,x)'-l-.^*-  +  ....] 


\     ^      sg      ^      sg      ^  / 


sg  sg 

d.  i.,  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  Nr.  7  und  8, 

L  =  —  X'\ -y 

sg  sg  "^ 

also,  da  auch  hier  die  Bedingung  J  =  xy  vorliegt, 

K      ,    K.J  1 

L=  —  xA 

sg       '     sy    X 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation 


14* 
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dL        K         KyJ 

12)  'j-  = 4 

^  dx      sg      sgx^ 

und 

Letzteres  ist  positiv,    also  wird   (laut  Gleichung  Nr.  12) 
das  L  am  kleinsten,  wenn 


-v^- 


Dies  stimmt  mit  der  Gleichung  Nr.  11  überein.  Dasjenige  x^ 
welches  L  am  kleinsten  macht,  liefert  mithin  auch  das  kleinste  W\ 
es  darf  daher,  bei  der  Aufsuchung  dieses  x,  das  W  durch  das 
einfachere  L  ersetzt  werden. 

Zusammengefasst  mit  dem,  was  oben  über  Fenster,  Thüren 
und  Stockwerkshöhe  gesagt  wurde ,  giebt  dies  den  Satz :  Ge- 
nau dasselbe  x  (Fig.  80,  als  Beispiel),  welches  die  auf 
Stärke  und  Güte  der  Umfassungen  zurückgeführte 
GesammtlängeL  der  Mittellinien  aller  Mauern 
am  kleinsten  macht,  erzeugt  auch  das  Minimum 
derKosten  desMaterials  der  G  esamm  t  mauermasse 
des  vollständigen  Stockwerkes;  man  darf  also 
letztere  durch  das  (weit  einfacher  ausdrückbare)  L 
ersetzen,  wenn  es  sich  um  B  er  echnung  des  obigend; 
handelt. 

Aus  dem  zu  diesem  x  gehörenden  Minimum  von  L  folgt 
dasjenige  der  für  ein  ganzes  Stockwerk  vorliegenden  Mauer- 
masse  Jf,  wenn  man  Lmin  mit  sg  und  der  Stockwerkshöhe  A 
multiplicirt ,  von  dem  erhaltenen  Producte  aber  diejenigen  con- 
stanten  Mauermassen  abzieht,  welche  herrühren  erstens  von  den 
Thüren  und  Fenstern ,  zweitens  davon ,  dass  an  den  Zusammen- 
stossstellen  kleine  Mauerprismen  doppelt  gezählt  worden  sind. 

b. 
Die  günstigsten  Dimensionen. 
Wir  benutzen  jetzt  (wo  wir  nur  noch  L,  nicht  mehr  W  zu 
berücksichtigen  brauchen)  folgende  Abkürzungen :   unter  Px  ver- 
stehen wir    diejenige  Gesammtlänge    aller    zur   Fronte    parallelen 
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Zwischenmauern ,  welche  sich  ergiebt ,  wenn   man   jede  derartige 
Mauer   auf  Stärke  und  Güte    der  Umfassungen    zurückführt  (also 

s      0 
die  Länge  dieser  Mauer   mit  —  •  —  multiplicirt) ;  unter  Qy  ver- 
stehen wir  das  dem  Px  Entsprechende    für   diejenigen  Zwischen- 
mauern, welche  der  Tiefe  gleichgerichtet  sind.     Dann  ist 

L  =  2(x-^y)i-Px-{-Qy, 
oder,  wenn  man 

14)  P+2  =  Pi 

und 

15)  Q+2  =  Q, 

setzt, 

16)  L  =  P,x-[-Q,y. 

Mithin  wird ,  wie    im  unmittelbar  Vorausgehenden  (von  der 

Gleichung    Nr.    1 1  ab)    schon    gezeigt   wurde ,   L  am    kleinsten, 

wenn  x  den  Werth  

17)  ^  =  V^/ 

hat.      Wegen  J=xy   ist   das    zugehörige  y,    das    auch    hier  rj 
heissen  möge,  bestimmt  durch  die  Gleichung 


-1^ 


18)  v^y^j- 

Also  hat  man,  wenn  mit  0  das  Verhältniss  —  dieser  günstigsten 
Dimensionen  bezeichnet  wird, 

19)  <P  =  A=«+1. 
^^^  P,       P+2 

Es  ist  hiernach,  falls  Zwischenmauern  vorliegen,  das 
Quadrat  nur  dann  die  günstigste  Grundrissform, 
wenn  die  (auf  Stärke  und  Güte  der  Umfassungen  zurückgeführte) 
Gesammtlänge  der  Mittellinien  derjenigen  Zwischenmauern,  deren 
Längen  Bruchtheile  von  x  sind ,  ebensoviel  beträgt,  wie  die, 
deren  Längen  Bruchtheile  von  y. 

Das  kleinste  L  hat  nach  den  Gleichungen  Nr.  16,  17 
und  18  den  Werth  

20)  Lmin=2)/^Ö^ 

von  welchem  der  in  der  Gleichung  Nr.  2  angegebene  ein  specieller 
Fall  ist. 
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c. 
Der  ITaolitheil  beim  Abweiolieii  von  den  günstigsten  Dimensionen. 

Nimmt  man  für  x  und  y  nicht  die  durch  die  Gleichnngen 
Nr.  1 7  und  18  genannten  Werthe ,  sondern  statt  derselben  (wie 
unter  A,  c) 

x  =  k^  und  y  =  -j^V^ 

wählt    also    an    Stelle    des    günstigsten  Verhältnisses  O    das  un- 
günstigere 

21)  V=  —  =  h^^  =k^(l>, 

so  ist,  nach  den  Gleichungen  Nr.   16,  17  und  18, 

Mithin  erleidet  man,  in  Bezug  auf  Vergrösserung  der  Mauern- 
länge L,  dem  Lmin  gegenüber  den  N  a  c  h  t  h  e  i  1 

N=L-  L™,„  =  (-i-  -  2)  VP^7J, 

22)  iy=(*^l)J,/p7<?7^; 
oder,  als  Bruchtheil  des  Lmin  dargestellt, 

23)  2y=fc^^i*L™,„. 

Hierbei    hängt    zwar    der    Factor  Lmin  von   P^   und  Qi    ab 

/^ ly 

(nach  Gleichung  Nr.   20),   nicht  aber  der    andere    —^rr — ;   die 

Anssahl  derPröcente  des  b  et  reffen  den  Lmin,  welche 
man  als  Nacht  heil  {N)  erleidet,  falls  man  x  =  lc$ 
(statt  x  =  ^)  nimmt,  ist  also  für  alle  Anordnungen 
»nd  füx  alle  Mengen  der  Zwischenmauern  ganz 
dieselbe,  was  für  die  Baupraxis  Beachtung  verdient. 
Da,  nach  Gleichung  Nr.  21, 


24) 


-VI 
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ist ,  so  wird ,  nach  Gleichung  Nr.  23 ,    der  Nachtheil   aach   aus- 
gedrückt durch 

25)  N= y- Lmln- 


V 


Diese  Form  empfiehlt  sich  für  manche  Fälle  deshalb  mehr 
als  Gleichung  Nr.  23 ,  weil  sie  nur  die  Verhältnisse  der 
Rechteckseiten  enthält; 

Die  Gleichung  Nr.  23  stimmt  mit  der  unter  A  dagewesenen 
Gleichung  Nr.  4  im  Wesentlichen  überein ,  nur  ist  Lmin  grösser 
als   t/,,  weil  Pjö,  >4. 

Es  liefert  diese  Gleichung  Nr.  23  die  auf  S.  204  stehende  Tafel 
der  Nachtheile.  Letztere  wurde  nur  für  diejenigen  V  be- 
rechnet, welche  für  die  Baupraxis  interessiren,  nämlich  für  solche, 
die  zwischen  den  Grenzen  ]  O  und  4  O  liegen. 

Man  ersieht  aus  dieser  Tafel,  dass  ein  Abweichen  desF 
von  dem  günstigsten  Seitenverhältnisse  0  bei- 
läufig innerhalb  der  Grenzen  ^O  und  ^0  einen 
sehr  geringen  Nachtheil  verursacht,  nämlich 
einen  solchen,  der  nur  bis  etwa  ^/a  Procent  des  Lmin 
anwächst.  Man  hat  also  für  das  V  einen  ziemlich 
weiten  Spielraum,  ohne  einen  n  e  n  n  e  n  s  w  er  t  h  e  n 
Schaden  zu  erleiden.  Von  V=  ^0 ,  bezüglich  ^  0  an 
wächst  der  Nachtheil  alsbald  zu  sehr  erheblichen  Werthen :  wird 
V=^0  oder  2  0  gewählt,  so  beträgt  der  Schaden  (wie  die  um- 
stehende Tafel  es  zeigt)  bereits  gegen  6  Procent  des  Lmin ,  für 
V=\0  oder  4c 0  beträgt  er  25  Procent. 

Für  jedes  V  kann  man  den  zugehörigen  Nachtheil  aus  der 
umstehenden  Tafel  entnehmen  (direct  oder  einschaltend). 

£s  lässt  sich  aber  auch  leicht  eine  Formel  entwickeln, 
welche  —  ohne  Benutzung  der  Tafel  —  angiebt ,  wie  gross  V 
genommen  werden  darf,  wenn  der  Nachtheil  {N)  eine  festgesetzte 
Anzahl  (r)  von  Procenten  des  Lmin  nicht  übersteigen  soll.  Jene 
Formel  lautet,  was  leicht  «aus  den  Gleichungen  Nr.  23  und  24  folgt : 

26)     v=(  ^^  -+  -  ^y^^^y  r)^_^*)  \: 
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Tafel  der  Nachtheile  N  in  Procenten  des  Lmin- 


k 

y=* 
y 

Nachtheil 

(N) 

0,5 

0,25    W 

25,00  Procent 

0,55 

0,303  , 

18,41 

» 

0,6 

0,36    , 

13,33 

9 

0,65 

0,423  , 

9,42 

n 

0,7 

0,49     , 

6,43 

J> 

0,75 

0,563  , 

4,17 

» 

0,8 

0,64     , 

2,50 

» 

0,85 

0,723  , 

1,32 

n 

0,9 

0,81     , 

0,56 

» 

0,95 

0,903  , 

0,13 

» 

1 

1,00     , 

0,00 

V 

1,05 

1,10    , 

0,12 

v 

1,1 

1,21     , 

0,45 

» 

1,16 

1,323  , 

0,98 

9 

1,2 

1,44     . 

1,67 

ff 

1,25 

1,563  , 

2,50 

» 

1,3 

1,69     , 

3,46 

» 

1,35- 

1,823  , 

4,54 

n 

1,4 

1,96     , 

5,71 

n 

1,5 

2,25     . 

8,33 

» 

1,6 

2,56     , 

11,25 

ff 

1,7 

2,89     , 

14,41 

» 

1,8 

3,24     , 

17,78 

ff 

1,9 

3,61     . 

21,32 

» 

2,0 

4,00     , 

25,00 

ff 

Die  NaohtheilcTirye« 
Entsprechend  dem  unter  A ,  d  Festgesetzten  nennen  wir, 
falls  Zwischenmauern  vorliegen,  diejenige  Linie  die  N  a  c  h  t  h  e  i  1  - 
curve,  deren  Ordinatenlänge  y  angiebt,  welchen  Bruchtheil 
von  Lmin  der  Nachtheil  {N)  für  irgend  ein  h  beträgt.  Ihre 
Gleichung  lautet  (nach  Nr.  23) 


27) 


2k 


was  mit  Nr.  6  übereinstimmt.     Die  Nachtheilcurve  ist  also ,  wie 
dort    bereits    gesagt    wurde,     eine    Hyperbel.      Benutzt    man 
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5    Centimeter    Länge    als    Einheit ,    berechnet     nach    Gleichung 

Nr.  27    für  h  —  0,8,  0,4,  0,6, 2,o  die  zugehörigen  y   (oder 

entnimmt    sie    der    auf  S.  204    stehenden  Tafel)   und    trägt  die- 
selben auf,  so  ergeben  sich  die  in  der  Fig.  81  umringelten  Punkte 


Fi«.  81. 


der  Curve.  Es  veranschaulicht  diese  Fig.  81  Das,  was 
die  genannte  Tafel  durch  Zahlen  ausdrückt ;  insbesondere  Das- 
jenige, was  in  unmittelbarem  Anschlüsse  an  jene  Tafel  aus- 
gesprochen wurde  (nämlich:  Kleinheit  der  Nachtheile  in  der 
Nähe  von  k  =  l). 

Da  die  Gleichung  Nr.  27  für  k  =  0  ein  unendlich  grosses  y 
liefert,  so  ist  die  y- Achse  die  eine  Asymptote  der  Nach- 
theilcurve. 

Da  femer  aus  Gleichung  Nr.  27  durch  Differentiation  folgt: 

k^—1 


28) 


y  = 


2*^ 
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und  dies  für  ein  ins  Unendliche  wachsendes  k  den  Grenzwerth  \ 
hat ,  so  schliesst  die  zweite  Asymptote  mit  der  positiven 
Seite  der  Ä-Achse  den  Winkel  arctan|,  das  ist  nahezu  26"*  34',  ein. 
Ferner  hat  derjenige  Abschnitt,  welchen  die  Tangente  der 
Nachtheilcurve  auf  der  y- Achse  bildet,  nach  Nr.  27  und  28  die 
Länge 

29)  y_Ay'=lr-_*. 

Für  Ä  =  00  wird  dies  zu  —  1 ;  die  zweite  Asymptote  schneidet 
also  die  genannte  Achse  im  Abstände  —  1  vom  Coordinaten- 
anfange.     (Siehe  die  Fig.  81.) 

Die  Lage  der  beiden  Achsen  und  des  (in  Fig.  81  mit  8 
bezeichneten)  Scheitels  der  Hyperbel  ist  nun  auch  leicht 
angebbar.  Ebenso  könnte  man  die  Längen  der  Halbachsen 
ermitteln. 

e. 
Einige  Anwendungen  der  vorstehenden  Formeln. 

Es  möge  für  das  hier  unter  I — HI  Nachfolgende  vorausgesetzt 

werden,  dass  die  Dicke   aller  Zwischenmauern  -     von  derjenigen 

der  Umfassungsmauer  sei  und  dass  die  Einheit  des  Materials  der 

erstgenannten  Mauern  —  von  derjenigen  der  letztgenannten  koste. 
w 

(Mit  diesem  einfachen  Falle  werden  die  in  der  Baupraxis  vorkommen- 
den übereinstimmen,  oder  sie  werden  -  -  indem  man  Durchschnitts- 
ziffern   benutzt    —    sich    leicht 
auf  ihn  zurückbringen  lassen.)   Es 

möge  ferner     -  der  Dickefactor 
tn 

und  —   der  Preisfactor  heissen. 
n 

I.  Einstöckige  Ge- 
bäude, welche  nur  solche 
Zwischenmauern  haben, 
die  senkrecht  auf  der 
Fronte  (x)  stehen  und  das  Gebäude  in  seiner  ganzen 
Tiefe  (i/)  durchschneiden. 

Liegt    nur   eine    solche  Zwischenmauer  vor  (siehe  Fig.  82), 


x— 
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was  z.B.  bei  Schuppen,  War  terhäusern  und  dergleichen 
Gebäuden  vorkommt,  so  ist 

P  =  0  und  g  =  l.i-.l  =  — , 
m    n       rnn 

also 

^  ^^       mn    '  mn 

mithin  sind,  nach  den  Gleichungen  Nr.   17  und  18, 

die  „günstigsten^   Dimensionen  (Mittellinienlängen)  und 

^       2WW  +  1 

31)  0  =  —- ^ 

^  2  wn 

ist  der  gunstigste  Werth  des  Verhältnisses    F.     Wenn    also  zum 

^  .     .  ,     1         2         ,1         ,    .  .. 
Beispiel   —  =  -  -  und  —  =  1  ist,  so  muss 
w         3    •         n 

sein,  wenn  L  am  kleinsten  werden  soll.  In  diesem  Verhält- 
nisse wurde  Fig.  82  gezeichnet ;  und  es  leuchtet  ein ,  dass  der 
thatsächlichen  Verwendung  desselben  in  sehr  vielen  Fällen  kein 
Hinderniss  im  Wege  steht.  —  Der  allgemeine  Werth  des  /y,njn  ist 
(nach  Gleichung  Nr.  20)  für  unseren  jetzigen  Fall  I : 


'  mn 


also  für  —  =  -^-  und  -- =  1  : 
m        6  n 

Lmin=2|/2.|-J=8|/|j. 

X  4 

Wird  —  zwar  nicht  gleich    -  ,  aber  innerhalb  der  Grenzen 
y  3  ' 

4      4         _,    4      6    ^    .         .    ^       16  24 

.        und  -— . -—  d.  1.  zwischen  — -  und  — -  gewählt,  so  über- 
3      5  3      5  15  15 

steigt  der  Nachtheil  N  nicht    (oder  nur  sehr  wenig)    '/a   Procent 

des  vorstehenden  imin-  — 
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Hat  das  Gebäude  ^  solche  Zwischenmanern,  wie  J^F 
in  Fig.  82  deren  eine  darstellt,  so  treten  an  die  Stelle  der 
obigen  Werthe  Nr.  30  und  31  die  allgemeineren 


32) 
und 
33) 


l/2mn+^  1/ 

^       ^        2mn         '      '       r 


2  mn 
2  mw-|-/i' 


0  = 


2  inn-\-  fi 
2mn 


Sind  zum  Beispiel  fünf  derartige  Zwischenmauern  da,  far 
welche  der  Dickefactor  ^  und  der  Preisfactor  f  ist,  so  haben  ^, 
7]  und  0  der  Reihe  nach  die  Werthe  |  j/c/i  |  )/7und  J  oder  2,». 
Diesem  Verhältnisse  2,95  wird  man  in  der  Praxis  meist  nicht 
sehr  nahe  kommen  können,  weil  es  (bei  fünf  Zwischenmauern) 
zu  grosse  Tiefe  (y)  verlangt.  Wollte  man  auch  hier  beiläufig 
'/2  Procent  des  Xmin  mit  dem  Nachtheile  nicht  übersteigen,  so 
dürfte  man  V  nicht  grösser  als  2,7  wählen.  Dies  wird  in  der 
Regel  nicht  genügen.  Lässt  man  aber  V  bis  zu  2  d>,  also  bis 
zu  4,5  wachsen  —  was  eine  für  die  Mehrzahl  der  Anwendungen 
geeignete  Form  giebt  —  so  erleidet  man  etwa  6  Procent  Nachtheil. 

II.    Einstöckige  Arbeiter-Wohnhäuser. 

a)  Für  nur  eine  Familie;  Grundriss  nach  Art  der 
Fig.  83,  in  welcher  Oj,  Og  und  b  Wohnräume  bedeuten;  femer  c 

Küche  und  Vorsaal  (mit  Treppe  nach 
den  Bodenräumen). 

Es  ist  für  diesen  Grundriss 

mn 
also 

2mn  +  l 


Kr 
B 

88. 

7 

^ 

*h 

b 

c 

A 

j 

D 

A  =  «l  = 


mn 


mithin 

34)     ^  =  f]=}/j,     (D=l. 
Das  heisst :  das  Quadrat  ist 
die  günstigste  Grundrissform.     Diese  beizubehalten,   wird  in  sehr 
vielen    Fällen    der    Baupraxis    möglich    sein.      Ferner    giebt   die 
Gleichung  Nr.  20: 


I^mln  = 


mn 
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und  —  =  1  ist,  Lin'in  =  5  j^  VJ. 


also  »um  Beispiel  wenn  —  =  -:r- 

w        3  » 

Es  dürfte    hier   V  innerhalb    der   Grenzen  0,82  und  1,33  gewählt 

werden,  wenn  der  Nachtheil  N  kleiner  als  ^/j  Procent  des  Lmin 

bleiben  sollte. 

ß)  Arbeiter-Wohnhaus  für  zwei  Familien; 
Grundriss  nach  Fig.  84 ,  in 
welcher  a  die  Flur  (mit  Treppe 
nach  dem  Bodenraum),  b  ein 
Wohnzimmer,  c  ein  Schlaf- 
zimmer und  d  eine  Kammer 
bedeutet. 

Hier  ist 


mn 


mn 


D 

Fig.  84. 

f* 

13 

b 

a 

d 

c 

1/ 

A 

c 

d 

a 

h 

D 

daher 

folglich 
35) 


p_2w»+l        n  _2wft+3 


mn 


mn 


Q>  = 


2  ww  4-  3 


2  wn  +  1 

das  günstigste  Mittellinienverhältniss.  Setzt  man  wieder  m  ==  | 
und  n  =  1  voraus,  so  liefert  diese  Gleichung  Nr.  35 : 

in  welchem  Verhältnisse  die  Fig.  84  gezeichnet  wurde.  Für  die 
Ausführung  ist  dieses  Verhältniss  gar  nicht  ungeeignet ;  vielleicht 
aber  empfiehlt  sich  in  manchen  Fällen  F=  1,6  noch  mehr;  be- 
nutzt man  letzteres,  so  ist  V=  1,07  (P,  mithin  (laut  vorstehender 
Tafel,  S.  204)  der  eintretende  Nachtheil  etwa  \/io  Procent  des  Xmin- 
So  lange  V  zwischen  1,2  und  1,8  bleibt,  übersteigt  er  nicht 
^2  Procent;  es  ist  also  für  die  Praxis  hinreichender  Spielraum 
vorhanden. 

III.  Bürgerliches  Wohnhaus. 

Grundriss  der  ersten  Etage  angedeutet  durch  die  Figur  85 
auf  Seite  210,  in  welcher  a  Zimmer  des  Herrn,  h  Salon,  c  Wohn- 
zimmer ,  d  Schlafzimmer ,  e  Garderobe ,  f  Gastzimmer ,  g  Küche, 
Ä  Speisenkammer,  i  Mädchenkammer,  k  Abort  und  l  Treppe 
bedeutet. 
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Bei  derartiger  Anordnung  der  Räume  pflegt  man  V  reichlich 
gleich  1,5  zu  nehmen;  die  Corridorbreite  dann  etwa  gleich  |  der 
Tiefe  (y),  die  Breite  von  l  doppelt  so  gross,  wie  die  von  k 
und  gleich  y*^  der  Frontlänge  (x).  Man  hat  dann,  wenn  nur  die 
erste  Etage  in  Betracht  gezogen  wird, 


p  _  30  mn  + 29  _2(fwn>f-2) 

15  mn  **•*• 


mn 


also 
36) 


0: 


30  mn  4-  60 
30  mn-|- 29' 

Flg.  85. 


? 

ft 

/ 

h 

f 

e 

C 

5 

d 

(» 

1 

c 

d 

D 

Für  m  =  3  und  n  =  1  giebt  das 

d>=  1,«6, 

in  welchem  Verhältnisse  Fig.  85  gezeichnet  wurde.  Lässt  man  V 
zu  1 ,6  werden ,  um  die  wünschenswerthe  Breite  der  Räume  zu 
erlangen,  so  erleidet  man  hiernach  0,5  Procent  des  Lmin  als  Nach- 
theil, was  unbedeutend  ist. 

f. 
Allgemeine  Bemerkungen  zu  dem  Vorhergehenden. 
a)  Der  Umstand ,  dass  das  in  der  Praxis  nötbige  Ver- 
bal tniss  V  dem  günstigsten  Verhältnisse  O  sehr  nahe  kommt, 
liegt  für  das  gewöhnliche  bürgerliche  Wohnhaus 
nicht  nur  dann  vor,  wenn  die  Anordnung  der  Räume  nach  Fig.  85 
erfolgt,  sondernauch  in  den  meisten  anderenFällen. 
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Verwendet  man  nämlich,  wie  vielfach  üblich,  einen  langen 
Gang  nnd  legt  die  Räume  auf  beide  Seiten  desselben,  so  wächst 
im  Allgemeinen  mit  der  Anzahl  der  Zimmer  auch  die  Front- 
länge X  (nicht  aber  die  Tiefe  y) ;  V  nimmt  daher  zu.  Es  wächst 
aber  mit  der  Anzahl  der  Zimmer  auch  das  Q  (doch  nicht  das  P) ; 
mithin  nimmt  O  unter  demselben  Einflüsse  zu,  welcher  ein 
Wachsen  des  V  veranlasst. 

Benutzt  man  hingegen  statt  des  langen  Ganges  centrale 
Anordnung,  legt  also  die  tläume  rings  um  einen  in  der  Mitte 
befindlichen  Vorplatz,  so  erfordert  dies  im  Allgemeinen  ein  F, 
welches  nahezu  gleich  1  ist,  weil  eine  dem  Quadrate  sich  nähernde 
Grundrissform  des  Gebäudes  nöthig  wird.  Es  erfordert  aber  auch 
ein  <&,  welches  nicht  viel  von  1  abweichen  kann,  weil  P  und  Q 
nicht  sehr  verschieden  sein  werden. 

Rechnet  man  hierzu  noch  Das ,  was  im  Vorhergehenden 
(unter  e,  11)  für  Arbeiter-Wohnungen  gefunden  wurde,  so 
gelangt  man  zu  dem  Satze :  Für  rechteckförmige  Wohn- 
häuser ist  die  Abweichung  desL  von  dem  Zmin  meist 
sehr  gering,  auch  dann,  wenn  man  das  Verhält- 
niss  K  in  der  den  Wohnbedürfnissen  am  besten 
entsprechenden  Weise  wählt. 

Es  erinnert  das  an  die  Biene  und  die  materialsparende  Form 
ihrer  Wachszelle.  (Über  Letztere  sehe  man  den  §  68  des 
I.  Theiles  dieses  Werkes.) 

ß)  Wenn  mehrere  Stockwerke  vorliegen  und  die 
Mauernanordnung  in  den  höheren  dieselbe  ist,  wie  in  den 
tieferen,  so  muss  man,  streng  genommen,  trotz  dieser  Gleichheit 
doch  erst  untersuchen ,  ob  <P  für  die  verschiedenen  Stockwerke 
unverändert  bleibt.  Es  sind  nämlich  die  Mauerstärken  in  diesen 
Stockwerken  verschieden ,  folglich  auch  die  Längen  der  Mauer- 
mittellinien und  die  Beträge  der  Flächeninhalte  «7.  Jedoch  wird 
es  hier  in  der  Regel  eine  vollkommen  hinreichende  Näherung 
gewähren,  wenn  man  das  O  aus  nur  e  i  n  e  m  Grundrisse,  nämlich 
aus  einem  mittleren  herleitet.  Will  man  aber  mathematisch 
g  e  n  a,,u  e  Resultate  haben,  so  muss  man  die  Summe  aller  Mauer- 
längen sämmtl icher  in  Betracht  kommenden  Grundrisse  und  die 
Summen  ihrer  Inhalte  nach  Art  des  Vorhergehenden  in  die 
Rechnung  einführen.     Unentbehrlich  wird    dies    dann    sein,  wenn 
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die  Anordnung  der  Mauern  in  den  verschiedenen  Stockverken 
eine  sehr  verschiedene  ist. 

y)  Die  unter  A  (Seite  193  — 196)  gebotene  Untersuchung 
hätte  wegbleiben  können,  v<reil  sie  nur  einen  besonderen  Fall  des 
unter  B  Abgehandelten  betrifft ;  es  wurde  vorgezogen,  sie  voraus- 
zuschicken, weil  es  Vielen  lieber  ist,  vom  Besonderen  zum  All- 
gemeineren geführt  zu  werden,  als  umgekehrt. 

d)  Dieser  Grund  hat  (theil weise)  auch  veranlasst,  die  im 
§  48  dargebotenen  Einzelaufgaben  den  allgemeineren  Unter- 
suchungen des  §  49  vorauszusenden.  Es  sollte  durch  die  §§  48 
und  49  gezeigt  oder  wenigstens  angedeutet  werden,  wie  man  bei 
einer  mathematisch-technischen  Untersuchung  vom  Besonderen 
zum  Allgemeineren  aufsteigen  kann. 

Auf  beide  Paragraphen  wird  im  Folgenden  oft  Bezug 
genommen.  Auch  dies  hat  zum  Theil  die  Eigenart  des  §  49 
verursacht.  *) 

§  50.    Dächer  und  Gewölbe  mit  geringstem  Flächeninhalte. 

A. 

Ein  Dach  habe  die  durch  die  Fig.  86"  und  86**  auf  neben- 
stehender Seite  im  Aufriss,  bezüglich  Grundriss,  dargestellte  Form, 

für  welche 

8E=m'SA 

und  m  eine  vorgeschriebene  constante  Zahl  (z.  B.  ||). 

Der  Dachraum  AB  CDS  soll  F  Cubikmeter  fassen. 

I.   Wie  müsste  man  die  Abmessungen 

x  =  AB 


und 


jef  =  Höhe  der  Pyramide  AB  CDS 


•)  Wie  die  Untersuchungen,  welche  den  Inhalt  der  §§  48  und  49 
bilden,  erweitert  werden  können,  darüber  sehe  man  zunächst 
die  am  Fusse  der  Seite  181  genannte  Abhandlung;  ferner  die  von 
P.  Maurer  drei  Jahre  sp&ter  veröffentlichte.  (Deutsche  Bau- 
zeitung; Jahrg.  1882;  S.  111—112,  123—124.) 

Auch  beachte  man  die  von  Schmitt  bezüglich  der  Bahn- 
wärterhäuser  im  Centralblatt  der  Bauverwaltung  (Jahr- 
gang 1882,  S.  32  —  34)  gemachten  Mitthoilungen ,  welche  auf  die 
Ergebnisse  der  erstgenannten  Untersuchung  Bezug  nehmen. 
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wählen ,   damit  der  Dachflächen!  nhalt  F  (das  Vierfache  des  Drei- 
ecks ESH)  am  kleinsten  werde ? 

n.   Welchen  Betrag  hat  das  JPmin?       Fig.  w  und  86»». 

Lösung.  Es  gilt  für  den 
Dachflächeninhalt  zunächst  die 
Gleichung 

1)  F=m^xVx^  +  ^z\ 
Da  aher 

2)  V=^x^z 
ist,  so  geht  Nr.  1  über  in: 

X 

Demgemäss  soll  die  Function 


4)     f(^x)  = 


X 


am  kleinsten  werden. 

Benutzt  man,  was  zulässig 
ist  und  das  Rechnen  sehr  ver- 
einfacht, das  Quadrat  von  f{x)^ 
also  die  Function 


5) 


80  ergeben  sich  für  die  beiden  ersten  Differentialquotienten  die  Werthe 
6)  qp  (a;)  =  4 -, 


and 

7) 


9"  (x)  =  12 


x^  4-  18  F» 


Der  Letztgenannte  ist  stets  positiv.    Der  Erstgenannte  wird 
zu  Null,  wenn 

8)  a:=V3  1/2  7=^^4,2426  7 

ist.     Für  diesen  Betrag  von  x^  welcher  ^  heissen  möge,  ist  also 
der  Dachflächeninhalt  F  am  kleinsten. 

Das  zugehörige  ^,  welches  wir  ^  nennen  wollen,  hat  den  Werth : 

9)  l  =  V\V. 


•)  Vergl.  §  22,  Abschnitt  A  und  B. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  InHnitesimalrechnang.    Th.  III. 


15 


Digitized  by 


Google 


214  Maxima  und  Minima. 

Es  folgt  hieraus 

10)  -|-=J^'2=  1,4142 

als  das  Verhältniss  der  berechneten  günstigsten  Dachdimen- 
sionen.   (Man  construire  die  Gleichung  Nr.  10 und  bringe  damit 
den  Steigungswinkel  des  Daches  zur  Anschauung.) 
Mit  Nr.  8  ergiebt  sich : 


11)  F^n  =  ^m^V2V3  V\ 
oder 

12)  JPo,ta  =  m«K3g«. 

Anmerkungen.  «)  Die  Werthe  von  f  und  C  (Gleichung  Nr.  8 
und  9)  sind,  was  ohne  Rechnung  vorauszusehen  war,  unabhängig 
von  der  Zahl  tn. 

ß)  Für  die  Geometrie  lehrt  das  Vorstehende  den  Satz:  Eine 
regelmässige  Pyramide,  mit  quadratischer  Grundfläche,  hat,  bei 
vorgeschriebenem  Volumen,  die  kleinste  Mantelfläche,  wenn  das 
Verhältniss  der  Basisseite  zur  Höhe  gleich  ^2  ist;  es  verhält  sich 
dann  die  Mantelfläche  zur  Grundfläche  wie  V^S  zu  1. 

Die  Basiskanten  jener  Pyramide  sind  den  Seitenkanten  gleich, 
sie  hat  also  die  Form  eines  halben  Octaeders. 

B. 
Man  führe  die  unter  A  bezüglich  des  Pyramidendaches 
über  quadratischem  Grundrisse  vorgenommene  Untersuchung 
auch  noch  für  einige  der  im  Nachstehenden  genannten  Fälle  (oder 
für  andere)  durch : 

I.  Der  Grundriss  ist 

a)  ein  regelmässiges  Sechseck, 
/?)„  „  Achteck, 

y)     »     Kreis. 

II.  Er  ist  ein  Rechteck    mit  vorgeschriebenem  Seitenver- 
hältniss  und  dabei 

a)  die  Dachfläche  bestehend  aus  vier  paarweise  congruenten 
Dreiecken, 

oder 

b)  aus  zwei  congruenten  Trapezen  und  zwei  congruenten 
Dreiecken. 

III.  Es  liegen  (bei  vorgeschriebener  Grundrissform)  gewölbte 
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Dachflächen    vor ,    nicht    ebene;    und    zwar   geeignete 

Cylinder flächen  oder  ümdrehungsf lachen.*) 

Die  erhaltenen  kleinsten  Flächeninhalte    unter    sich,   wie 

auch    mit    dem    des    raumgleichen   Halbkugelgewölbes    zu 

vergleichen  möge  ebenfalls  angeregt,  sein.  — 

Ferner  sei  angeregt,  die  Pyramiden  Ägyptens  im 
Sinne  des  Vorstehenden  zu  untersuchen.  (Über  dieselben  sehe 
ntan  die  im  „Literaturverzeichniss"  genannten  Arbeiten  von  Jar  o - 
1  i  m  e  k  und  R  ö  b  e  r.) 

§  51.  Dimensionen  für  Gasbehälter. 
A. 

Ein  Gasbehälter^-B  CBE  (Fig.  87),  welcher  aus  einem 
kreiscylindrischen  Theile  A  CDE  und  einer  K  u  g  e  1]- 
kappe  ABC  besteht,  soll 
FCubikmeter  fassen  und  so 
gebaut  werden,  dass  die  Höhe 
^  der  Kappe  ^/ao  ist  von  dem 
Durchmesser  AC=2x. 

I.  Wie  müsste  man  die 
Dimensionen  Xy  y  und  z  des 
Behälters  wählen,  damit  die 
innere  Fläche  JF  mög- 
lichst klein  werde  (also  — 
mindestens  bei  geringer 
Wandstärke  —  auch  die 
Materialmenge  ein  Mini- 
mum) ? 

n.  Welches  ist  der  kleinste  Werth  von  2^? 

in.  Wieviel  betragen  die  Abmessungen  x,  y,  z  und  das  JPmin, 
wenn  1000  Cubikmeter  Fassungsraum  des  Behälters  vorge- 
schrieben sind. 

Lösung.     Es  bestehen  die  Gleichungen: 
1)  F=  ^Ttxy  +  TT  (a^a  -f  z% 

•)  Über  die  verschiedenen  Formen  der  Dächer  sehe  man:  Gott- 
getreu,  Bauconstructiouslehre,  Bd.  II  (v.  J.  1882),  Seite  126—131.    . 
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ß         1 

2)  F=  7ra;a  --  -|-  — -  nz^  +  nx^y, 

o        b 

3)  ;?  =  yV  «• 
Hieraus  folgt,  dass 

6000  V   ,    ^„^^ 

4)  fix)  = 1-  2729  nx^ 

X 

die  Function  ist,  deren  Kleinstwerte  man  wünscht. 

Aus  den  Beträgen  ihrer  beiden    ersten  Differentialquotienten 
ergiebt  sich 


^^  l'/SOOOF       .       ^-^ 


als  der  das  Minimum  herbeiführende  Cylinderhalbmesser  (abgerundet 
auf  drei  Decimalstellen). 

Zu  ihm  gehören  die  Dimensionen 

6)  y  =  0,608  ^F, 
und 

7)  0  =  O,onfy. 

Der  kleinste  Werth  der  inneren  Fläche  ist 

8)  2?'™,n=  4,257  J?^P: 

Für  den  in  der  Aufgabe  genannten  Sonderfall  hat  man 
hiernach  : 

9)  x=  7,05  Meter, 

10)  y=6,06       ,      , 

11)  Z  =  0,n       „      , 

12)  Fmtn  =  425,7  Quadratmeter. 

B. 

Man  erwäge,  ob  diese  Dimensionen  für  die  Praxis  brauch- 
bar sind. 

Ferner  erweitere  man  das  unter  A  Behandelte;  zunächst 

etwa  auf  js  =  —  x    (statt    —  x) ;    sodann    mit    Berücksichtigung 

der  Blechstärke  des  Behälters ;  u.  s.  w. 

Auch  untersuche  man  diejenigen  Abweichungen  vom 
-Fmio,  welche  eintreten,  wenn  man  die  Dimensionen  in  einer  von 
den   Ergebnissen    der   Minimum  -  Berechnung    abweichenden 
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Weise  wählt.  Man  mache  also  „Nachtheilberechnungen" 
im  Sinne  derjenigen»  welche  in  den  §§  48  und  49  ausgeführt 
wurden  *) 

§  52.  Sammelbeeken.**) 
A. 

Im  §  55  des  I.  Theiles  dieses  Werkes  sind  bereits  zwei  Auf- 
gaben gelöst  worden ,  welche  zur  Behandlung  der  S  a  m  m  e  1  -: 
becken-Formen  in  sehr  naher  Beziehung  stehen.  Es  haben 
dabei  auch  „Nachtheil-Üntersuchungen"  stattgefunden.  Auf  Jene 
beiden  Aufgaben  möge  zunächst  verwiesen  sein. 

B. 

Sodann  sei  die  Aufgabe  gestellte  den  Durchmesser  2x  und 
die  Tiefe  0  eines  in  Kreiscylinder-Form  herzustellenden 
Sammelbeckens  so  zu  berechnen ,  dass  es  bei  vorgeschriebenem 
Fassungsraume  V  die  kleinste  innere  Fläche  F  (bestehend  aus 
Boden-  und  Mantelfläche)  hat. 

Lösung.     Da  die  Gleichungen 

1)  F=7lX^'-{'27tXSf 

und 

2)  V=  Ttx^fs 
bestehen,  so  ist 

3)  f{x)  =  nx*  +  ^^ 

die  auf  ihren  Kleinstwerth  herabzudrückende  Function. 

Sie  stimmt  im  Wesentlichen  mit  der  unter  Gleichung  Nr.  4 
im  vorigen  Paragraphen  Genannten  über  ein.   Beide  haben  die  Form 

4)  f{x)  =  ax^ +—***) 


•)  Die  Ausführung  von  Yerallgemeinerungen  und  Erweite- 
rungen (insbesondere  auch  von  iNachtheilberechnungen**)  möge 
hiermit  für  alle  Paragraphen  des  vorliegenden  IV.  Capitels  empfohlen 
sein  und  wird  im  Folgenden  in  der  Regel  nicht  besonders  angeregt 
werden.  (Die  §§  48  und  49  können  immer  die  Anleitung  zu  solchen 
Untersuchungen  bieten.) 

•*)  Man  vergleiche  §  66. 
••*)  Man  vergleiche  §  48,  Abschnitt  G. 
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Aus  der  Gleichung  Nr.  3  folgt  nach  Berechnung  der  beiden 
DifFerentialquotienten  f{x)  und  f'(x)^  dass  für 

der  gewünschte  kleinste  Flächeninhalt  vorliegt. 

Ferner  ergiebt  sich 
6)  si  =  x 

als  die  zugehörige  Saramelbeckentiefe. 

Die    berechneten  Dimensionen  werden    in    vielen    Fällen    der 
Baupraxis  brauchbar  sein. 

Der  kleinste  Flächeninhalt  hat  den  Werth 


7)  F^,^  =  3  TT  //(^) '  =  3  fnVK*) 

C. 
Man  löse  die  unter  B  behandelte  Aufgabe  für  den  Fall,  dass 
die  Grundfläche  des  Beckens 

a)  ein  Quadrat, 

b)  ein  regelmässiges  Sechseck, 
c)„  „  Achteck, 

d)  eine  Ellipse  mit  vorgeschriebenem  Achsenverhältniss  ist. 
Auch  vergleiche  man  die  hierbei  sich  ergebenden  kleinsten 
Flächeninhalte ,    sowohl    unter   sich,    als    auch    mit    dem   der 
raumgleichen  Halbkugel. 

D. 

Ferner  erweitere  man  das  unter  B  und  C  Behandelte  auf  die 
Fälle,  in  welchen  die  Sammelbecken  die  Formen  von  abgestumpften 
Kegeln,  abgestumpften  Pyramiden,  oder  Obelisken  haben. 

Schliesslich  berücksichtige  man  die  (constanten  oder  ver- 
änderlichen) Wandstärken  und  Bodenstärken  der  Becken ; 
etwa  in  der  Art,  wie  es  im  §  49  bezüglich  der  Mauerstärken  von 
Wohngebäuden  geschehen  ist. 

Für  nähere  Untersuchungen  der  angedeuteten  Art  ist  fol- 
gende Literatur,  besonders  die  technische  Seite  an- 
langend, zu  berücksichtigen: 

*)  Siehe  §  21,  Abschnitt  A  und  B. 
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I.  Frühling  und  L  i  n  c  k  e ,  Wasserleitungen  und  Wasser- 
versorgung; 1893;  Seite  291—295. 

II.  Lueger,  Wasserversorgung  der  Städte;  1890;  Seite 
418  und  419. 


§  53.  Strassen,  EiseDbahnen,  CanUe,  Rolimetze  n.  s.  w. 

A. 
Die  Achsen  SU  und  iSF  (siehe  Fig.  88)  zweier  Verkehrs- 
wege (Strassen ,  Eisenbahnen ,  Ganäle)  schneiden  sich  bei  S 
unter  einem  rechten  Winkel.  In  ihrer  Ebene  liegt  ein  Punkt  P, 
welcher  in  Bezug  auf  die  Achse  SD  gegeben  ist  durch  die  Ab- 
messungen (Coordinaten)  SP  =  a  und  P'P  =  b.    Es  sollen  jene 


Flg.  88. 


Achsen  durch  einen  geradlinigen  Weg,  dessen  Achse  durch  AB 
dargestellt  ist,  derartig  verbunden  werden,  dass  P  auf -4  B  liegt 
und  die  Achsenlänge  AB  =  tv  am  kleinsten  wird. 

I.  Wo  muss  man  A  wählen,  wie  lang  also  die  Strecke  SA 

nehmen  ? 

Welchen  Werth  hat  das  w^xn'^ 

Was  ergiebt  sich  für  6  =  a  ? 

Wieviel  beträgt  SA ,    wenn   a  =  826,44  Meter    und  b  = 

1100  Meter  ist? 
Lösung.  Man  hat,  wenn  SA  =  x  und  SB  =  y  gesetzt  wird: 

1)  to^Vx^'i^ 

<Qnd 


IL 

in. 

IV. 
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bx 

2) 

mithin 


3)  »  =  >/..  +  ,    »■" 


(x  —  ay 

Aus  den  beiden  ersten  Differentialquotienten  dieser  Function, 
oder,  was  einfacher  ist,  aus  denen  ihres  Quadrates,  folgt,  dass 
die  kleinste  Achsenlänge  AB  vorliegt,  wenn 

4)  a;  =  a  +  Päb^ 
ist,  also 

5)  y  =  h  +  Kn. 

Es  hat  jene  kleinste  Achsenlänge  den  Werth 

6)  t^min  =  V(a2  +  fe«)  4-  3  (af^ib^-i-  b  fd^l). 
Für  b  =  a  ergiebt  sich 

7)  x  =  y  =  2a\     Wram  =  2a  V2. 

Endlich  hat  man,  wenn  das  genannte  Zahlenbeispiel  vorliegt : 

8)  x=  1826,44  Meter, 
auf  zwei  Decimalstellen  abgerundet. 

Anmerkung.  Angeregt  sei,  zu  untersuchen,  wie  die  Sache 
sich  ändert,  wenn  die  Achsen  SU  und  SV  sich  nicht  unter  einem 
rechten  Winkel  sehneiden,  sondern  unter  einem  spitzen  oder 
stumpfen,  dabei  aber  P  wie  vorher  durch  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  a  und  b  gegeben  ist.  — 

Ferner  möge  (auch  für  das  später  Folgende)  angeregt  sein,  die 
Ergebnisse  der  Rechnung  durch  Aufzeichnen  zu  prüfen. 

B. 

Die  geradlinigen  Achsen  gi  und  g^  (Fig.  89,  Seite  221)  zweier 
Verkehrswege  bilden  bei  0  einen  rechten  Winkel.  Auf  gi  ist  der 
feste  Punkt  A  durch  die  Strecke  OA  =  Si  gegeben.  Von  ihm 
aus  soll  ein  geradliniger  Weg  AB  (Achsenlänge  Ss)  nach  gfa  ge- 
baut werden. 

I.  Wie  muss  man  OB  =  s^  nehmen ,    damit  das  Verhältniss 

9)'  ^  =  -^- 

am  kleinsten  sei  ? 

IL  Welchen  Werth  hat  das  Vmin? 

III.  Wieviel  beträgt  derjenige  Nachtheil  JV,  welcher  eintritt. 
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wenn  man  von  dem  unter  I  gefundenen  günstigsten  Werthe  des  Sa 
abweicht,  nämlich  an  Stelle  jenes  Werthes  das  Z;-fache  desselben 
benutzt  ? 

IV.  Wie  gross  ist  JV  für  Sj  =  |  »j  ? 

Lösung.     In 

hat  man  die  auf  ihren  Kleinstwerth  zu  bringende  Function. 

Flg.  89. 


Ihre  beiden  ersten  Differentialquotienten  (oder  diejenigen  ihres 
Quadrates)  lehren,  dass  jener  Kleinstwerth  eintritt,  wenn 

11)  Sa  =  Si 

ist.     (Die  Anschauung    bestätigt    das.     Man    denke    sich  zu- 
nächst den  Winkel  a  gleich  Null  und  lasse  ihn  fortgesetzt  wachsen.) 
Ferner  ergiebt  sich : 

12)  t;,„,„=l-|/2, 

also  nahezu 

71 

13)  V^\n  = 


100 
Nimmt  man  nicht  $2=^1,  sondern 

14)  Sa  =  TcSi , 

wobei  lc^\  gemeint  ist,  so  hat  der  durch  die  Gleichung 

15)  ^=t?j,  =  »*.  — Vmln 

definirte   „Nacht heil"   den  Werth 
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Er  beträgt  in  dem  unter  IV  genannten  Falle    etwa  5,4  Pro* 
Cent  des  t^min. 

Anmerkungen.  I.  Man  iGse  die  Aufgabe  auch  fü r . den  Fall» 
daes  nicht  8^  als  unabhängige  Veränderliche  benutzt  wird,  gondem 
der  Winkel  cc.  Es  handelt  sich  dann,  was  leicht  zu  erkennen  ist, 
um  das  Minimum  der  Function 

17)  t;  = -^, — ; 

cos  a  -|-  sm  a 

mithin  um  das  Maximum  von 

18)  9  (a)  =  sin  a  -f-  cos  a. 

IL  Femer  erweitere  man  beide  Untersuchungen  durch  die 
Voraussetzung,  dass  sich  die  Achsen  gi  und  y,  nicht  unter  einem 
rechten  Winkel,  sondern  unter  einem  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  a>  schneiden. 

C. 
Der  Winkel   a,   unter  welchem   sich    die    beiden  Wegachsen 
gi  und  g^  (Fig.  90)  schneiden,  sei  ein  spitzer.    Ein  in  der  Achsen- 

Fig.  90. 


ebene  liegender  Punkt  P  möge   durch  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten 

8P'=p,    PP  =  q 
gegeben  sein.     Es  soll  ein    geradliniger  Weg,  dessen  Achse  AB 
den  Punkt  P  in  sich  enthält,    so    gelegt    werden,    dass   der  In- 
halt ^J  des  Dreiecks  A8B  am  kleinsten  wird. 
I.  Wo  muss  A  liegen? 
II.  Welchen  Kleinstwerth  hat  J? 

III.  Bleiben   die  unter  I  und  11    gefundenen    Ergebnisse    un- 
geändert,  wenn  der  Winkel  a  stumpf  ist? 
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Lösung.     Setzt  man 

19)  SA  =  x,    8B  =  y,   SQ^a,    QP=b, 
so  ist 

20)  z/==|a;y  sincT, 

21)  y  = 


22) 
23) 
Ferner 

24) 


X  —  a 
a=p  —  gcot  (T, 
b  =  q  CSC  a. 


m=- 


x^ 


X  —  a 

die  Function,  welche  zu  einem  Minimum  werden  soll. 

Aus  ihren  beiden    ersten  Differentialquotienten    ergiebt    sich, 
dass  Letzteres  vorliegt,  wenn 

25)  ic  =  2  a  =  2  (i)  —  g  cot  a) 
ist,  also  wenn 

26)  SQ=QA,    PA  =  PB. 

Hiernach  lässt  sich  die  gesuchte  Lage  des  Punktes  A  sofort 
durch  Construction  bestimmen. 
Ferner  hat  man : 

27)  Jm\n  =  2ahs'ma=2aq=2{p  —  q  cot  a)q. 

Für  einen  stumpfen  Winkel  tf  bleiben  die  Ergebnisse  un- 
verändert. 


In  einer  und  derselben  Ebene  liegen  :    ein    geradliniger  Ver- 
kehrsweg  (Strasse,    Canal    oder   Eisenbahn)   gg   und    zwei    Orte 


Flg.  91. 


A  und  B,  deren  Lage  in  Bezug  auf  gg  (siehe  Fig.  91)  durch  die 
Abmessungen 

ÄA  =  a,    B'B  =  h,     Äß=c 
gegeben  ist. 
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Es  sollen  diese  Orte  A  und  B  mit  einem  Punkte  C  von  gg 
derartig  geradlinig  verbunden  werden,  dass  die  Weglänge 

28)  w  =  AC'{-CB 
so  kurz  wie  möglich  ist. 

Wo  muss  man  G  wählen,  damit  diese  Bedingung  erfüllt  sei? 
Welchen  Werth  hat  das  t^min? 

Lösung.     Es  wird  w  am  kleinsten,  wenn 

29)  a  =  /J, 

also  wenn 

ac 


30) 


ÄC=: 


ist. 


a  +  6 


Man  hat  dann  für  w  den  Werth: 

31)  M7mln  =  VJä+W~+^- 

Näheres :    Theil  I ,    §  58.     (Auch  bezüglich  der   zeichne- 
rischen Auffindung  des  Punktes  C) 

Anmerkui}g.  Man  untersuche,  ob  und  wie  die  Sache  sich 
ändert,  wenn  die  Wegstrecken  ÄC  und  CB  mit  verschiedenen 
, Gewichten**  in  Rechnung  zu  stellen  sind,  es  sich  also  um  das 
Minimum  von 

32)  w  =  m'AC-j-n'CB 

handelt,  wobei  m  und  n  constante  Zahlen  bezeichnen.    (Yergl. 
Th.  I,  §  59.) 

E. 
Für    die    bei    der    Wasserversorgung    der    Städte 

nöthig  werdende  Anlegung 
von  Rohrnetzen  ist  die 
Lösung  folgender  Aufgabe 
wünschenswerth : 

Der  mit  Wasser  zu 
versorgende  Punkt  B  (Fig. 
92)  hat  von  der  Haupt- 
leitung MN  den  senkrecht 
gemessenen  Abstand  B' B 
=  h.  Die  Rohrdurchmesser 
sind  längs  MA,  AN  und 
AB  der  Reihe  nach  rfi,  d^  und  d^.  Von  den  Herstellungskosten 
der    Längeneinheiten    der    Leitungsstrecken  MA^    AB'  und  AB 


Fig.  92. 


Mf^ 


-i^ 
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möge  angenommen  werden,  dass  sie  den  betreffenden  Rohrdurch- 
messern  proportional  sind,  also  die  Werthe 

kdi,  kck  and  kds 
haben. 

Man  soll  denjenigen  (spitzen)  Abzweigungswinkel  a  berech- 
nen, ausgedrückt  durch  di,  ds  und  ds,  für  welchen  die  Kosten- 
summe 

33)  s  =  k  {MA  'di^  Air^ck+AB'Ck) 
am  kleinsten  wird. 

Auch  soll  für  diesen  Fall  die  Länge  X  der  Strecke  B'A  er- 
mittelt werden,  ausgedrückt  durch  hy  di,  d^  und  d».*) 

Lösung.  Wird  die  Länge  der  Strecke  Mff  mit  a  be- 
zeichnet, so  ist 

34)  s  =  *  {(a  —  6  cot  a)  dl  -}-  6  cot  a  •  dj  -|-  6  CSC  a  •  ds}. 

Hieraus  folgt  als  gesuchter  Werth  des  Abzweigungswinkels: 

or-N                                                             ^1 — Ä 
oo)  a  =  arc  cos  — -^ ; 

und  für  die  gesuchte  Strecke: 

36)  x==-^^'-^ 


y'dt'-idi—d.y 

Anmerkungen.  Man  wende  diese  Ergebnisse  an  auf  den 
Sonderfall,  dass  eine  sehr  unbedeutende  Zweigleitung  vor- 
liegt und  deshalb  die  Hauptleitung  ohne  Durchmesser-Yerkleinerung 
weitergeführt  wird;  femer  auf  den,  dass 

37)  d^  =  0,2  dl 

ist  und  dass  in  aUen  drei  Leitungen  die  Wassergeschwindigkeit 
als  gleich  gross  vorausgesetzt  werden  darf. 

Für  den  ersten  dieser  Sonderfälle  lässt  sich  ohne  Rechnung 
sagen,  welchen  Werth  der  Winkel  «  haben  muss;  im  zweiten 
Falle  muss  der  Bedingung 

38)  d,«  =  d,«-|-d,« 
genügt  werden.  — 

Bezüglich  des  Näheren  über  die  Anlegung  von  Rohrnetzen 
und    die   hierbei    vorkommenden  Minimum  -  Aufgaben   sehe   man: 


*)  Eine  ganz  ähnliche  Aufgabe,  nämlich  die:  für  den  Ort  B  (Fig.  92, 
S.  224)  eine  vortheilhafte  Weganlage  BA  zu  berechnen,  hat  W.  Laun- 
hardt  im  Jahrgänge  1882  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure  auf  S.  111  und  112  behandelt.  Ferner  in  seiner  „Theorie 
des  Trassirens*  auf  S.  19—21  und  31— -35  der  2.  Auflage  des  I.  Heftes. 

Über  diese  Aufgabe  sehe  man  den  nachfolgenden  Abschnitt  F. 
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Frühling  und  Lincke,  Wasserleitungen  u.  s.  w.;  1893;  Seite  137. 
Ferner  die  im  ,  Literatur verzeichniss*^  genannten  Abhandlungen 
von  Forchheim  er  und  P.  Willner  (insbesondere  S.  105,  151 
und  152  der  letzteren);  desgleichen  die  dort  auch  genannte,  den- 
selben Gegenstand  betreffende  Al^handlung  von  R.  Mehmke. 

F. 

Der  unter  £  behandelten  Aufgabe  ist  diejenige  sehr  ähnlich, 
welche  man  in  der  Tracirungslehre  das  „Anschluss-Problem 
für  einen  Verkehrsweg*^  nennt.  Es  lautet  diese  Aufgabe 
folgendermassen  : 

Vorhanden  ist  irgend  ein  geradliniger  Verkehrsweg  (Strasse, 
Eisenbahn,  Canal),  dessen  Achse  (siehe  die  Fig.  92,  S.  224)  durch 
die  Gerade  MN  dargestellt  wird.  Neben  jenem  Wege  liegt  ein 
Ort  B  in  dem  Abstände  S  B  =  h  ^  letzteres  gemessen  in  Kilo- 
metern. 

Von  B  nach  MN  soll  ein  geradliniger  Anschlussweg  (Achse 
BA)  gebaut  werden. 

Man  kennt  die  Anzahlen  p,  m  und  n  derjenigen  Gewichts- 
einheiten (z.  B.  Tonnen) ,  welche  alljährlich  längs  der  Strecken 
BA,  AM  und  AN  z\x  befördern  sind.  Man  kennt  ferner  die 
Kosten,  welche  der  Unterhalt  und  Betrieb  des  Weges  .45  jährlich 
für  jedes  Kilometer  veranlassen  wird  (und  zwar  einschliesslich  der 
Zinsen  des  Anlagecapitala).  Endlich  kennt  man  (für  die  Gewichts- 
einheit und  das  Kilometer)  die  Transportkoston  sowohl  bezüglich 
des  zu  erbauenden  Weges  ABy  als  auch  bezüglich  des  schon  vor- 
handenen MN, 

Es  soll  derjenige  Winkel  a  berechnet  werden ,  für  welchen 
die  Summe  der  drei  Verkehrskosten  (längs  BA^  AM  und  AN) 
am  kleinsten  wird. 

Über  die  Lösung  dieser  Aufgabe  sehe  man  die  am  Fusse 
der  Seite  225  genannte  Literatur. 

Ist  w»  =  n ,  also  der  von  B  nach  M  stattfindende  Verkehr 
gleich  dem  von  B  nach  ^vorliegenden,  so  muss  offenbar  a  =  90® 
sein.  Dies  kann  zu  einer  Prüfung  des  für  a  (oder  für  B  A)  be- 
rechneten Werthes  dienen.  — 

Man  untersuche  auch  (was  sehr  leicht  ausführbar  ist),  wo 
der  Anschlusspunkt  A  auf  jlf  ^  gewählt  werden  muss,  wenn  nur 
d  i  e  Bedingung  erfüllt  sein  soll ,    dass    die  Beförderung  von  dem 
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Orte  B  über  Ä    nach    dem  Orte  M  am    wohlfeilsten  wird, 

wenn    sie   längs  BÄ  für    die  Gewichtseinheit    und  Längeneinheit 

das  g- fache  kostet,  wie  längs  AM  (mithin  q  das  Verhältniss 

f 
der  Frachtsätze  ^  ist). 

Lösungs-Andeutung.  La  diesem  (letzteren)  Falle  soll, 
wenn  Jlf B'  mit  a,  AB'  mit  x  undzl  NAB  mit  a  bezeichnet 
wird,  die  Function 

39)  f{x)  =  qVb'+x^+{a  —  x) 
oder 

40)  9(a)  ssgtcsca  4"  (a  —  ftcota) 

df  dw 

zu    einem  Minimum  werden.     Es  ist    also    zunächst  3—  oder  -3— 

ax  da 

aus  Gleichung  Nr.  39,  bezüglich  Nr.  40,  zu  berechnen;  u.  s.  w. 
Das  Ergebniss  lautet : 

41)  a  =  arc  cos  — , 
und 


42)  x=    ■ 

Man  vergleiche  Nr.  35  und  36  (auf  S.  225). 

G. 
Dass  den  unter  A—F  vorstehenden  Aufgaben  noch  viele  andere 
beigefügt  werden  können,  welche   die  Anlegung  von  Strassen, 
Eisenbahnen,  Canälen,  Rohrnetzen  u.  s.  w.  betreffen, 
ist  leicht  zu  erkennen. 

Die  Aufstellung  und  Lösung  derartiger  Probleme  sei  hiermit 
angeregt! 

Auch    möge    auf   die   unter  I  bis  VI    folgende  Literatur 
hingewiesen  werden: 

L  Launhardt,  commercielle  Tracirung ;  1872;  S.  6  -  8 ; 

ferner  S.  24  und  25. 
II.  L  au n h  a  r  d  t ,  die  zweckmässigsten  Steigungsverhältnisse 

der  Chausseen.     1867. 
m.  Launhardt,  die  Betriebskosten  der  Eisenbahnen.  1877. 
lY.  L  a  u  n  h  a  r  d  t ,  die  Steigungsverhältnisse  der  Strassen.  1880. 
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V.  He  Im  er  t,  die  Übergangscurren ;  1872. 
VI.  Handbach    der    Ingenieurwissenschaften; 
Bd.  I,  Abt.  n,  S.  124—132  der  2.  Auflage  (v.  J.  1384). 

Z  u  N  r.  I.  Die  Seiten  6 — 8  betreffen  dievortheilhafteste 
Höhe  des  Anlagecapitals  für  einen  Verkehrsweg, 
z.  B.  für  eine  Eisenbahn.  Es  sei  ^  das  Anlagecapital, 
e  der  für  dasselbe  in  Betracht  zu  ziehende  Zinsfuss ,  also  z.  B. 
z  =  0,04  bei  vierprocentiger  Verzinsung.  Ferner  sollen  mit  B  die 
jährlichen  Betriebskosten  bezeichnet  werden. 

Dann  sind  die  jährlichen  Gesammtkosten  6r,  welche 
der  Weg  veranlasst,  durch  die  Gleichung 

43)  6?  =  ^0  +  JB 
ausgedrückt. 

Versteht  man  unter  E  die  jährlich  aus  dem  Betriebe  des 
Verkehrswegs  sich  ergebende  Einnahme  (brutto  gemeint) ,  so 
hat  die  Rente  ü,  welche  das  Anlagecapital  giebt,  den  Werth 

44)  E-?^. 

Im  volkswirthschaft liehen  Sinne  ist  es  wünschens- 
werth,  O  zu  einem  Minimum  zu  machen.  Hingegen  wird  eine 
Gesellschaft,  die  den  Verkehrsweg  betreibt ,  den  Wunsch 
haben,  dass  die  Rente  R  zu  einem  Maximum  werde. 

Unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  Betriebskosten  eine 
Function  f{Ä)  des  Anlagecapitals  seien,  also  die  Beziehung 

46)  B  =  f{Ä) 

bestehe,  nenne  man 

a)  diejenige    Gleichung,    aus    welcher  Ä    zu    berechnen    ist, 
wenn  G  am  kleinsten  werden  soll, 

b)  die,  aus  welcher  sich  Ä  ergiebt,   wenn  man  22  zu  einem 
Grösstwerthe  machen  will. 

Es  wird  sich  hierbei  zeigen,  dass  dievolkswirthschaft- 
liehen  Interessen  mit  denen  einer  Actiengesellschaft  im 
Allgemeinen  nicht  übereinstimmen.  —  — 

Die  Seiten  24  und  25  (der  unter  I  genannten  Literatur)  be- 
ziehen sich  auf  das  „Kreuzungsproblem  für  Verkehr s- 
wege*^   und  zwar  bei  einer  Kreuzungsstelle.     Nämlich  auf   die 
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durch  Fig.  93  angedeutete  zweckmässigste  Verbindung  eines 
Ortes  B  mit  einem  Orte  Bi  und  zwei  Orten  M  und  N  unter  Be- 
nutzung eines  schon  vorhandenen  geradlinigen  Verkehrsweges  MN 
und  einer  Schnittstelle  A,     (Man  vergleiche  §  74,  VIII.) 

Fig.  98. 


Es  kommt  bei  dem  genannten  Problem  darauf  an,  die  Summe 
der  Verkehrskosten  (welche  sachgemäss  zu  definiren  sind)  für  die 
vier  Weglängen  -4JB,  AB^,  AM  und  AN  zvl  einem  Minimum 
zu  machen,  also  in  diesem  Sinne  die  Lage  des  Punktes  A 
{9>u{  MN)  zu  ermitteln,  nämlich  SA  =  x  oder  Z.NAB  =  a 
zu  berechnen. 

Sonach  ist  die  Aufgabe,  den  in  den  vorstehenden  Abschnitten 
£  und  F  behandelten  nahe  verwandt.  (Man  beachte  zunächst 
den  einfachen  Fall,  dass  für 

46)  5  =  *i .  MA  +  k^'AB  +  ki'ABi 

der  Kleinstwerth  verlangt  wird.) 

Zu  Nr.  II,  III  und  IV.  Näheres  über  diese  drei  Arbeiten 
sehe  man  im  „Literaturverzeichniss*.  —  Die  §§  19  —  23  auf 
Seite  43 — 58  der  unter  in  genannten  Schrift  enthalten  Minimum- 
Aufgaben  ,  welche  die  Steigungsverhältnisse  der  Eisen- 
bahnen betreffen. 

Zu  N r.  V.  Der  Krümmungshalbmesser  Q  der  „Über- 
gangscurve"  der  Eisenbahnen  hat  den  im  §  24  unter  Gleichung 
Nr.  3  angegebenen  Werth.  Durch  Ausnutzung  der  beiden  ersten 
Differentialquotienten  der  Function 


Fahimann,  Anwendnngen  d.  Infiniteiimalrechnang.    Th.  111. 


16 
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47)  f(x)  =  ' 

ergiebt  sich  leicht,  dass  für 

*/ — 

48)  X  =  yO^s  q  =  0,946  q 

der  Kleinstbetrag  von  q  vorliegt;  nämlich 

49)  ßmln  =  1,8M  3- 

Zu  Nr.  VI.    Das  hier  Angegebene  betrifft  Wege-Anlagen 
überhaupt. 

§  54.   Eine  Flosserei-Anfgabe. 

Wenn  schwimmende  Balken  von  der  constanten  Länge 
AB  =  b  aus  einem  Wasserbecken  U  (siehe  die  Fig.  94)  in  einen 

Fig.  94. 

D 


Canal  V  übergeführt  werden  sollen,  indem  man  sie  mit  dem  einen 
Ende  (A)  an  der  geradlinigen  Mauer  CD,  mit  dem  anderen  Ende  (B) 
an  der  ebenfalls  geradlinigen  Mauer  CE  gleiten  und  dabei  immer 
den  Punkt  F  berühren  lässt,  so  fordert  dies  einen  Mindest- 
betrag der  EintrittsöfiFnung  EF=x, 

Man  berechne  ihn,  ausgedrückt  durch  den  vorgeschriebenen 
Mauernabstand  a  und  durch  die  Balkenlänge  &,  hierbei  den  Balken 
als  gerade  Linie  ansehend,  also  seine  Dicke  nicht  berücksichtigend.*) 

Lösung.  Wird  der  Winkel  CBA  mit  w  bezeichnet,  so 
hat  man: 

1)  x  =  ba'mo}  —  a  tan  co. 


Nachdem  die  Aufgabe  unter  Vernachlässigung  der  Balkendicke 
gelöst  worden  ist,  gebe  man  die  Lösung  auch  mit  Berücksichtigung 
der  Dicke. 
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dx 


d^x 


Die  Werthe  der  Differentialqüotienten  ~ —  und  -^  -^  lehren, 
dass  der  Grösstbetrag  von  X  eintritt,  wenn 

'/ — 

2)  cos  w  =  1/  -7- 

ist,  also  wenn 

3)  x  =  y/b^  —  a^\ 

Diesem  x^^x  mindestens  gleich  (womöglich  aber  grösser)  moss 
die  Öffiaong  EF  genommen  werden.  Es  besteht  also  zwischen 
den  drei  Strecken  a,  h  and  x  die  Beziehung 

4)  a*  +  a;^=6* 

Aus  ihr  kann  jede  der  drei  Grössen  entnommen  werden,  wenn 
die  beiden  anderen  vorgeschrieben  sind. 

Zahlenbeispiel.  Ist  a  =  3,77  Meter,  «=» 2,i4  Meter  (was  un- 
geföhr  der  Fig.  94  entspricht,  wenn  diese  in  1 :  200  gedacht  wird), 
so  giebt  die  Gleichung  Nr.  4: 

5)  6  =  8,M  Meter 

als  grösste  Balkenlänge.    (Man  unterlasse  nicht,  dies  durch  einen 
Versuch  zu  bestätigen.) 


§  55.  Geometrisclie  and  geodätisolie  Aufgaben. 

A. 
Es  soll  ein  Viereck  .4 5 CD  (Fig.  95)  abgesteckt  werden, 
für  welches  bei  vorgeschriebenem  Flächeninhalte  c^  die  Strecken- 
snmme 

Flff.  95. 


1)  s  =  4C+D'B  +  D'/)  =  ^-f  Ä,+Ä, 

am  kleinsten  ist. 


16* 
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Welche  Form  muss  das  Viereck  erbalten? 
Lösung.     Man  findet  leicht,  dass 


2) 
sein  mass ;  mithin 

3) 
ferner,  dass  dann 

4) 


Flg.  9«. 


Smln—2V2C. 

£s    genügen    also    der   gestellten  Bedingung    alle    diejenigen 

Vierecke,  bei  denen  die  eine 
Diagonale  so  vi^le  Längenein- 
heiten hat,  wie  die  Summe  der 
auf  ihr  stehenden  Höhen;  oder, 
anders  ausgedrückt,  diejenigen, 
denen  ein  Quadrat  LMNO 
(Fig.  96)  von  der  Seitenlänge 
V2c  (also  Yon  dem  Inhalte  2  c*) 
in  der  durch  die  Figur  ange- 
gebenen Weise  umschrieben  wer- 
den kann;  z.  B.  die  Vierecke 
A^B.CiD^  und^jJBjCgA  der 
Fig.  96.' 

B. 

Wie  müssen  die  Seiten  AB  =  x  und  BC=iy  eines  über  der 
vorgeschriebenen  Grundlinie  ÄC=b  stehenden  Dreiecks^JBC, 
das  den  gegebenen  Umfang  2  s  hat ,  gewählt  werden ,  wenn  der 
Inhalt  j^  des  Dreiecks  seinen  Grösstwerth  haben  soll ?  Wie- 
viel beträgt  der  Letztere?  Für  welchen  Werth  von  b  erreicht 
er  sein  Maximum? 

Lösung.     Es  ist 

5)  J  =  \/s  {s  —  b)(s  —  x){b  —  s  +  x) ; 
mithin  die  in  Betracht  zu  ziehende  Function: 

6)  fix)  =  {s  —  x){b  —  s  +  X). 

Aus  den  Differentialquotienten  f{x)  und  f\x)  derselben  folgt, 
dass  das  Dreieck  gleichschenklig,  nämlich 

7)  x  =  y  =  s  —  ^b 

sein    muss ,  wenn  das  verlangte  Maximum  von  ^  vorliegen    soll. 
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•6). 


Die  DifiFerentialquotienten9)'(&)  und  g>"{b)  der  för  die  Grleichong 
Nr.  8  massgebenden  Function 

9)  9>(6)  =  6«(«  — ft) 
lehren,  dass 

10)  6  =  i«, 

also  das  Dreieck  gleichseitig  sein  muss,  wenn  jenes  ^mMx  &ni 
grössten  sein  soll,  nämlich 

11)  ^max=^5«  =  ^^»=0,mS^ 

auf  drei  Decimalstellen  abgerundet.*) 

Anmerkung.  Die  Ergebnisse  der  Rechnung  lassen  sich  leicht 
in  rein  geometrische  Sfttze  fassen.  Femer  lassen  sie  sich  durch 
die  Anschauung  bestätigen,  wenn  man  einen  an  seinen  Enden 
yerbundenen  Faden  von  der  Länge  2«  benutzt.  Man  unterlasse 
nicht,  das  zu  thun.  —  Auch  frage  man  sich,  welchen  Inhalt  (ver- 
glichen mit  Nr.  11)  ein  Quadrat  und  ein  £[reis  hat,  wenn  der- 
selbe Umfang  (2«)  yorlieg^,  wie  beim  Dreieck. 


Eiil  Dreieck  ABC  (Fig.  97)  sei  gegeben  durch 
AC=b,    z.CAB  =  a,    ^ACB  =  y.**) 

Flg.  97. 


Es  soll  ein  Rechteck  DEFG  so  abgesteckt  werden,  dass  E 


*)  Man  vergleiche  §  72,  Abschnitt  I. 

**)  Ist  das  Dreieck  durch  andere  Stücke  gegeben,  so  könne9  diese 
bekanntlich  leicht  durch  &,  a  und  y  ausgedrückt  werden. 
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auf  AB,  F  B,n{  BC,  DG  auf  ÄC  liegt   und    der  Inhalt  J  des 

Rechtecks  am  grössten  ausföUt. 

Man  berechne  die  Strecke 

AD  =  x, 
wie  auch  das  Jm^x 

I.  für  den  Fall,  dass  das  Dreieck  gleichseitig  ist; 

n.     „       „        „  dass  es  gleichschenklig,  mit  b  als  Grundlinie; 

III.  „       :,        ff  dass    es   ungleichseitig    und  bei   B   recht- 
winklig ; 

IV.  für  den  Fall,  dass  es  ungleichseitig  und  schiefwinklig  ist« 
^        Andeutungen  zurLösung.    Imersten  Falle  hat  man  : 

12)  J=}/Sx(]b  —  2x). 

Das  wird,  wie  die  Differentialquotienten  f\x)  und  f'(x)  der 
Function 

13)  f{x)  =  x{b—2x) 
lehren,  am  grössten,  wenn 

14)  x  =  lb 
ist.     Letzteres  giebt : 

15)  e7max=|K3t*. 

Es  ist  also  das  c/inax  die  Hälfte  des  Flächeninhaltes  des 
Dreiecks  ABC.  (Dies  kann  leicht  durch  die  Anschauung 
Bestätigung  finden.) 

Im  zweiten  Falle  hat  man,  statt  Gleichung  Nr.   12, 

16)  J=  tan a-xib--  2x); 
im  dritten: 

17)  J  =  tan  a  •  a;  (6  —  sec^  d-^)] 
im  vierten: 

18)  J=  tan  a^x{b  —  (l-j-tana  cot  y)a:)  • 

Mithin  handelt  es  sich  in  allen  vier  Fällen  um  den  Grösst- 
werth  einer  Function  von  der  Form 

19)  (p{x)  =^x{b  — kx), 

wobei  k   eine  Constante    bezeichnet.     Die  Fälle    sind    also    nicht 
wesentlich  verschieden.    Das  Maximum  von  J  tritt  ein,  wenn 

ist;  es  hat  den  Werth 

21)  J....,  =  ^°^*. 

4  K 
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D. 
Man  löse  ferner,  im  Anschlüsse  an  das  in  dem  Abschnitte  C 
Vorausgehende,    die    folgende    Aufgabe:     Ein    dreieckiger 
Bauplatz  ABC  (Fig.  98)   ist   wie   unter  C   im  Vorstehenden 


F\g.  98. 


gegeben,  nämlich  durch  b,  a  und  y.  Innerhalb  desselben  soll 
ein  rechte ckförmiges  Gebäude  KLMN  so  abgesteckt 
werden,  dass  die  Ecke  M  von  der  Dreiecksseite  a  um  Tc^  absteht, 
die  Ecken  K  und  N  von  h  um  Jc^  abstehen ,  die  Ecke  L  von  c 
den  Abstand  k^  hat  und  der  Inhalt  J  des  Rechtecks  KLMN 
am  grössten  ist. 

Wo  muss  die  Ecke  K  liegen?  Welche  Längen  müssen  die 
Rechtecksseiten  erhalten?     Wieviel  beträgt  das  «Tmax? 

Lösungs-Andeutung.  Die  Ecken  des  Rechtecks  KLMN 
müssen  sich  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  A^B^Ci  befinden,  wo- 
bei B^Ci  parallel  BC  im  Abstände  Jci,  -^jC,  parallel  AC  im 
Abstände  k^,  A^B^  parallel  AB  \m  Abstände  k^  gemeint  ist. 

Die  Winkel  des  Dreiecks  A^B^C^  sind  also  gleich  denen 
des  Dreiecks  ABC.  Die  Seitenlänge  A^Ci=ij^  folgt  aus  6,  a, 
y,  kl,  k^  und  ig. 

Ist  6i  berechnet,  so  kommt  Alles  auf  das  in  dem  vorstehenden 
Abschnitte  C  Behandelte  zurück,  weil  das  Dreieck  A^B^C^  an 
die  Stelle  des  Dreiecks  ABC  tritt. 


Die  Seitenlängen  5, ,  Sj ,  s^  und  s^  eines  ebenen  Vier- 
ecks AB  CD  (siehe  die  Fig.  99,  Seite  236)  mögen  vorge- 
schrieben sein. 
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Es  soll  berechnet  werden,  welche  Form  dem  Viereck  er- 
theilt  werden  mass ,  damit  es  den  Maximalinhalt  habe. 
Insbesondere  soll  man  (in  diesem  Sinne)  angeben, 

Fiff.  n.  I.  welche    Beziehung    zwischen 

den    Grössen    der    Winkel  ß 
und  d  bestehen  muss; 
n.  nach  welcher  Gleichung  ß  von 

^i>  ^t'  ^s  ^"^^  ^i  Abhängt; 
m.  wie  sich  der  genannte  Winkel 
mittelst  der  vier  Seitenlängen 
construiren  lässt. 
Endlich  soll  der  Grösstwerth 
des  Flächeninhaltes  des  Vierecks  angegeben  werden. 

Lösung.  Man  hat  für  den  Flächeninhalt,  welcher  F  heissen 
möge,  die  Gleichung 

22)  ^=  i  «i«f  sin  /?  -|-  i  s^s^  sin  d. 

Dabei  besteht,  wegen  der  Länge  der  Diagonale  ACy  die 
Bedingung 

23)  «1  ^  +  Sa*  —  2  5, 5,, cos  /?  =  Ss«  -|-  8^^  —  2  s^s^  cos  d, 
oder 

24)  q)  =  Si^  +  s%^  ^  2  SiS^  coBß  —  Si^  —  8^^  -{-  2  s^s^  C09  6  =  0. 
Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,    daas   der  Grösstwerth 

von  F  vorliegt,  wenn 

ß=180^  —  d, 
also  wenn  das  Viereck  ein  S  e  h  n,e  n  v  i  e  r  e  c k  ist  (die  Punkte  A^ 
By  C  und  D  auf  einer  Kreislinie  liegen). 

Man  findet  dies  leicht  durch  Anwendung  der  für  „Maxima 
und  Minima  mit  Nebenbedingungen^  geltenden  Be- 
handlungsweise ,  nämlich  durch  Ausnutzung  der  mittelst  Diffe- 
rentiation aus  Nr.  22  und  23  oder  24  sich  ergebenden  Gleichungen 

dF  dw  dd  ^. 

-v^=0  und  -^  =  0,  aus  denen  -^  eliminirt   werden   kann.*) 


*)  Die  Behandlung  der  ,Mazima  und  Minima  mit  Neben- 
bedingungen*  besteht  bekanntlich  darin,  dass  aus  den  bedingenden 
Cfleichnngen  nicht  die  abhängige  Veränderliche  selbst  eliminirt  wird, 
sondern  ihr  Differentialquotient  aus  den  Diff erentialgleich- 
u n g e n  der  Bedingungen.  (Siehe  Schlömilch,  Compendium  der  höheren 
Analysis,  Bd.  I,  §  35.) 
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Aus  der  Gleichung  Nr.  22  folgt  nämlich: 

o^^  dF       \  (  ^  .  .  dd\ 

25)  ■^  =  -2"Vi^*^08/^  +  ^s«4Cosd-^j. 

Femer  giebt  Nr.  23  oder  Nr.  24: 

26)  3^8^  sin  ßdß  =  s^s^  sin  ddd, 
mithin 

27)  dJ^g^gasin/y 
d/y       ggS^  sin  d 

Dies  in  Gleichung  Nr.  25  gesetzt,  liefert: 

dJ;_J^         sinQy+J) 

dß  ~  2  ''^^'        sin  d      ' 
Da  nun,  wegen  des  Minimums  von  F, 

^"  f =•> 

sein  muss,  so  giebt  die  Gleichung  Nr.  28: 

30)  sin(/?+<J)  =  0; 
daher : 

31)  /:f-^-d=r:0^    oder    /J^-d=180^   oder 

/?+d  =  a60^  u.  s.  w. 
Hiervon  ist  offenbar  nur  möglich 

32)  /J  +  d=180^ 
also 

33)  d=180^-'ß. 
Letzteres  liefert : 

dd 

Demzufolge  giebt  die  Gleichung  Nr.  25 : 

dF       1 
35)  -j^  =  —  (Si  5j  cos  ß  —  SjS4  cos  S). 

Mithin  ist 

d^F  1 

^^^  ^=  — y(«i«»8ii^/^  +  V4  8in<J). 

Daher : 

d^F 
37)  ^<0; 

folglich  für  Nr.  32    der  Gros  st  wer  th    des  Flächeninhaltes  F 
.vorhanden. 

Führt  man  Nr.  33  in  Nr.  23  ein,  so  ergiebt  sich 
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Si»4-S»'  — «8*  — S«' 


38)  cos/?: 


2  («,«,+ «,«4) 

Nach  dieser  Oleichong  kann  der  Winkel  ß  berechnet  und 
dann  in  Gradmass  aufgetragen  werden.  Er  Iftsst  sich  aber 
auch  constrniren  (ganz  ohne  Rechnung),  wenn  Nr.  38  etwa 
in  der  Form 

39«)  cos/f  =  — ^^ — ^. 

oder  in  der  Form 


S.+ 


s.»       S,ä       s*« 


39")  cos/?  =  -       *' 


('.+^) 


Benutzung  findet,  wobei  nur  rechtwinklige  und  ähnliche  Dreiecke 
gebildet  zu  werden  brauchen. 

Ist  ß  aufgezeichnet,  so  erhält  man  mittelst  der  Seitenlängen  s^ , 
^2,  ^3  und  ^4  das  gesuchte  Viereck.  Bestätigung  der  Gon- 
struction  wird  erhalten,  wenn  der  Versuch  lehrt,  dass  die  Ecken  -4, 
B,  C  und  D  auf  einer  Kreislinie  liegen.*) 

Nach  dem  bekannten  Satze,  welcher  für  die  Fläche  des 
Sehnenvierecks  gilt  (oder  durch  Einsetzung  von  Nr.  33  und  Nr.  39 
in  Nr.   22),  hat  man  schliesslich: 


40)  Fn^^  =  V{\s  —  s^){\s  —  s^)(\s  —  s^){\s  —  s;), 
wobei 

41)  s  =  5i+s,  +  S3+s,, 

also  die  Summe  der  vier  Seitenlängen  (der  umfang)  ist. 

F. 
Wenn    der  Punkt  P   (Fig.  100,  Seite  239)    von  A    und  B 
aus  durch  Vorwärtsabschneiden  (vergl.  §  4)  bestimmt  ist, 
so  hat  er  bekanntlich**)  den   „mittleren"   Fehler 


*)  Über  eine  andere  Art,  das  Sehnen viereck  aus  seinen  Seiten  zu 
construiren,  sehe  man:  Schlömilch,  Geometrie  des  Maasses,  3.  Auflage, 
Th.  I,  §  28,  Abschnitt  f. 

**)  Man  sehe  hierüber  §  2,  Abschnitt  D,  Nr.  X.    Femer:  Jordan, 
Vermessungskunde,  Bd.  I,  §  101  der  8.  Auflage. 
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42)  M^^^'\ 

Sin  y 

wobei  d  den  mittleren  Fehler  des  Winkels  (r,   ^ie  aach  den  des 
Winkels  ß  bedeatet. 

Sind  die  Abstände  AP  und  BP  gleich,  ist  also 

43)  6  =  a, 
so  tritt  an  die  Stelle  von  Nr.  42 : 

44)  M=^4^- 

siny 

Es  soll  nun  auf  Grund  dieser  Gleichung  Nr.  44  derjenige 
Werth  des  Schnittwinkels  y  berechnet  werden ,  für  welchen  der 
mittlere  Fehler  Jfam  kleinsten  ausfällt.    Auch  wird  das  ilfmin 


verlangt  (ausgedrückt  durch  c  und  S),  Endlich  soll  man  den 
Werth  des  Winkels  a,  welcher  dem  ilfmin  entspricht,  durch  Co n- 
struction  aus  der  Grundlinienlänge  AB ^=  c  ableiten. 

Lösung.     Da,  für  6  =  a, 

c 

.     7       "^ 
sm  — -  =  — 
2        a 

ist,  mithin 

so  geht  die  Gleichung  Nr.  44  über  in 

cd 


46)  M  = 


.sy„„  y 


2  K2  8in*-^co8-^ 
^  2         2 


Demgemäss  ist  M  am  kleinsten,  wenn  die  Function 

,  Google 
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am  grössten  ausfällt. 
Man  hat  aber 

48)         r(|.)  =  8in^(2cos»-|--sin«|.). 

Ferner: 

Laut  Gleichung  Nr.  48  wird 

50)  /'(y)  =  o. 

wenn  entweder 

51)  8in-|-  =  0, 
oder 

52)  2  cos«  -^  —  sin^  ^  =  0. 

Aus  Nr.  51  folgt 

53)  y  =  0, 

was  aus  naheliegendem  Grunde  nicht  in  Betracht  kommt. 
Aus  Nr.  52  ergiebt  sich: 

.    54)  tan|-  =  >/2, 

also: 

55)  y  =  2  arc  tan  |/2. 
Wenn  Nr.  54  vorliegt,  so  ist 

56)  «-Y  =  F'|' 
und 

57)  -4  =  ^f 
Dies  in  Nr.  49  eingesetzt,  liefert: 

also  Negatives.     Es  liegt  mithin  Maximum  von  f\~^\  daher 
Minimum  von  M  vor,  wenn  Nr.  54  erfüllt  ist. 
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Diese  Gleichung  54  giebt: 

59)  y==1090  28'16", 

auf  ganze  Secnnden  abgerundet,  als  den  Winkel,  für  welchen  der 
mittlere  Fehler  M  am  kleinsten  ist. 

Für  das  Jfmin  folgt  aus  den  Gleichungen  Nr.  46,  56  und  57 : 

60)  Mmin  =  iVicd  =  0,9mcd. 

Durch  Construetion  kann  die  mittelst  der  Gleichung  Nr.  54 
bestimmte  günstigste  Stelle  P  der  Mitte-Senkrechten  folgen- 
dermassen  erhalten  werden:  Es  ist,  laut  Nr.  54, 

1 

mithin 

62)  a  =  35o  15' 52".*) 

Oder  auch: 

c 

Man  macht  deshalb  (siehe  Fig.  101)  die  zur  Standlinie  A  B 
senkrechte  Gerade  BQz=AB=^e.     Dann  ist  -4 ^  =  c j/2. 


61) 


tana: 


63) 


tana  ■■ 


A 


Fl«.  101. 

,/f-y 

/          V 

/    ..'"" 

/         ! 

y                             \ 

/ 

y                  ! 

/  v 

<       i       \ 

/  y^ 

\.                           \ 

/y^ 

>w 

//^ 

r                 \i           1 

A 


Nimmt  man   nun  ABs=  AQ;   ferner  RS  parallel  BQ  und 
gleich  c,  so  ist 


64) 


t&nRAS  =  — 7-=  =  tan  a ; 
c)/2 


*)  Anmerkung.  Dieser  Winkel  stimmt  überein  mit  dem,  unter 
welchem  die  von  P  kommenden  Lichtstrahlen  bei  A  auffallen  müssten, 
um  daselbst  die  stärkste  Beleuchtung  zu  bewirken.  Man  sehe 
hierüber:  Theil  I,  Seit«  52. 
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Flff.  102. 


es  schneidet  also  A8  auf   der    in  0  errichteten  Senkrechten  den 

gesuchten  Punkt  P  an. 

G. 
Bezüglich  einer  Minimum- Aufgabe,  welche  das  Nivelliren 

mit  Lattenschwenken  betrifft,  sehe  man  die  im  „Literatur- 

verzeichnisä*^  genannte  Abhand- 
lung von  G  u  t  j  a  h  r.  Sie  zeigt, 
dass  die  bei  wagerechter  Ziel- 
linie an  der  Latte  abgelesene 
Länge  l  (Fig.  102)  am  klein- 
sten wird,  wenn  der  durch 
die  Lattentheilung  und  die  Loth- 
richtung  gebildete  Winkel  a  be- 
stimmt ist  durch  die  Gleichung 
g 

65)       sin  a  =  -r- , 
n 

wobei  s  die  Stärke  (Dicke)  der 

Latte    und    h    die    abzulesende 

senkrechte  Höhe  bedeutet. 

Dieses  Ergebniss,  welches  aber  in  der  Praxis  des  Nivellirens 

nur  für  grosses  s  und  kleines  h  in  Betracht  kommt,    lässt   sich 

leicht  veranschaulichen. 

Man  kann  es  sogar  (ganz  ohne  zu  rechnen)  der  Anschau- 
ung allein  entnehmen,  wenn  man  beachtet,  dass  AP  (also  l) 
am  kürzesten  sein  muss ,  wenn  P  senkrecht  über  D  liegt ,  also 
DP  gleich  Ä  ist. 

Andeutung  zur  Lösung  durch  Rechnung:  Es  ist, 
wie  die  Fig.  102  zeigt : 

Ä  =  Z  cos  a  -j"  ^  sin  a, 
also 

h  —  s  sin  a 


66) 


1  = 


cos  a 


mithin  diese  Function  von  a   auf  ihren  Kleinstwerth  zu  bringen. 
Das  führt  auf  die  Gleichung  Nr.  65. 

H. 
In  Bezug  auf  die  „Geodätische  Linie*^   als  kürzeste 
Linie  sehe  man  Jordan,  Vermessungskunde ,    §  74    der  dritten 
Auflage  des  III.  Bandes. 
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Hier  wird  zunächst  folgendes  Problem  behandelt:  Auf  der 
ersten  Kante  eines  dreiseitigen  Prismas  ist  ein  fester  Punkt  A 
gegeben ;  auf  der  zweiten ,  welche  mit  der  ersten  in  derselben 
Horizontalebene  liegen  möge,  ein  fester  Punkt  JB.  Man  soll  auf 
der  dritten  Kante,  welche  sich  in  der  Höhe  Ä  über  jener  Wagerecht- 
ebene befindet,  einen  Punkt  S  derartig  bestimmen,  dass  die  Summe 
der  Längen  der  geradlinigen  Wege  AS  und  SB  am  klein- 
sten wird. 

Es  ergiebt  sich,  dass  die  dritte  Kante  unter  gleichen 
Winkeln  überschritten  werden  muss.*) 

Dieses  Ergebniss  findet  Ausnutzung  für  die  geodätische 
Linie  krummer  Flächen ,  indem  Flächenschnittcurven 
an  die  Stelle  der  Prismenkanten  gesetzt  werden.  Das  giebt 
den  Satz  :  Die  Überschreitung  der  aufeinander  folgenden  Meridiane 
des  Umdrehungsellipsoids  erfolgt  durch  eine  Curve  auf  dem 
kürzesten  Wege,  wenn  die  betreffenden  Azimute  gleich  sind. 
(Näheres  durch  die  oben  genannte  Literatur.) 

§  56.   Qnersolmitte  von  GanSIen,  Gräben  nnd  Gerinnen. 

A. 

Der  Wasserquerschnitt  eines  oben  offenen  Gerinnes  oder 
eines  gemauerten  Ca- 

nals  (Fig.  103)  soll  Recht-  ^^^'  ^°'- 

e  c  k  f  0  r  m  haben  und  den 
Inhalt  ABCD  =  q  be- 
sitzen. 

Wie  muss  man  die 
Dimensionen  AD=^x  und 
AB  =  JS  wählen,  damit 
der  benetzte  Umfang 

1)  Ü=BA  +  AD'{'DC 

am  kleinsten  sei? 

Welchen  Werth  hat  jener  kleinste  Umfang,    also  das   Umin''- 


*)  Man  kann  dieses  Problem  als  das  einer  Gebirgsrücken-Über- 
schreitung auffassen;  dann  liegt  es  nahe,  die  Sache  zu  verallge- 
meinern, indem  man  annimmt,  dass  die  drei  Kanten  der  sich  schneiden- 
den Ebenen  nicht  pai-allel  seien. 
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Lösung.     Es  ist 

2)  U=x  +  2-^. 

X 

Diese  Function  von  x  wird,  wie  ihre  beiden  ersten  Differential- 
quotientei^  lehren,  am  kleinsten  für 

3)  x  =  V'^\ 
also  wenn 

4)  si=\x] 

mithin    falls    die    Breite    des    Querschnitts    das    Doppelte    seiner 
Tiefe  ist.*) 

Für  den  Kleinstwerth  des  benetzten  ümfanges  hat  man 
demnach : 

5)  Crmin  =  2/2^. 

B. 
I.    Wird  die    durch  Nr.  4  bestimmte  Tiefe   nicht   benatzt, 
sondern 

6)  e^=lcx,     h^\, 

genommen,  so  ergiebt  sich  ein  benetzter  Umfang,  welcher  grösser 
ist  als  das   TJmiw     Er  möge  TJk  heissen. 
Man  zeige,  dass  die  Beziehung 

7)  Uk  = 7==  ilmin 

2j/2Jk 
besteht;  dass  z.  B.  für 

8)  A=l, 

also  bei  quadratischem  Querschnitte, 

9)  ü*  «  1  ==  1,06066  ümin 

ist,  mithin  die  Abweichung  vom  Kleinstumfange  reichlich  6  Pro- 
cent desselben  beträgt. 

n.  Ferner  vergleiche  man  das  ümin  mit  demjenigen  benetzten 


*)  Man  vergleiche  §  66,   wo  sich  das   räumliche  Seitenstück 
vorfindet.  —  Wenn  man  den  Satz: 

«Von  allen  flächengleichen  Rechtecken  hat  das  Quadrat  den 
kleinsten  Umfang  ** 
als   bekannt  voraussetzen  will,  so   sind  die   obigen  Ergebnisse  Nr.  4 
und  Nr.  3  ohne  Rechnung  selbstverständlich. 

Das  Entsprechende  gilt  für  das  im  §  66  behandelte  räumliche  Seiten- 
stück (bezüglich  des  Würfels). 
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Umfange   ün,    welchen    ein   halbkreisförmiger  Querschnitt 
bei  demselben  Flächeninhalte  q  haben  würde. 
Es  ergiebt  sich: 

10)  Um^n:  Un=2:Vn, 
also,  auf  drei  Decimalstellen  abgerundet, 

11)  ümln  =  l,lM  f/;,. 

Das   Umin  Übertrifft  mithin  das   Uj  um    beinahe  13  Procent 
des  letzteren. 

Anmerkungen  zu  A  und  B. 

«)  Wenn  für  ein  gegebenes  q  der  benetzte  Umfang  U  am 
kleinsten  ist,  so  wird  nicht  nur  der  Reibungswiderstand  am 
kleinsten,  sondern  auch  der  Materialaufwand  für  die  Mauerungen . 
Letzterer  mindestens  näherungsweise;  ob  genau,  das  bedarf 
besonderer  Untersuchung.  (Wie  bei  den  Grundrissformen  der  Ge- 
bäude.   Siehe  diese,  nämlich  die  §§  48  und  49.) 

/J)  Die  durch  die  vorstehende  Gleichung  Nr.  2  gegebene  Function 
von  X  hat  ganz  die  Form  derjenigen,  welche  für  Gebäude- 
grundrisse  auftritt.  Es  gilt  also  bezüglich  jener  Function  U 
im  Wesentlichen  das,  was  in  den  §§  48  und  49  hinsichtlich  der 
dort  behandelten  Function  gefunden  worden  ist.  (Man  sehe  diese 
beiden  Paragraphen;  insbesondere  den  Abschnitt  G  des  §  48.) 


Wenn  der  Querschnitt  eines  Gerinnes  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  {ABC  ^et  Fig. 
104)  bildet,  so  ist  es  von  Werth, 
zu  wissen,  wie  man 
x  =  AB=AC,  y  =  BN=NC, 

z  =  AN  und  a  =  z.NAC 
nehmen muss,  damit  der  benetzte 
Umfang 

12)  U=AB'i'AC=2AB 

am    kleinsten    sei    bei    vorge- 
schriebenem Flächeninhalte 

13)  q  =  JABa 
Hierbei  kann    U  ausgedrückt  werden : 

I.  durch  q  und  y, 
n.      „       q     n    ^^ 

m.    ,     5    „  d. 


Fahrmaun,  Anwendunfen  d.  InflnltesimAlrechnung.    Th.  IN, 


17 
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Man  berechne  für  den  ersten  Fall  das  y,  für  den  zweiten 
das  z ,  für  den  dritten  das  a ,  welches  den  Kleinstwerth 
des   C/  herbeiführt. 

Lösung.     Es  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

14)  y  =  e  =Vqy 

15)  x=V^. 

16)  a  =  45^ 

Der  Querschnitt  muss  also  die  Form  eines  durch  eine  Diago- 
nale hergestellten  Halbquadrates  erhalten ,  wenn  das  f/min 
{nämlich  2  Y^lh  vorliegen  soll.  (Man  sehe  die  vorstehenden 
Abschnitte  A  und  B.) 

D. 
Ein  zu  MN  (Fig.   105)  symmetrischer  trapezförmiger 
Wasserquer  schnitt  AIS  CD    kann    als  Verallgemeinerung    des    im 
Vorstehenden  unter  A  bis  C  behandelten  rechteckigen  und  drei- 


A-; 


Fl(.  10». 

TT 

'^m 

■ 

W^^_ 

^ 

1 

;  ■:  ■.::j^ 

h 

i 

VA 

U        DM 

~D 

eckigen  Querschnitts  (Fig.  103  und  104)  angesehen  werden.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Flächeninhalt  ABCD  =  q  als  con- 
stante  Grösse  vorgeschrieben  sei,  soll  man  die  Giltigkeit  des 
unter  Nr.  I — VII  Folgenden  nachweisen. 

I.  Durch 

AD^x, 

durch  q  und  h  ausgedrückt,  hat  der  benetzte  Umfang 

1)  U=BA+AD  +  DC 

(vergleiche  den  vorstehenden  Abschnitt  A)  den  Werth 


17) 


ü=x-^^yh*+(3-hx)\ 


wobei  h  als  Constante  gemeint,    nämlich  als    gegeben  ge- 
dacht ist. 
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Für  die  beiden  ersten  Differentialquotienten    dieser  Function 
f(x)  ergiebt  sich: 

18)  ^^=1  2(g  — M 
dx               j/Ä4  4.(g  — Aa;)» 

und 

19)  ^'^  2** 


dx*      /A«  +  (g  —  M*' 
Mithin  tritt  das   Umin  ein,  wenn 

20)  a;  =  -|--iK3A 

ist. 

Die  zagehörige  obere  Breite 

des  Profils  hat  den  Werth 

21)  »  =  |--hiK^A- 

Beide  Beträge  (Nr.  20  und  21)  lassen  sich  leicht  con- 
struiren. 

Als  Kleinstwerth  des  benetzten  ümfanges  folgt  aus 
den  Gleichungen  Nr.  17  und  Nr    20: 

22)  f/»..=  -|-  +  K3Ä. 

Je  mehr  man  die  Sohlenbreite  des  Profils  von  dem  Betrage 
Nr.  20  abweichen  läset,  desto  mehr  unterscheidet  sich  der  be- 
netzte umfang  ü  von  dem  Kleinstwerthe  Nr.  22.  Nimmt  man 
z.  B.  statt  des  durch  Nr.  20  bestimmten  Trapezes  ein  Recht- 
eck (von  dem  Inhalte  q  und  der  Höhe  K)  so  besteht  för  den 
benetzten  umfang,  der  dann   U\  heissen  möge,  die  Beziehung 

23)  u^=L±l^jj^^. 

wird  ein  gleichschenkliges  Dreieck  gewählt,  so  hat  man 
fftr  dessen  benetzten  Umfang,  den  wir  27}  nennen  wollen, 

24)  IJ.^^^^-±^U^.. 

Aus  den  Gleichungen  Nr.  20  und  21  ist  leicht  entnehmbar, 

17* 
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dass  die  Profilseiten  AB  und  DC  (Fig.  105)  unter  60»  gegen 
die  wagerechte  Sohle  AD  geneigt  sein  müssen,  wenn  das  Umin 
(Gleichung  Nr.  22)  eintreten  soll. 

IL  Wird  der  benetzte  umfang  U  bei  vorgeschriebenem  q  und  Ä 
nicht  durch  die  Sohlenbreite  x  ausgedrückt  (wie  unter  I),  sondern 
durch  den  Winkel 

a  =  BAA,  =  CDD„ 
so  hat  man: 

25)  ir=«+irir^A. 

Ä    '        sma 
Das  ist  von  der  Form 

26)  f/  =  -|-4-A9(a), 

wobei 

««X  /  X       2  —  cos  a 

27)  5P(a)  = : 

Die  zwei  ersten  Differentialquotienten  dieser  Function  von  a 
haben  die  Werthe : 


io\  '/  \       1  ~  2  cos  a 

28)  (p  {a)  =  — 


sin^a 
und 

29)  <p\a)  =  2  l^(t-co8«)co8« 

sin'a 
Hieraus  folgt  (wie  am  Schlüsse  von  I),  dass  das    Umin  für 

30)  a  =  600 
eintritt. 

in.  Wenn  q  und  a  vorgeschrieben  sind  und  man  h  so  be- 
stimmen will»  dass  der  benetzte  Umfang  U  am  kleinsten  wird, 
so  hat  man  hierzu  die  Gleichung  Nr.  25  zu  benutzen.  Sie  giebt 
U  in  der  Form 

31)  U=kh-^j^-  =  ifj(h\ 

wobei 

323  k  =  ^-^'^ 

sina 

ist.*) 


*)  Anmerkung.  Bezüglich  der  Functionsform  Nr.  31  gilt  das, 
was  auf  Seite  245  über  die  Function  Nr.  2  unter  ß  gesagt 
worden  ist. 
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Die  Werthe  der  Differentialqaotienten 

33)  ^'(Ä)  =  A-|5 

und 


34) 


V"W  =  2|i 


lehren,  dass  das   27min  eintritt,  für 

35)  h  =  y q. 

Dabei  hat,  wie  sich  leicht  ergiebt,  die  zugehörige  Sohlen- 
breite  den  Betrag  : 

2  (1  —  cos  a) 


36) 


a?  =  - 


Vr, 


J^sin  a  (2  —  cos  d) 
die  obere  Breite  hingegen  hat  den  Werth: 


37) 


y^. 


•  |/sin  a  (2  —  cos  a) 
Es  bestehen  also  die  einfachen  Beziehungen : 


38) 
und 
39) 


-7-  =  2tan--- 
h  2 


y 


A        sina 

Sie  sagen :  die  drei  Seiten  des  gesuchten  günstigsten  Profils 
werden  von  einem  Halbkreise,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte 


Q     D 


▼on  y  (mit  dem  Radios  K)    constroirt  iat,   berührt.     Man  hat 
nämlich  in  der  Figur  106 : 

Z.POQ  =  Z.BAAi—a, 
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das   ist  Gleichung  Nr.  38.     Ferner   lässt  jene  Figur   sofort   die 
Richtigkeit  von  Nr.  39  erkennen. 

Diese  Ergebnisse  können  zur  Construction  der  gesuchten 
Profilform  benutzt  werden. 

Anmerkung.    Für  den  Fall,  dass 

ist,  giebt  die  Gleichung  Nr.  35: 


femer  liefert  Nr.  36: 

Dies  stimmt  mit  den  Gleichungen  Nr.  4  und  3  des  Abschnittes  A. 
Der  zu  Nr.  35   gehörende  Kleinstbetrag  des  benetzten 
Dmfanges  hat  den  Werth 

-rx\  TT  « 1/2  —  cos  a 

40)  ?7min=  2 y  — q. 

'  ^         sma 

IV.  Dieses  Umin  wird  (bei  veränderlich  geda<;htem  a)  am 
kleinsten,  wenn  die  Function  Nr.  27  ihren  Minimalwerth  er- 
reicht. Das  tritt  (gemäss  Nr.  28  und  29}  ein,  falls  a  gleich 
60  Grad  ist.  Dann  liegt  das  absolute  Umini  nämlich  das  UmiAMi« 
vor.     Es  hat  den  Betrag 

41)  f/'min»,.  =  2  V?!?. 

Die  zugehörige  Profilhöhe  %,  die  Sohlenbreite  x  und  die  obere 
Breite  y  haben  dann  die  Werthe 

43)  x  =  \yV1q 
und 

44)  y  =  jV73^=2a:. 

V.  Sucht  man  denjenigen  Betrag  von  &  auf,  welcher  das 
durch  die  Gleichung  Nr.  22  bestimmte  Umin  am  kleinsten 
macht,  so  ergiebt  sich  wieder  der  Werth  Nr.  42.  —  Dieser  aber 
führt,  in  die  Gleichung  Nr.  22  eingesetzt,  auf  Nr.  41. 

VI.  Dem  Vorstehenden  ist  leicht  entnehmbar,  dass  das  abso- 
lute Vvaxu  (Gleichung  Nr«  41)  vorliegt,  wenn  das  Profil  jA.'BCD 
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(Fig.  105)    die  Fonn    der    durch    eine  Diagonale  (BC)  erzeugten 
Hälfte  eines  regelmässigen  Sechsecks  hat.'*') 

Vn.  Zwischen  dem  Umfange  ün  desjenigen  Halbkreises, 
welcher  den  Flächeninhalt  q  hat,  und  dem  durch  die  Gleichung 
Nr.  41  ausgedrückten  absoluten  Um\n  des  trapezförmigen 
Profils  besteht  die  Beziehung: 

45)  U^in^,  =  V^U„. 

Es  ist  also,  auf  drei  Decimalstellen  abgerundet,  das 

46)  Umln^m  =  1,0Ö  ünj 

mithin  um  5  Procent  des   Un  grösser  als  letzteres.**) 

Vergleicht  man  ferner  das  absolute  Umin- des  Trapezes 
mit  dem  ^min  des  Rechtecks  (also  Nr.  41  mit  Nr.  5)  so  er* 
giebt  sich,  dass  ersteres  reichlich  93  Procent  des  letzteren  beträgt. 

E. 

Zur  Erweiterung  Desjenigen ,  was  in  den  vorstehenden 
Abschnitten  A  bis  D  behandelt  worden  ist,  möge  das  unter  I 
bis  III  Folgende  Beachtung  finden: 

I.  Die  Ausdehnung  der  Untersuchung  auf  andere  Querschnitts- 
formen  als  Rechteck,  gleichschenkliges  Dreieck  und  symmetrisches 
Trapez,  z.  B.  auf  unsymmetrische  Trapeze  (Fig.  107),  oder  auf 

Flg.  107. 


Querschnitte,  welche  (ganz  oder  theilweise)  nach  vorgeschriebenem 
Gesetze  gekrümmt  sind,  ist  anzurathen.  Desgleichen  die  Unter- 
suchung des  Einflusses ,  welchen  etwa  vorhandene  Zwischen- 
wände ausüben.     (Vergleiche  §  48  und  49.) 


*)  In  Bezug  auf  Nr.  II— VI  vergleiche  man  §  74,  Abschnitt  II. 
•*)  Man  sehe  die  den  rechteckförmigen  Querschnitt  betreffenden 
Gleichungen  Nr.  10  und  11. 
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U.  Berücksichtigung  yerdient  der  Umstand,  dass  vielleicht 
an  verschiedenen  Stellen  des  Profils  verschiedene  Reibung 
vorliegt,  z.  B.  bei  einem  rechteckförmigen  Profil  (Fig,  103)  oder 
bei  einem  symmetrisch-trapezförmigen  (Fig.  105)  am  Boden  die 
Reibung  grösser  ist  als  an  den  beiden  Seitenwänden;  bei 
einem  unsymmetrisch-trapezförmigen  (Fig.  107)  vielleicht  an  allen 
drei  Stellen  verschieden.  Es  sind  dann  die  betreffenden  Längen 
mit  verschiedenen  „ Gewichten*'  zu  versehen,  wenn  es  sich  um  die 
Berechnung  der  für  die  Wasserbewegung  günstigsten  Profil- 
form handelt. 

m.  Ausnutzung  der  nachstehenden  Literatur,  welche  vor- 
züglich die  technische  Seite  des  im  §  56  Behandelten  be- 
trifft, ist  zur  Erweiterung  des  Vorstehenden  sehr  zu  em- 
pfehlen : 

Frühling   und   L  i  n  c  k  e ,  Wasserleitungen  u.  s.  w. ;    1893  ; 

S.  7-12;  19—25. 
Grashof,  theoretische  Maschinenlehre;  Bd.  1;  §  128. 
Keck,  Vorträge  über  Mechanik ;  Th.  II;   1897;  S.  299— 302. 
Lueger,  Wasserversorgung    der   Städte;    1895;    S.  52,   53, 

61,  692—706. 
Ritter,  Lehrbuch  der  Ingenieur-Mechanik,  §  169  der  2.  Aufl. 
Weisbach-Herrmann,    Lehrbuch  der  Mechanik;    5.  Aufl.; 
Th.  I,  §  499—501;  Th.  H,  Abth.  2,  S.  155—158. 

§  57.   SohlenflsenquerBohnltte. 

A. 

Man  setze  zunächst  voraus,  dass  der  Querschnitt  der  Schleusse 
ein  Rechteck  {AB CD,  Fig.  108,  S.  253)  mit  vorgeschriebenem 
Flächeninhalte  q  sei  und  beweise  die  Giltigkeit  des  unter  I  bis  IV 
Folgenden : 

I.  Der  benetzte  Umfang  hat  bei  vollständig  gefüllter 
Schleusse*)  den  Werth 

wenn  mit  x  die  Breite  AD  bezeichnet  wird. 


*)  Im  ganzen  §  57  wird  vollständige  Füllung  vorausgesetzt; 
liegt  sie  nicht  vor,  so  kommt  im  Wesentlichen  der  §  56  in  Betracht. 
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Er  ist,  was  die  Differentialquotienten  f  {x)  und  f  {x)  der. 
Function 

^  Fi«.  108. 

2)  fix)  =  x^-^ 

lehren,  am  kleinsten,  wenn 

3)  x^  \/q, 
mithin  bei  quadratischer   Form 
des  Schleussenquerschnitts.  *) 

II.  Zwischen  dem  dann  vorliegenden 

4)  t/min  =  4  y'q 

und    dem    Umfange    Un    des    flächengleichen    kreisförmigen 
Querschnitts  besteht  die  Beziehung 

2 

5)  Umln  =  —7=r   Un- 

Es  ist  also,  auf  drei  Decimalstellen  abgerundet, 

6)  J7mln  =  1,128  Un 

in.  Wird  die  Rechteckshöhe  AB  (Fig.  108),  welche  y  heissen 
möge,  nicht  gleich  X  (Gleichung  Nr.   3)  genommen,  sondern 

7)  y  =  kx,     *^1, 

so  steht  der  dann  vorliegende  benetzte  Umfang,  den  wir  Ui  nennen 
wollen,  zu  dem   f/min  in  der  Beziehung 

8)  Ujt  =  ^^U„.in. 

2J/ä 
Das  giebt  z.  B.  für  Ä;  =  4 : 

9)  U^  =  l  Umln  =  1,26  ^^mln  • 

IV.  Die  Function  Nr.  2  ist  ein  besonderer  Fall  derjenigen, 
welche  in  den  §§  48  und  49  bei  der  Untersuchung  der  Gebäude- 
grundrisse vorlag.  (Man  sehe  deshalb  die  genannten  Para- 
graphen ;  besonders  den  Abschnitt  G  des  §  48.) 


*)  Will  man  die  Giltigkeit  des  Satzes: 

„Von  allen  Vielecken,  welche  gleiche  Seitenzahl  bei  gleichem 

Flächeninhalte    haben,    besitzt    das    regelmässige    den 

kleinsten  Umfang;  und  letzterer   ist  desto   kleiner,  je 

grösser  die  Seitenzahl '^ 

als  bekannt  voraussetzen  (was  aber  hier  nicht  geschehen  soll), 

so    sind    viele    Ergebnisse    der   §§  56  und  57    ohne    Rechnung 

angebbar. 
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Fig.  109. 


Es  möge  ferner  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Schleussen- 
querschnitt,  wie  die  Fig.  109  es  angiebt,  aus  einem  Recht- 
eck il  £  CD  und  aus  einem  Halb- 
kreise BEC  bestehe,  welche  zu- 
sammen den  Flächeninhalt  q  haben. 
Nachzuweisen  sei  die  Giltigkeit  des 
unter  I — III  Folgenden: 

I.  Für  den  benetzten  Umfang 
U=ÄBECD  hat  man  zunächst 
die  Gleichung 

10)   U=(l-\-^y+2y; 

mithin,  wenn  y  eliminirt  wird. 

Die    Differentialquotienten  g>(x)  und  g>"{x)    dieser   Function 
von  Xy  welche  wieder  die  Form 

12)  q){x)  =  ax-\-  — 

X 

bat,"')  zeigen,  dass  das  C/„,ia  bei  vorgescbriebenem  9  eintritt,  wenn 


13) 


.=.K 


2q 


44-71: 
ist  und  demgemäss 

14)  y  =  i  X, 

was  die  Fig.  109  zur  Anschauung  bringt. 
Die  Gleichung  Nr.  13  giebt: 

16)  J7„,„  =  ^^2~(4  T^. 

II.  Demnach  besteht  hinsichtlich  des  Umfanges  U;t  des  flächen- 
gleichen kreisförmigen  Querschnittes  (vergleiche  A,  II,  auf 
Seite  253)  die  Beziehung 

16)  U^.  =  y^^U„; 

es  ist  also,  auf  zwei  Decimalstellen  abgerundet, 

17)  t^mm  =  1,07  C/"^. 

*)  Siehe  IV  des  vorstehenden  Abschnittes  A. 
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-,  Vn  (4  +  n)  ,T  ^      ,- 


+ 

wenn  unter  ^t  ^  der  benetzte  Umfang  eines  halbkreisförmigen 
Schlenssenqnerschnitts  verstanden  wird. 

lü.    Nimmt  man,  statt  Nr.  14  zu  benutzen,  die  Abmessung 
19)  y^kx,     *^i, 

so  ergiebt  sich  für  den  zugehörigen  benetzten  Umfang,  der  wieder 
(wie  unter  A,  III,  auf  S.  263)   Ut  heissen  möge : 


20) 


Ur. 


)/(4  +  7i)(7r  +  8A) 
z.  B.,  wenn  Ä;  =:  1,  also  y  =  x  genommen  wird : 

21)  C^l  =  1,026  t7„i„, 

auf  drei  Decimalstellen  abgerundet. 


Fig.  110. 


Hat  der  Schleussenquerschnitt    die  durch    die  Fig.  110    an- 
gegebene Form,  für  welche 

AD  =  x,  AB  =  y,  MB  =  r 
gesetzt  werden  soll ,  so  gilt ,  was  be- 
wiesen werden  möge,  das  Nachstehende : 
Es  hat  der  benetzte  Umfang  {7, 
wenn  man  ihn  zunächst  durch  x,  y 
und  r  ausdrückt,  den  Werth 

X 

22)   17  =  a:  +  2  y  +  2  r  arc  sin  -  -  • 

Dabei  besteht  für  den  vorgeschriebe- 
nen Flächeninhalt  q  des  Profils  die  Glei- 
chung 


23)  <^  =  a:y  -j-  r^  arc  sin  ^ —  ar  K  4  r*  —  a;^  • 

Aus   den   Gleichungen   Nr.  22   und  23    ergiebt    sich   V   als 
Function  von  x  und  r,  nämlich 


24) 


U^^^^±-Hj^l./4^Zr^^J^2r 


X  —  r        ,    X 

arc  sm  ^r-  • 

X  2r 
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Setzt  man  nun  fest,  dass  der  Halbmesser  r  des  Stichbogens 
als  constantes  Vielfaches  von  x  durch  die  Gleichung 

25)  r  =  cx 
vorgeschrieben  sei  (wobei 

26)  c  >  l 
sein  muss)  so  geht  Nr.  24  über  in 

27)  ?7={l4-iK4"c«— l  +  2c(l  — c)arcsin^U  +  ^- 
Das  hat  wieder  die  Form  Nr.  12,  wobei 

28)  a  =  1  4-  i  y^Ac^-^  +  2  c  (1  —  c)  arc  sin  ^ 

a  C 

und 

29)  h  =  2q 
ist. 

Demgemäss  ergiebt  sich,  dass  der  Kleinstwerth  von   U 
vorliegt,  wenn 

30)  x  =  l/—  = 


—  1  -[-  4  c  (1  —  c)  arc  sin  -  - 
A  c 

wird ;  ferner,  dass  er  den  Betrag 

31)f7„an  =  2K'ä&  =  2j/|2+K'4c«^l  +  4c(l-c)arcsin^U 

hat. 

Für 

32)  c  =  i 

gehen  die  Werthe  Nr.  30  und  31  über  in  Nr.  13  und  15. 

Die  Berechnung  von  Nr.  31  für  noch  einige  andere  Beträge 
von  c,  etwa  für 

33)  c  =  l  1,  2,  3,.... 

würde    zeigen ,    wie   das   Um\n   sich  ändert ,  wenn  c  wächst ,  also 
wenn  die  Stichhöhe  des  Bogens  BEC  (Fig.  110)  abnimmt. 

D. 

Angeregt  und  angeleitet  durch  das  unter  A — C  Vorstehende 
untersuche  man  noch  andere  Schleussenquerschnitte ,  als  die, 
welche  durch  die  Fig.  108 — 110  dargestellt  sind. 

Ferner  berücksichtige  man,  dass  die  Längen,  aus  denen  der 
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benetzte  Umfang  ü  sich  zusammensetzt,  mit  verschiedenen  „Ge- 
wichten' in  Rechnung  zu  stellen  sind,  wenn  am  Profilumfange 
nicht  überall  dieselbe  Reibung  stattfindet  (sie  z.  B.  für  die 
durch  Fig.  109  angegebene  Profilform  am  Boden  grösser  ist  als 
an  den  Seitenwänden  oder  an  der  Decke). 

Endlich  beachte    man,    wenn   der  §  57  Erweiterungen 
erfahren    soll ,    die    nachstehende  Literatur,    welche  sich  be- 
sonders auf  die  technische  Seite  des  Schleussenbaues  bezieht: 
Frühling    und    Lincke,  Wasserleitungen  u.  s.  w. ;  1893; 
S.    13  — 17    und    25  —  35    (wo    auch    sehr    viele    weitere 
Literaturangaben  gemacht  sind). 
Handbuch  deringenieurwissenschaften;  3.  Aufl. ; 
Bd.  ni;    Abth.   1;    11.  Hälfte.     (Und    zwar    hier    nur   die 
Abschnitte    über    die  Formen   der  Schleussenquerschnitte.) 


§  58.   Balkenqnersohnitte  für  grösste  Tragkraft  and  kleinste 
Durohblegang. 

A. 
Grösste  Tragkraft. 

I.  Für  die  Tragkraft  P  eines  parallelepipedischen  Balkens 
gilt  die  Gleichung 

1)  P  =  ^^6(a»-n 

wobei  6  die  Breite,  l  die  Länge  und  T  den  Tragmodul  des  Balkens 
bezeichnet ,  a  aber  den  Durchmesser  desjenigen  Rundholzes 
(kreiscylindrischen  Baumstammes),  aus  welchem  der  Balken  her- 
gestellt werden  soll.  Man  sehe  darüber:  §  29,  B,  I  und  H. 
Hier  ist  gezeigt,  dass  die  Tragkraft  P  bei  constanter  Balken- 
länge l  ihren  Grösstwerth  für 

2)  6  =  -^  =  )/|a  =  0,677a 
erreidit  und  dass  dieser  den  Betrag 

^)  J^mMx  = 7-  -  =  0,064  — , 

hat. 
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n.  Die  za  der  günstigsten  Breite ,  Gleichung  Nr.  2 ,  ge- 
hörende Höhe  ist 

4)  h  =  Via. 
Man  hat  mithin  die  Beziehungen: 

5)  6':Ä«:a»  =  l:2:3 
und,  auf  drei  Decimalstellen  abgerondet, 

6)  A=/2  =  1,414. 

Die  grösste  Tragkraft  wird  also  erreicht,  wenn  man  den 
Balken  so  herstellt,  dass  sich  seine  Höhe  zu  seiner 
Breite  verhältwie  (nahezu)?  zu  5,  oderwie  (nahe- 
zu) 10  zu  7. 

Anmerkung.  Dies  entspricht  ganz  dem  Verhältnisse  der 
Strecken  a  und  h,  welche  bei  der  ßeleuchtungsaufgabe  mass- 
gebend sind,  die  im  §  28  des  L  Theiles  des  vorliegenden  Werkes 
gelöst  wurde. 

Femer  entspricht  es  der  Gleichung  Nr.  9  der  im  folgenden 
Paragraphen  behandelten  Hängewerks-Aufgabe. 

ni.  Die  durch  die  Gleichungen  Nr.  2  und  4  bestimmten 
Dimensionen  des  Balkenquerschnittes  grösster  Trag- 
kraft lassen  sich  aus  dem  Durchmesser  ÄC=a  (Fig.  63 
von  S.  125)  durch  eine  höchst  einfache  Construction  ab- 
leiten. Man  braucht  nämlich  nur  den  Letztgenannten  in  drei 
gleiche  Theile  zu  theilen  und  in  den  Theilpunkten  {E  und  jP) 
auf  ihm  Senkrechte  nach  entgegengesetzten  Seiten  zu  errichten. 
Wo  diese  den  Kreis  schneiden,  da  liegen  die  gewünschten  Punkte 
B  und  D.  Es  ist  nämlich  dann,  nach  einem  sehr  bekannten 
Satze  der  elementaren  Geometrie  : 


7)  AB=yAE'ÄC=V}a'a  =  yia, 
was  mit  der  Gleichung  Nr.  2  übereinstimmt ;  ferner 

8)  AD  =  VÄF^AC=Vl^^  =  yia, 
was  Nr.  4  entspricht. 

Jene  Construction  ergiebt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass,  ge- 
mäss der  Gleichung  Nr.  2,  für  b  das  geometrische  Mittel 
zu  a  und  ^  a  zu  zeichnen  ist ;  ferner  für  %,  laut  Gleichung  Nr.  4, 
das  geometrische  Mittel  zu  a  und  f  a. 

IV.  Welchen  „Nachtheil''    man    erleidet,    das  heisst    um 
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wieviel  die  Tragkraft  sich  vermindert,  wenn  für  die 
Balkenbreite  b  nicht  der  Werth  Nr.  2 ,  sondern  ein  anderer, 
benutzt  wird,  ist  leicht  angebbar.  Man  berechne  es  für  den  all- 
gemeinen Fall 

9)  b  =  fi]/ia, 

wobei  fi  irgend  eine  (der  Sachlage  nach  zulässige)  Zahl  bedeuten 
möge ;  *)  ferner  für  den  Sonderfall  des  quadratischen  Balken- 
querschnitts.    (Für  diesen  hat  man 

10)  b^y^a 

und  es  ergeben  sich  demgemäss  40  Procent  Verlust.) 

V.  Wie  der  Werth  Nr.  2  aus  der  Gleichung  Nr.  1  ohne 
Differentialrechnung  abgeleitet  werden  kann,  indem  man  die 
letztgenannte  Gleichung,  welche  für  b  dritten  Grades  ist,  „trigono- 
metrisch^ auflöst ,  darüber  sehe  man  H  e  i  s  ,  Aufgaben  aus 
der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra ,  §  108 ,  Nr.  22  einer 
der  neueren  Auflagen.  —  Auch  Seite  9,  10  und  13  der  im 
„ Literaturverzeichniss ^  genannten  Abhandlung  von  Weinmeister. 

B. 

Kleinste  Durchbiegung. 

I.  Soll  für  einen  parallelepipedischen  Balken, 
welcher  an  dem  einen  Ende  wagerecht  eingemauert,  an  dem  an- 
deren belastet  ist  (Fig.  57  auf  Seite  122),  das  relative 
Biegungsverhältniss,  also  das  Yerhältniss  der 
Durchbiegung  zur  Länge,  am  kleinsten  sein,  so  muss 
das  Produkt  bh^  möglichst  gross  gemacht  werden. 

Dieser  Satz  möge  für  bekannt  gelten.  (Man  sehe  §  29, 
Abschnitt  C.) 

Zu  berechnen  sei  zunächst,  wie  die  Breite  AB  =  b  und  die 
Höhe  DA  =  h  (Fig.  63  von  Seite  125)  gewählt  werden  müssen, 
damit  jener  Minimalwerth  vorliege  für  einen  Balken,  welcher  aus 
einem  kreiscylindrischen  Stamme  mit  dem  Durchmesser 
AC=a  hergestellt  werden  soll. 


*)  Vergleiche  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  ausgeführten 
Nachtheil-Berechnungen;  besonders  die  für  Gebäudeformen  vorge- 
nommenen der  §§  48  und  49. 


Digitized  by 


Google 


260  Maxima  nnd  Minima. 

Auch  ermittele  man    das  Verhältniss    der  Höhe    zar  Breite; 
ferner  das  der  Quadrate  von  b,  h  und  a. 
Lösung  I.     Da  die  Beziehung 

11)  a«  =  6>  +  Ä2 

besteht,  so  ist 

12)  6A»  =  ^/a«-ÄU5; 
oder 

13)  bk^  =  hVa^  —  b^\ 

Es  handelt  sich  also,  wenn  Nr.  12  benutzt  wird,*)  um  daa 
Maximum  der  Function 

14)  f(Ä)  =  A»f/a«  — Ä«, 

oder  auch,  um  das  der  leichter  behandelbaren  Function 

15)  <f.(h)  =  Ä«  (a»  —  Ä«)  =  a«A«  —  A«. 

Die  beiden  ersten  Differentialquotienten  der  Letzteren   sind: 

16)  9)' (A)  =  6  o^Ä»  —  8  Ä7  =  2  (3  a«  —  4  h^)h^ 
und 

17)  f/)"(Ä)  =  30  a*A*  —  56  Ä«  =  2  (15  a«  —  28  A^)  A^ 
Der  Erste  wird  zu  Null,  wenn 

18)  A  =  J^'3a. 
Hierfür  hat  der  Zweite  den  Werth 

19)  9,"(Ä)  =  -^a«, 
ist  also  negativ. 

Mithin  tritt  das  Minimum  der  Durchbiegung  für  den 
durch  Nr.  18  bezeichneten  Werth  der  Balkenhöhe  ein. 

Die  zugehörige  Balkenbreite  folgt  aus  den  Gleichungen  Nr.  11 
und   18  zu: 

20)  6  =  4  a. 

IL  Als  Verhältniss  der  günstigsten  Dimensionen  hat 
man,  gemäss  Nr.  18  und  20 : 

21)  |=>/3; 

das  ist,  abgerundet  auf  drei  Decimalstellen, 

22)  *   =  1,73, 

b 
oder,  nahezu: 

23)  A  :  6  =  7  :  4. 


*)  Vergleiche  da«  unter  III  Folgende. 
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Ferner  besteht,  laut  Nr.   18  und  20,  die  Beziehung 

24)  6«  :  A3 :  a2  ==  1  :  3  :  4. 

Die  Constructionder  Werthe  Nr.  18  und  20  ist  s e  1  b s t - 
verständlich. 

m.    Der  Betrag  Nr.   13,  nämlich 

wird  am  grössten,  wenn 

25)  F{b)=y{a'-b^y 
seinen  Maximalwerth  erreicht. 

Aus  der  Gleichung  Nr.  25  aber  folgt: 

26)  ,  F'ib)  =  2  6  (a»  —  b^y  (««  —  4  fe^). 

Dies  wird  zu  Null,  wenn 

27)  6  =  0, 
oder 

28)  b  =  a, 
oder 

29)  6  =  1  a. 

Die  Werthe  Nr.   27  und  28  kommen  nicht  in  Betracht. 

Für  Nr.  29  (welches  mit  Nr.  20  übereinstimmt)  ist  F"  (h) 
negativ;  also  JP(6)  am  grössten.  Man  hat  nämlich  für  JP "{//), 
gemäss  Nr.  26  : 

30)  F"{b)  =  2  (a^  -  b^)  (a*  —  17  a^b^  +  28  6*) ; 
das  aber  geht,  wenn  Nr.  18  eingeführt  wird,  über  in: 

31)  F"{b\^^,=  ^laK 

§  59.   Einfaches  Hängewerk. 

Wenn  auf  ein  „einfaches  Hängewerk",  dessen 
Sparren  in  der  Fig.  111,  S.  262,  durch  Ali  und  BC  an- 
gedeutet   sein    mögen, *)    die    Belastung  2P  in  5  wirkt ,    so 


*)  Näheres  über  die  Construction  des  einfachen  Hängewerkes 
wie  auch  über  die  im  Nachfolgenden  benutzten  Begriffe  und  Sätze  aus 
der  Festigkeitslehre  sehe  man,  wenn  nöthig,  in  irgend  einem  Lehr- 
bache der  Mechanik  oder  der  Bauconstnictionslehro. 

Fuhrmann,  Anwendangon  d.  Inflnltegimalrechnnng.    Th.  III.  18 
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ist  die  Spannung  S,  welche  jeder  der  Sparren  erleidet,   aus- 
gedrückt durch  die  Gleichung 

P 


S: 


sma 


■  =  P  CSC  a. 


FIf. 

lU. 

B 

5^ 

\« 

y 

%P         ^s. 

2> 

'2o' 


Diese  Spannung  will  den  Sparren  zerknicken ,  nimmt  also 
seine  „rückwirkende  Festigkeit*',  die  jP  genannt  werden  soll,  in 
Anspruch.  Letztere  aber  hat ,  was  hier  als  bekannt  voraus- 
gesetzt sein  möge,  den  Werth 


2) 


F= 


/«  ' 


wenn  mit  /  die  Sparrenlänge  (AB  =  BC)  bezeichnet  wird,  mit  E 
der  Elasticitätsmodul ,  mit  J  das  Trägheitsmoment  des  Sparren- 
querschnitts in  Bezug  auf  seine  neutrale  Faserschicht. 

Es  ist  mithin  die  Spannung  gleich  der  rückwirkenden  Festig- 
keit (gegen  Zerknicken),  wenn  die  Beziehung 

3)  Pc8ca  =  -p- 
besteht. 

Aus  dieser  Gleichung  Nr.  3  soll  abgeleitet  werden,  für  welchen 
Werth  des  Neigungswinkels  a  das  Trägheitsmoment  J  (von  dem 
die  Querschnittsdimensionen  des  Balkens  abhängen)  bei  constantem 
P  und  E  am  kleinsten  ist,  wenn  unveränderliche  Spannweite 

4)  AC=2c=2lcosa 
vorliegt. 

Lösung.     Aus  Nr.   3  und  4  folgt: 

^       Pc^  ,  Pc^  1 

J  =  -^^-  CSC  a  sec'*  a=    _,   •  ~ „     • 

L  E     sin a  cos*  a 


5) 
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Mithin  wird  J  am  kleinsten,  wenn  die  Function 

6)  /*(a)  =  sinacos^a 
am  grössten  ausfällt. 

Die  beiden  ersten  Differentialquotienten  der  Letzteren  haben 
die  Werthe : 

7)  f(p)  =  cos  a  (cos^  a  —  2  sin^  a) 
und 

8)  f'{a)  ==  sin  a  (2  sin*  a  —  7  cos*  a). 
Sie  lehren,  dass  J  am  kleinsten  wird,  für 

9)  tan  a  =  —- , 

}/2 
also  wenn 

10)  a  =  350 15'  52" 

ist. 

Anmerkungen.  Man  zeige,  wie  sich  der  durch  die  Gleichung 
Nr.  9  bestimmte  Neigungswinkel  der  Sparren  construiren  lässt. 

Auch  berechne  man  das  Jmin,  also  den  Kloinstwerth  des 
Trägheitsmomentes. 

Endlich  sehe  man  die  in  der  Mitte  der  S.  258  stehende  Anmerkung. 


Fig.  113. 


§  60.   Mazima  und  Minima,  den  Erddruck  betrefTend. 

A. 

Druck  einer  Erdmasse  gegen  eine  lothrechte  Ebene. 
Nach    einer    bekannten    (sehr    einfachen)    Theorie*)    ist    der 
Normaldruck  Z),  welchen  eine  wagerecht  begrenzte 
Erdmasse    gegen    eine    sie 
stützende    lothrechte    Wand 
(von    der  Höhe  AB  =  h)    hervor- 
bringt, durch  die  Gleichung 

^  y  tan  (0  —  y) 
tanö 
ausgedrückt.  In  derselben  bedeutet  y 
die  Erdmassen -Dichtigkeit,  6  den 
(veränderlichen)  Neigungswinkel  der 
Schnittebene  (siehe  Fig.   112),  qp  den  Reibungswinkel. 


•)  Keck,  Vorträge  über  Elasticitätslehre;  1893;  S.  279. 

18* 
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Gemäss  Nr.   1  wird  (rein  mathematisch  aufgefasst) 
2)  D  =  0, 

wenn 

3)  e  =  y, 

oder  wenn 

4)  ö  =  90«. 

Zwischen  den  beiden  letztgenannten  Beträgen  von  6  liegt 
ein  Maximalwerth  des  Druckes  D.  Man  berechne  denjenigen 
Betrag  von  0,  für  welchen  dieses  Dmax  eintritt.  Auch  das  Dm%x 
selbst;  letzteres  ausgedrückt  durch  y,  h  und  (f. 

Lösung.     Aus  Nr.  1  folgt: 

dD_      tan  ß  spc^  {fl  —  <p)  —  tan  {ß  —  y)  sec^ 
^         dÖ~  tan«  6/ 

Da  nun 
6)  ö<90« 

ist,  also  tan  6  nicht  unendlich  gross  sein  kann ,  so  hat  man  ge- 
mäss Nr.  5 : 

wenn 

8)  tan  e  sec^  (ö  —  y)  =  tan  (ö  -  y)  sec^  ^, 

also  wenn 

9)  sin  2  ö  =  sin  2  (ö  —  y). 

Hieraus  aber  folgt ,  dass  die  Winkel  2  8  und  2  (^  —  y) 
Supplementwinkel  sein  müssen;  daher 

10)  e=  i  (90<>  +  9))  =  45o  +  iy. 

Für  diesen  Betrag  von  ö  ist  der  aus  Nr.   5  folgende  Werth 

rf*D 
des  zweiten  Differentialquotienten  -,        negativ,  also  D  am 

grössten.  Unter  dem  durch  Nr.  10  angegebenen  Winkel  liegt 
mithin  die  Gleitebene  der  durch  die  senkrechte  Mauer  ge- 
stützten Erdma^se. 

Aus  Nr.  1  und  Nr.   10  folgt: 

11)  Dm«  =  i  yÄHan  (450  -  \  (f)  cot  (45^  +  \  (f), 
oder  auch 
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12)  Z)„„  ==  }  yA«  tan»  (4B»  —  i  y) ; 
oder 

13)  D_=4yÄ«i^?i^. 

1  4-  sm  y 


B. 
Anmerkungen. 

Der  Lehre  vom  Erddruck,  insbesondere  der  Theorie 
der  geradlinigen  Böschungen,  lassen  sich  yiele  Aufgaben 
entnehmen,  welche  die  Maxima  oder  Minima  von  Functionen  be- 
treffen.    Man  sehe  hierüber  z.  B. : 

Handbuch    der   Ingenieurwissenschaften;    Bd.  I; 

Abth.  2;  S.  21—22  der  2.  Auflage  (vom  Jahre  1884). 
Keck,  Elasticitätslehre ;  1893;  S.  274— 278.    (Gleichgewicht 
eines  geböschten  Erdkörpers.     Schon  im  §  30  angeführt.) 
—  Ferner:  S.  279 — 285.     (Normaldruck  einer  wagerecht 
begrenzten  Erdmasse    gegen    eine    lothrechte  Ebene.     Ab- 
schnitt A  des  vorliegenden  §  60.)  —  Auch  S.  285-289. 
(Druck  eines  überhöhten  Erdkörpers  gegen  eine  Stützmauer.) 
K  ö  1 1  e  r ,  die  Entwickelung  der  Lehre  vom  Erddruck.    Jahres- 
bericht   der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung;  Bd.  II 
(1891/92.)  —  Vergleiche:  Jahrbuch  über  dieFort- 
schrittederMathematik,  Jahrgang  1893/94,  S.  84 
und  85.     (Referat.) 
Loewe,  Strassenbaukunde ;  1895.     S.   195—200. 
Kavier,  Mechanik  der  Baukunst;   1879;  S.  111  — 113.    (Auch 

S.  116  und  S.  119—122.) 
V.  Ott,  Baumechanik;  Th.  I,  §  1— 5  dör  2.  Auflage. 
W  e  i  9  b  a  c  h  ,  Lehrbuch  der  Mechanik ;  Th.  2 ;  Abth.  I  (v.  J.  1882) ; 
S.  43—45.  (Cohäsion  lockerer  Massen.)  Ferner:  S.  28—33. 
(§  6.     Das  Prisma  des  grössten  Erddrucks.) 
Zu  dieser  Literatur  sei  Folgendes  besonders  bemerkt :   Manche 
untersuchen,  wo  es  sich  um  die  Maxima  oder  Minima  der  Functionen 
einer  Veränderlichen  handelt,  nur  den  ersten  Differentialquotienten, 
lassen  also  den  zweiten  ganz  unbeachtet.    Das  ist  bekanntlich 
im  Allgemeinen  unzulässig. 
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§  61.   Brnchquersclmitte. 

Maxima  und  Minima  betreffende,  auf  „Brucbquerschnitte* 
(gefährliche  oder  schwache  Querschnitte)  sich  beziehende  Aufgaben 
können  der  nachstehenden  Literatur  entnommen  werden: 

Bach,  Elasticität  und  Festigkeit ;  1890;  S.  66—69,  235-240. 
K.  V.  Ott,  Baumechanik;  2.  Auflage;  Th.  U;  S.  184-194. 
Weisbach  -  Herrmann,    Mechanik;    Th.   I;    5.   Auflage; 

§  255  und  256. 
W  i  1 1  m  a  n  n ,  Statik  der  Hochbauconstructionen  ;  Th.  U ;  1882  ; 
S.  33,  40  und  41. 
Als    Beispiel    möge    dienen :     Die    Mechanik    lehrt ,    dass 
(unter  geeigneten  Voraussetzungen)  für   einen  gleichbreiten,    ab- 
gestumpft-keilförmigen,   durch    die    Fig.  113    ange- 
deuteten Träger  der  BruchquerschnittLüf NO  beim  Wirken 
einer  Kraft  P  vorliegt ,   wenn    der  Abstand  x  jenes  Querschnitts 
von  dem  Endquerschnitte  EFGH  die  Function 


1) 


ZU  einem  Minimum  macht.*) 

Fig.  113. 


Dabei  bedeutet  v  die  Höhe  (LM  =  ON)  des  Bruchquerschnitts, 
h  die  Höhe  {EF=  HG)  des  Endquerschnitts,   c  seinen  Abstand 


*)  Weisbach-HerrmaTin,  Mechanik;  Th.  I,   4.  Auflage,  §  252; 
oder  5.  Auflage,  §  256. 
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von  der  Kante  JK  des  Ergänzungsstückes ;  sämmtliclie  Abstände 
senkrecht  zu  der  vertikalen  Ebene  AB  CD  gemeint. 

Man  soll  jenen  Abstand  x  mittelst  der  Gleichung  Nr.  1  be- 
rechnen, ausgedrückt  durch  c. 

Lösung.  Die  in  Nr.  1  stehende  Function  f{x)  lässt  sich, 
weil  h  und  c  constant  sind,  durch 

2)  J'(^)  =  (£+?)* 

X 

ersetzen;  oder  durch 


3) 
auch  durch 

4) 


<p{x)  =  —  -^2c-\-x; 


ip{x)  =  ^  +  ^-*) 


Die  beiden  Differentialquotienten  rp\x)  und  xp"{x)  lehren, 
dass  das  Minimum  von  \p{x\  also  auch  das  von  f{x\  eintritt  für 
5)  x  =  c. 

Es  steht  also  der  Bruchquerschnitt  vom  Endquerschnitt  so 
weit  nach  der  einen  Seite  hin  ab ,  wie  die  Kante  JK  nach  der 
anderen  Seite.  (Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  c  kleiner  sei  als 
die  Länge  des  Keilstumpfes,  nämlich  kleiner  als  der  Abstand  der 
Ebenen  ABCD  und  EFGH.) 

§  62.   Beleuchtungs-Aufgaben. 
A. 
Wenn  auf  einer  senkrechten  Geraden  (Fig.  114)  eine  Licht- 
quelle C   verschiebbar    ist    und 
eine  kleine,    bei  B  in    dem    vor- 
geschriebenen   Abstände    ÄB  =  a 
befindliche,  wagerechte  Ebene  durch 
jene    beleuchtet    wird,    so    ist    es 
werthvoll,  zu  wissen,  wo  die  Licht- 
quelle C  angebracht  werden  muss, 
damit  die  Beleuchtung  am  stärk- 
sten sei.    Man  berechne  die  Lage 
jener  Stelle. 


Fl«:.  114. 


♦)  Auch  hier  beachte  man  den  Abschnitt  6  des  §  48. 
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Lösung.  Da  die  Lichtstarke,  welche  L  heissen  möge,  be- 
kanntlich proportional  ist  dem  Sinus  des  Winkels  6  and  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  OB,  so  hat  man: 

1)  L= -s^  sinö  cos^ö, 

wobei  k  eine  Gonstante  bezeichnet. 

Aus  den  Werthen  der  beiden  ersten  Differentialquotienten 
dieser  Function  von  6  ergiebt  sich,  dass  das  L^ax  eintritt,  wenn 

2)  **°''  =  7|' 
also  für 

3)  e  =  350  15' 52". 

Die  Höhe  AC=h,  in  welcher  die  Lichtquelle  angebracht 
werden  muss,  hat  mithin  den  (leicht  construirbaren)  Werth 

es  ist  also  nahezu 

5)  Ä  =  |a. 

Näheres  hierüber  im  §  59  auf  S.  263,  wie  auch  an  der 
im  Nachfolgenden   unter  I  genannten  Stelle. 

B. 
Andere  interessante  Aufgaben ,  welche  in  das  Gebiet  der 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  einer  (oder  von  mehreren) 
Veränderlichen  gehören ,  ergeben  sich ,  wenn  man  fragt ,  wie 
Zimmer,  Säle,  Strassen  u.  s.  w.  unter  vorgeschriebenen 
Verhältnissen  am  günstigsten  durch  eine  oder  mehrere  Licht- 
quellen beleuchtet  werden  können. 

Die  Anregung  zur  Lösung  derartiger  Aufgaben  möge  hier- 
durch gegeben  sein.  Auch  möge  auf  die  Benutzung  der  nach- 
stehenden Literatur  hingewiesen  werden : 

L  Fuhrmann,    naturwissenschaftliche    Anwendungen    der 

Differentialrechnung ;  §  28. 
IL  Revue  industrielle,   1882;  S.  103-105. 
IIL  Zeitschrift    des    Architekten-    und   Ingenieur- 
Vereins  zu  Hanno ver;  Jahrg.  1883;  S.  282.  (Referat, 
Nr.  H  betreffend.) 
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IV.  Liebenthal,    das  Parallelogramm  u.  s.  w.     (Siehe  das 

»  Literatnryerzeichniss  * .) 
V.  Beiblätter    zu    den    Annalen    der    Physik    und 
Chemie,  Jahrg.  1890  (Band XIV);  S.  117  und  118,  Nr.  34. 
(Bericht  über  die  unter  Nr.  IV  stehende  Abhandlung  von 
Liebenthal.) 
Man  hat  beim  Behandeln  solcher  Beleuchtungs-Aufgaben  be- 
kanntlich von  dem  Satze  auszugehen,  welcher  in  dem  vorstehenden 
Abschnitte  (A)  am  Anfange  der  ^Lösung^  genannt  worden  ist. 

§  63.  Biolitiingsbegtimmiiiig  fär  eine  Aohse. 

Die  Gleichung  jeder  Geraden  g  (siehe  die  Fig.  115),  z.  B. 
die  der  Achse  einer  Strasse  oder  der  Richtung  einer  Grund- 
stücksgrenze,  lautet,  bezogen  auf  ein  ebenes  rechtwinkliges 
Coordinatensystera,  bekanntlich : 

1)  y  =  Ax, 

wenn  Ä  die   „Richtungsconstante**   bezeichnet,  also 

2)  -4  =  tan  a 

ist  und  der  Coordinatenanfang  (0)  in  g  liegt.*) 

¥\g.  in. 


Durch  ein  a:  und  das  zugehörige  y  (Punkt  P  der  Fig.  115) 
würde  tan  a  bestimmt  sein,  wenn  jene  beiden  Coordinaten  ganz 
fehlerfrei  wären ,  was  sie  aber  im  Allgemeinen  nicht  sind. 

Man  möge,  als  zusammengehörig,  gemessen  haben  :  x^  und  y^ 
für  einen  Punkt  Pj ,  von  welchem  man  meint,  dass  er  der  Geraden 


*)  Verallgemeinerung  im  §  71. 
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genau  angehöre,  während  er  im  Allgemeinen  nicht  ganz  genau 
auf  ihr  liegt ;  ferner  x^  und  y^  für  einen  ebensolchen  Punkt  P^ ; 
und  so  fort  bis  Xn  und  Pn-     Dann  sind  diese  Messungen  behaftet 
mit  den  (kleinen,  unvermeidlichen)  Fehlern 
fi=yi—  a?!  tan  a, 
3^  f  ft=yt  -^gtana, 

fn=yn—x^  tan  a. 
Es  muss  also,  wenn  die  Bedingung  gestellt  wird,    dass  die 
Summe  S  der  Quadrate  dieser  Fehler  am  kleinsten   sein  soll, 

4)  S  =  {y^-x^  tan  a)»+  (y,  — a:,  tan  a)^  + 

+  (y«—  a:„tana)«, 
oder 

5)  8  =  :2(3f  —  Axy  =  F{Ä\ 
zu  einem  Minimum  gemacht  werden. 

Das  giebt  in 

die  Gleichung  zur  Berechnung  von  A ,  oder  tan  a. 

Die  unter  diesem  Winkel  a  liegende  Gerade  ist  dann  die- 
jenige, für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  unter  Nr.  3  ge- 
nannten Fehler  am  kleinsten  ausfällt.  Man  berechne  ihn 
(hierbei,  wenn  nöthig,  Th.  I,  §  56,  wie  auch  §  71,  Abschnitt  C, 
beachtend)  und  denke  sich  P^,  P^,  .  .  .  .  P„  etwa  als  alte,  halb- 
versunkene Grenzsteine,  aus  deren  Lage  die  einer  wichtigen 
geradlinigen  Grundstäcksgrenze  g  möglichst  genau  ab- 
geleitet werden  soll.  Auch  gebe  man  zum  Schlüsse  ein  Zahlen- 
bei  spiel;  etwa  das,  welches  für  n  =  4  der  Fig.  115  ent- 
spricht, wenn  aus  ihr  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  Pj , 
Pi,  P,  und  Ptt  durch  sorgfältiges  Abmessen  entnommen  werden. 

§  64.  Volkswlrthschaftliche  Aufgaben. 

A. 
Im  §  13  der  2.  Auflage  des  I.  Heftes  seines  Werkes  über 
die  Theorie  des  Trassirens  (siehe  das  „Literaturverzeichniss") 
zeigt  Launhardt,  unter  sachgemässen  Voraussetzungen ,  auf 
S.  57,  dass  für  Eisenbahnen  der  Betriebsüberschuss  V 
durch  die  Gleichung 
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1)  ü  =  |y„t,5/^ 

ausgedrückt  werden  kann.  Dabei  ist  /*  der  Frachtsatz,  ^  der 
Betriebskostenaufwand  für  das  Tonnen-Kilometer,  n  die 
Ludolph'sche  Zahl  3,i4  .  .  .  . ;  ferner  bezeichnet  y  die  Anzahl  der 
Gütereinheiten,  welche  auf  der  Flächeneinheit  des  Marktgebietes 
erzeugt  werden.     Endlich  ist 

2)  v  =  in  —  p 

der  Versendungswerth  des  Gutes,  welches  zu  einem  Preise  p 
erzeugt  und  zum  Marktpreise  m  verkauft  werden  kann. 
Es  sind  also  /o,  y,  v  und  n  constante  Grössen. 

Zu  berechnen  sei  mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  Nr.  1, 
für  welchen  Werth  von  f  (ausgedrückt  durch  /o)  der  Betriebs- 
überschuss  U  am  grössten  ist,  und  wieviel  sein  Maximalwerth 
beträgt. 

Lösung.     Man  findet  leicht,  dass 

3)  /•=|/ö 

sein  muss ,  also  der  Frachtsatz  gleich  dem  Andert- 
halbfachen der  Betriebskosten.   . 

Ferner  ergiebt  sich  ,  dass  der  dann  vorliegende  G  r  ö  s  s  t  - 
werth  des  Betriebsüberschusses  die  Höhe 

hat.*) 

B. 
Nach  einer  ebenfalls  von  W.  Launhardt  gegebenen  Theorie**) 
ist  der  gesammte  volkswirthschaft liehe  Gewinn  6r,  welcher 
durch  die  Güterbeförderung    einer  Eisenbahn    erzeugt  wird,    aus- 
gedrückt durch  die  Gleichung: 


')  «-Kf-7^)' 


Dabei  bedeutet  wieder/"  den  Frachtsatz,  /ö  die  Betriebs- 
kosten (gemeint  für  das  Kilometer) ,  k  aber  einen  constanten 
Factor. 


*)  Siehe  über  das  Vorstehende  auch:  Launhardt,  roathematische 
Begründung  der  Volkswirthschaftalehre ;  1885;  S.  191  und  192. 

♦*)  Mathematische  Begründung  der  Volkswirthschaftslehre ,  S.  203. 
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Man  berechne,  für  welchen  Betrag  von  f  der  Gewinn  G 
seinen  Maximalwerth  hat. 

Lösung.  Mittelst  der  beiden  ersten  Differentialquotienten 
der  Function 

6)  9X0  =  ^-^. 

welche  mit  der  in  dem  Abschnitte  A  vorliegenden  im  Wesent- 
lichen übereinstimmt,  ergiebt  sich: 

7)  f=U; 

also  der  wichtige '  Satz ,  dass  es  vom  volkswirthschaft- 
liehen  Standpunkte  aus  am  besten  ist,  den  Frachtsatz  nur 
in  der  Höhe  der  Betriebskosten  zu  erheben.  (Hieraus 
darf  man  folgern,  womöglich  alle  Eisenbahnen  in  der  Hand  des 
Staates  zu  sehen.) 

C. 

Über  die  zweckmässigste  Höhe  des  Personen-Fahr- 
geldes auf  Eisenbahnen  sehe  man  eine  von  W.  L a u n - 
hardt  verfasste  Abhandlung,  welche  im  Jahrgange  1891  (S.  114 
bis  122)  der  Zeitschrift  des  Architekten-  und 
Ingenieurvereins  zu  Hannover  erschienen  ist.  (Ein 
kurzer  Bericht  über  diese  Abhandlung  steht :  Fortschritte  der 
Mathematik,  Jahrgang  1891,  S.  1046.) 

§  65.   Vermischte  AnregoBgen  und  Anmerkungen,  betreffend  die 
Haxlma  und  Minima  der  Functionen  einer  Ver&nderlidheD. 

I. 

Das  Maximum  der  Tragkraft  eines  gespannten 
Balkens  liegt ,  wie  die  Mechanik  lehrt ,  vor ,  wenn  die  Zug- 
kraft  Q  den  Werth  hat,  welcher  dem  Maximum  der  Function 


*<«=i(*-#)K^ 


entspricht.  (Näheres  hierüber,  insbesondere  bezüglich  der  Be- 
deutung der  Constanten  Grössen  Ä,  e,  F,  W  und  E^  sehe  man : 
Weisbach  -Herrmann,  Mechanik ,  Theil  I ,  S.  628  der 
5.  Auflage.) 
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Es  sei  jener  Werth  von  Q  aus  der  Gleichung  Nr.  1  ab- 
zuleiten. 

Lösung.  Den  Werthen  von  ^'(Q)  und  ^"{Q)  ist  leicht 
entnehmbar,  dass  das  Maximum  für 

2)  Q  =  ikF 
eintritt. 

IL 

Der  günstigste  Pfostenquerschnitt  bezüglich 
desZerdrücktwerdens  ist  das  dem  kreisförmigen  Baumstamm- 
querschnitt eingeschriebene  Quadrat.  Der  Druckwiderstand 
eines  Balkens  mit  rechteckförmigem  Querschnitt  (Breite  &,  Höhe  Ä) 
wächst  nämlich  proportional  dem  Flächeninhalte  (bh)  des 
dem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  2  r  eingeschriebenen  Rechtecks, 
wird  also  am  grössten,  wenn 

3)  F=b\/4.r^  —  b* 
sein  Maximum  erreicht. 

Näheres  hierüber :  Wittmann,  Statik  der  Hochbau- 
constructionen,  2.  Auflage,  Theil  ü,  S.  4,  Beispiel  4. 

m. 

Über  Träger  quer  schnitte  von  grösstem  Widerstands- 
momente sehe  man  eine  im  Jahrgang  VII  (1887)  des  „Central- 
blattes  derBauverwaltung"  auf  S.  103  und  104  stehende 
Abhandlung  von  H.  Zimmermann  (über  welche  im  Jahr- 
gange 1887  des  „Jahrbuchs  über  die  Fortschritte  der  Mathematik" 
auf  S.   1060  berichtet  ist). 

IV. 

In  Bezug  auf  das  Maximum  derGesammtspannung 

(Biegungsspannung  -f"  Druckspannung)  in  denSparren  eines 

einfachen  Sparrendaches  benutze  man :  Gottgetreu, 

Lehrbuch  der  Hochbauconstructionen ,  Theil  11,  S.   157  und  158. 

V. 
Bezüglich  einiger  Maxima  und  Minima  aus  dem  Gebiete  der 
Bögen-Theorie  möge  Beachtung  finden :  Weisbach-Herr- 
mann, Lehrbuch  der  Mechanik ;  Theil  U,  Abth.  1  (Statik  der  Bau- 
werke), S.  549  und  551  der  5.  Auflage. 
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VI. 
Die  günstigste  Spannweite  für  Brücken  mit  eisernem 
Oberbau  ergiebt  sich,  *)  wenn  man  das  Minimum  der  Function : 

bestimmt,  in  welcher  L  die  Gesammtöffnung,  l  die  fragliche  Spann- 
weite in  Metern ,  A  den  Preis  eines  Pfeilers ,  a  den  Preis  des 
Eisens  für  die  Tonne  der  fertigen  Brücke  (einschliesslich  der 
Rüstungskosten)  bedeutet ,  F  aber  eine  Constante ,  die  für  ver- 
schiedene Systeme  und  bei  ein-  oder  zweigleisigen  Bahnen  ver- 
schiedene Werthe  erhält.   — -**) 

Es  ergiebt  sich,  unter  Berechnung  der  DLfferentialquotienten 
f'i})  und  f*(J)^  dass  jenes  Minimum  vorliegt,  wenn 


5)  Z=10^     ,^ 

ist;  z.  B.  für  L=190  m,  ^=5500  M,  a  =  350  M,  dann 
wenn  /  =  21,2  m  (so  dass  die  Brücke  in  diesem  Falle  9  Öffnungen 
zu  erhalten  hat). 

Vll. 
Die  vortheilhafteste  Geschwindigkeit^  beim 
Transportiren    von    Lasten    durch  Menschen  und  Thiere 
folgt,  wie  die  Mechanik  lehrt,  aus  der  Untersuchung  des  Maximal- 
werthes  der  Function 


(2--)' 

6)  m=^     ''^ 


in  welcher  v  die  Geschwindigkeit  beim  Hinwege  (mit  gefülltem 
Fördergefässe),  Vj  die  beim  Rückwege  (mit  leerem  Gefässe),  c  die 
mittlere  Geschwindigkeit  des  Arbeitenden  bezeichnet ,  wobei  v^ 
und  c  als  c  0  n  s  t  a  n  t  anzusehen  sind.     (Näheres  :  Weisbach- 

*)  Siehe  Handbuch  der  IngenieurwisBenschaften,  Band  l, 
Abth.  1,  II.  Auflage  (1883),  S.  104—105. 

**;  Die  vorstehende  Function  /"(/),  nämlich  Nr.  4,  ist  im  Wesent- 
lichen von  der  Form  derjenigen,  welche  für  Gebäudegrundrisse  immer 
vorliegt.  Man  sehe  die  §§  48  und  49;  insbesondere  den  Abschnitt  G 
des  §  48. 
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Herrmann,  Lebrbach  der  Mechanik,  Theil  III,  Abth.  2,  S.  318 
und  319  der  2.  Auflage.) 

Man  berechne  denjenigen  Betrag  der  Geschwindigkeit  v,  für 
welchen  f(v)  am  grössten  aasfällt. 

Lösung.    Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  Letzteres  eintritt,  wenn 

7)  i;  =  |/(2c  +  t;J  t?i—t?i 
ist. 

VIII. 
Bezüglich    der    besten    Steigungsverhältnisse    der 
Landstrassen    und    der    vortheilhaftesten  Nutzladungen 
(sowohl  für  die  Bergfahrt,  als  auch  für  die  Thalfahrt)  sehe  man : 

Launhardt,  zweckmässigste Steigungsverhältnisse ;  1868 ; 

§  5—19.  (Separatabdruck  aus  demselben  Jahrgange  der  2ieit- 
schrift  des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover.)  Ferner : 
Launhardt,  die  Steigungs Verhältnisse  der  Strassen.  (Jahr- 
gang 1880  derselben  Zeitschrift.    S.  345  —  374.) 

IX. 

Über  die  vortheilhafteste  Geschwindigkeit  (v) 
der  Pferde  auf  geneigten  Strassen,  sowie  über  den  günstigsten 
Neigungswinkel  (a)  der  letzteren ,  findet  man  eine  Unter- 
suchung :  Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  Mechanik, 
Theil  3,  Abth.  2,  §  55  der  2.  Auflage  (vom  Jahre  1880). 

Es  handelt  sich  hierbei  um  Maxima,  also  um  Differential- 
quotienten,   der  die   mechanische  Arbeit  ausdrückenden  Function 

2 /i  sm  a 

/»        • 

8)  A  =  J-— — ^yp-7 — : r  Kv  sin  a, 

(l+»')(^  +  sina) 

in  welcher  zunächst  v  die  Rolle  der  Veränderlichen  hat,  dann  aber  a. 

X. 

Für  die  Grösse,  welche  eine  Dachfläche,  ein  Fenster, 
ein  Wandgemälde  oder  irgend  ein  anderer  Gegenstand  zu 
haben  scheint,  ist  bekanntlich  der  zugehörige  Gesichts- 
winkel massgebend.  Bei  richtig  gewähltem  Standpunkte  hat 
jener  Winkel  einen  Maximalwert h.  Man  sehe  hierüber  den 
§  66  des  I.  Theiles  dieses  Werkes. 
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XL 
Gemäss  §  25,  Gleichung  28,  ist  die  Länge  (  des  Krümmungs- 
halbmessers der  Gewölblinie,  oder  verallgemeinerten  Ketten- 
linie (Seilcurve),  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 
9)  ^^Va^^b^  +  y^\ 


ay 

Man  zeige  (unter  Berechnung  und  Ausnutzung  des  betreffenden 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten)  dass  demgemäss  den 
beiden  „Nasen**,  die  im  Abschnitte  C  des  §  25  genannt  wurden, 
die  Ordinate  

10)  y  =  K— 2— 

zukommt  (wobei  die  auf  S.  111  unter  Nr.  29  genannte  Bedingung 

erfüllt  sein  muss). 

XU. 

Minimum- Aufgaben,  betreffend  die  schönsten  Formen  der 

aus  Kreisbögen  zusammensetzbaren  Ovallinien  (Korbbögen) 

sehe  man  in  der  im  „Literaturverzeichnisse"  genannten  Abhandlung 

von  Wiener.     Dieselben  verdienen  für  die  Ornamentik  und 

Tektonik  Beachtung.     (Vergleiche  den  §  27.) 

XIII. 
Bezüglich  der  auf  die  Methode  der  kleinstenQuadrate- 
summen  gegründeten  Ausgleichung  vonPolygonzügen 
möge  beachtet  werden :  Jahrbuch  über  die  Fortschritte 
der  Mathematik,  Jahrg.  1884,  S.  1087,  Jahrg.  1886,  S.  1082 
und  Jahrg.  1887,  S.  1202,  wo  über  die  Arbeiten  von  Jordan 
und  Fenner  berichtet  ist.     (Siehe  §  63.) 


MAXIMA  UND  MINIMA  DER  FUNCTIONEN 
MEHRERER  VERÄNDERLICHEN. 


§  66.   Eine  Sammelbecken- Aufgabe.*) 
A. 
Es    möge    zunächst  verlangt  werden ,  die  Kantenlängen  x,  y 
und  z  eines  grossen  Sammelbeckens    zu  berechnen ,  welches 


♦)  Siehe  §  52. 
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in  Kastenform  (also  in  der  Form  eines  geraden  recht- 
winkligen Parallelepipeds)  gebaut,  bei  vorgeschriebenem  Fassungs- 
raume  F(z.  B.  4000  Cubikmeter)  die  kleinste  innere  Fläche  /S 
hat.     Auch  sei  der  Werth  des  Sm\n  anzugeben. 

Lösung.  Versteht  man  (siehe  Fig.  47  auf  S.  99)  unter  x 
und  y  die  Kantenlängen  der  Bodenfläche,  also  unter  0  die  Tiefe, 
so  ist,  wie  im  Abschnitte  II  des  §  42, 

1)         S  =  ..y4-2F(i-  +  i,)  =  .,  +  2F^. 

Diese  Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y 
hat  die  partiellen  Differentialquotienten 


dS  2V 

und 


2^  -^  =  y- 


dS  2V 

Sie  sind  gleich  Null,  wenn 

4)  x  =  y  =  f2V 
ist ;  mithin 

5)  S  =  ^f2r; 

das  heisst,  wenn  die  Bodenflächenkanten  gleich  den  Kantenlängen 
eines  Würfels  vom  doppelten  Körperinhalte  sind,  die  Tiefe  des 
Sammelbeckens  aber  halb  so  gross  ist. 

Dass  dann  wirklich  der  Kleinstwerth  des  Flächen- 
inhaltes S  vorliegt ,  folgt  schon  aus  der  Anschauung,  weil 
diese  lehrt,  dass  S  (bei  vorgeschriebenem  V)  zwar  beliebig  gross, 
nicht  aber  beliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Doch  zeigen 
es  auch  die  zweiten  Differentialquotienten.  Sie  haben  nämlich 
die  Werthe: 

dx^^ 

dy*~  y3 
und 


6) 


V  ..,.-.. 


Fährmann,  Anwendungou  d.  InfiulteAimalrochnuuf;.    Th.  UI.  19 
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genügen  also  den  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn 
ein  Minimum  von  S  vorliegen  soll.*) 

Als  Kleinstbetrag    von  8   ergiebt    sich    aus    dem  Vor- 
stehenden :  

9)  S„.in  =  3x'  =  3f^V', 

B. 
Um  einige  Zahlenbeispiele  zu  geben,   zeige  man,  dass 
(nach  den  vorstehenden  Ergebnissen)  für 

10)  F=4000  Cubikmeter 
die  Kantenlängen 

11)  rr  =  y=20  Meter,     ^=10  Meter 
den  Kleinstwerth  der  Innenfläche  und  zwar: 

12)  iS,nin=1200  Quadratmeter 
liefern;  ferner,  dass  für 

13)  ic  =  21  Meter  und  2^=20  Meter 
sich,  auf  zwei  Decimalstellen  abgerundet, 

14)  5=1200,95  Quadratmeter 
ergiebt ;  für 

15)  X  =  19,9  Meter  und  ij  =  20,i  Meter 

der  dem  iSmin  ganz  nahe  liegende  Werth 

16)  S  ==  1200,01  Quadratmeter  ; 
während  z.  B.  für 

17)  x  =  bO  Meter,     y  =  30  Meter 
der  von  jenem  Minimum  stark  abweichende     ^ 

18)  5=1926,67  Quadratmeter 
eintritt. 

Ferner  berechne  man,  welche  Abweichung  des  S  von  dem  Omin 
vorliegt,  wenn  dem  Sammelbecken  die  Würfelform  ertheilt 
wird. 


*)  Über  diese  Bedingungen  sehe  man  Theil  I,  S.  118;  oder: 
Schi ö milch,  Compondium  der  höheren  Analysis,  Bd.  I,  S.  156  der 
5.  Auflage. 
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§  67.  Anisgleioliimg  der  Fehler  einiger  HShenabwägnngeii. 

(Nivellementsausgleichungen.) 

A. 
Fehlerausgleichung  dreieckförmiger  Nivellirzflge. 

Durch  gleich  genaue  Abwägungen  (Nivellements)   hat  man 
für  ein  Dreieck  PoJP,Pi   (Fig.   116)*)  gefunden: 
Si  als  Steigung  von  Po  nach  Pj, 

^8      »  9  »       -M         »        -MI» 


p. 


Po, 


F\g.  116. 


wobei  die  s  zum  Theil  negativ  sind  (also  Gefälle)  und  ihre  algebra- 
ische Summe 

1)  ::?5=5i-f  sa  +  5s 

der  aSchlussfehler"  des 
Dreiecks  ist,  also  sehr  klein 
sein  muss. 

Es  sollen  die  Höhen 
A,    von  Pj   über  Po, 

h     .    P*      .Po 

so  berechnet  werden,  dass 

die    Summe    der    Quadrate 

aller  „Widersprüche*  «;,  welche  zufolge  der  unvermeidlichen  kleinen 

Messungsfehler  vorliegen,  ein  Minimum  ist. 

Die  Werthe  von  Jij  und  Äj  sind  im  Sinne  dieser  Forderung 
abzuleiten ,  ausgedrückt  durch  s^ ,  s^  und  53 ;  auch  soll  man  den 
obigen  Kleinstwerth ,  nämlich  ^Wm\n ,  berechnen ,  ausgedrückt 
durch  den  „Schlussfehler''  2s. 

Lösung.     Es  soll  sein  (siehe  die  Fig.   116) 

Sj  =  Äj ,  also    Äi  —  5i  =  0  ; 

s,  =  Ä,  -  Ä,,    „      Ag  —  Aj  —  ,s,  =  0 ; 


2) 


-K 


—  \  —«3=0. 


Die   „Widersprüche"   haben  mithin  die  Werthe 


♦)  Die  Geraden  der  Fig.  116,  wie  auch  die  der  Figuren  117  und  118, 
sind  als  vielfach  gebrochene  Linien,  nämlich  als  Nivollirzüge 
zu  denken. 

19* 
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^i  =  K  —  Siy 

Da  nun 
am  kleinsten  sein  soll,  so  muss  die  Function 

3)  F(Ai,  h) = (Äi  -  siy  +  (Äa  -  Äi  -  s,y  +  (-  A, — s,y 

zu  einem  Minimum  werden. 

Laut  Nr.  3  ist  der  partielle  Dififerentialquotient 

ferner 

hF 
5)  _  =  2{2Ä,-Ä,-s,  +  s,)- 

Gemäss  Nr.  4  und  5  folgen  die  Höhen  hi  und  A2  (weil  die 
beiden  partiellen  DifFerentialquotienten  gleich  Null  sein  müssen) 
aus  den  Gleichungen 


6) 
und 

7) 

Das  giebt 

8) 

2  Äi  —  Äs  =  Si  -  5a 
2  Äa  —  Ai  =  Sa  —  53. 

oder 

9) 
und 
10) 

Nr.  9  und  10  lehren :  Der  ,, Schlussfehler"  JSs  des  Dreiecks 
P0P1P2  ist  mit  l,  bezüglich  |,  auf  die  Punkte  Pi  und  P%  zu 
werfen,  wenn  die  Höhen  Ai  und  Aa  der  letzteren  so  bestimmt  sein 
sollen,  dass  die  Summe  der  Quadrate  aller  „Widersprüche"  am 
kleinsten  ausfällt.*) 


*)  Einer  Untersuchung  der  zweiten  Differentialquotienten  der  Func- 
tion F  bedarf  es  nicht  (siehe  die  Bemerkung  am  Fusse  der  S.  278),  denn 
ohne  Rechnung  ist  klar,  dass  eine  Summe  von  Quadraten,  also  von  posi- 
tiven Grössen  (Gleichung  Nr.  8),  zwar  in's  Unendliche  wachsen,  nicht 
aber  beliebig  kloin  werden  kann,  dass  sie  also  ein  Minimum  haben  muss. 
( Rbrigens  sprechen  für  das  Minimum  auch  die  aus  Nr.  4  und  5  fclj^enden 
Werthe  jener  zweiten  Differentialquotienten  von  F,) 
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Laut  Nr.  3,  9  and  10  hat  man  endlich 
11)  :?«;•,,„  =  i(^s)«  =  ia», 

■wenn 

0=Ss 

den   -Schlnssfehler'  bezeichnet. 


B. 


FehlerausKleichung  viereckfOrmiger  Nivellirzüge. 

Für  ein  Viereck  PoPiPjP»  (Fig.  117)*)  hat  man  durch 
gleich  genaue  Abwägungen  erhalten: 

S]  als  Steigung  von  Po  nach  Pi, 


Pi 
P, 
P. 
Po 
Pi 


Pn. 
Po. 
P., 
Pa. 


Dabei  sind  (wie  unter  A)  die  s  zum  Theil    negativ   und  die 
algebraische  Summe 

12)  Si  +  Sa  +  58  +  S4  =  <y, 

also  der   „Schlussfehler  des  Vierecks" ,  ist  sehr  klein. 
Es  sollen  die  Höhen 

Äi  von  Pi  über  Po, 
Ä«  »  P2  »  Po, 
^      »    -Ps      »      Po 


*)  Siehe  die  Bemerkung  am  Pusse  der  S.  279. 
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derartig  Berechnung  finden,    dass    die  Summe  2w^  der  Quadrate 
aller  vorhandenen  „ Widersprüche*'  w  ihren  Kleinatwerth  hat 

I.  falls  nur  Si,  Sa,  Ss  und  5*  benutzt  werden, 
n.      „     man  Si,  S2,  Ss,  Si  und  Ss  benutzt, 

III.  „         „     Siy  Si,  Si,  Si  und  56  verwendet, 

IV.  „     Si,  Sa,  S3,  S5  und  Se  Benutzung  finden, 

V.      „     Si,  Sa,  S3,  S4,  Sö  und  s«  zur  Verwendung  kommen. 

Die  Gleichungen,  aus  welchen  die  drei  Höhen  Ai,  Äa  und  A3 
sich  ergeben  (ausgedrückt  durch  die  s),  sind  für  jeden  der  an- 
geführten fünf  Fälle  zu  nennen;  mindestens  ist  anzugeben,  wie 
man  jene  drei  Gleichungen  abzuleiten  hat. 

Lösung.     Im  I.  Falle  soll  (gemäss  Fig.   117)  sein 

13)  Sj=Ä,, 

14)  Sa  =  Äa  —  Äi, 

15)  Sj  =  A3  —  Äa, 

16)  S4=  —  A3, 

was  den  Gleichungen  Nr.  2  entspricht. 
Es  muss  also  die  Function 

17)  -F,  (Äi,  Äa,  A3)  =  (Ai  -  s,)2  +  {h  -  Ä,  -  Sa)2 

+  (Ä3-A2-S3)»  +  (~Ä8-s,)« 

den  Kleinstwerth  haben. 
Da  nun 

18)  .^--i  =  2{2A,  — Aa~Si4-Sa}, 

19)  .^^2  =  2{2Aa  — Äi— A3-Sa+S3}, 

öFt 

20)  __1=2{2A3  — Aa— S3+S4} 

ist,  so  lauten  die  drei  Gleichungen,  aus  welchen  die  Höhen  Ai,  Aa 
und  A3  zu  berechnen  sind : 

21)  2  Ai  —  Aa  =  Si  —  Sa, 

22)  —  Ai  +  2  Aa  —  A3  =  Sa  -  S3, 

23)  —  Aa  -[-  2  As  =  S3  —  s*. 

Die  Art  ihrer  Auflösung  (nach  Ai ,  Aa  und  As)  ist  selbst- 
verständlich.    Man  vergleiche  Nr.  6 — 10. 
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Im  II.  Falle  sollen  (gemäss  Fig.  117)  die  Beziehungen 
Nr.   13-16  und 

24)  S5  =  Ä8 
gelten. 

Die  zu  einem  Minimum    zu    machende  Function  ist    mithin : 

25)  F,{h,,  K  h,)  =  (h,  —  s,y  +  (A,  -  Äi  -  s,y 

+  (As  -  Ä2  -  s,y  +  (-  *3  -  s,y  +  ih  -  s,y. 

Die  drei  Bedingungen 

26)  ^  —  0      —'  —0      -^-^  —  0 

geben    die    Gleichungen ,    aus  welchen    man  Äi ,  Äj  und  Äs    abzu- 
leiten hat. 

Im  1 1 1.  F  a  1 1  e  (welcher,  wie  der  vorhergehende,  die  Berück- 
sichtigung von  fünf  Forderungen  verlangt)  handelt  es  sich  um 
den  Kleinstwerth  der  Function 

27)  Fs (Ä„  1h,  ä.)  =  (Ä,  -  s,)«  +  (A,  —h- s,y. 

+  (»,  -h-  s,y  +  (—  Ä,  —  s«)«  +  (/*s  —  A, - s,)»; 
im  IV.  Falle  (auch  fünf  Forderungen)  um  den  von 

28)  F,  (Ä, ,  Ä„  h)  =  (Ä,  —  s,)»  +  (Ä,  —  Ä,  —  s,)» 

+  (A3  -  »a  -  Si)«  +  (A,  -  S.)«  +  (Ä,  ~  Ä,  -  s,)» ; 

im  V.  Falle  (sechs  Forderungen)  um  den  von 

29)  F,{hu  K  K)  =  (Äi  —  s.)»  +  (Ä2  -  h  -  s^y 

+  (A,  -h-  s,)«  +  (-  Ä,  -  s^y  +  (Äa  -  s,y 
+  {h-h-s,y. 

In  jedem  dieser  Fälle  giebt  wieder  die  Bedingung,  dass  jeder 
der  betreffenden  drei  partiellen  Differentialquotienten  gleich  Null 
sein  muss,  die  drei  Gleichungen,  aus  denen  die  Höhen  Aj,  Aa 
und  Äs  zu  berechnen  sind. 

Diese  Berechnung  und  auch  je  ein  Zahlenbeispiel 
durchzuführen,  sei  angerathen. 

Anmerkung:  Zu  dem  ,IV.  Falle'  gehörig,  findet  man  auf 
S.  69  des  I.  Theiles  der  5.  Auflage  von  Weißbach-Herrmann's 
Lehrbuch  der  Mechanik  ein  solches  Beispiel.  (Hier  ist  die  durch  h 
bezeichnete  Steigung  zunächst  gleich  69,877  Meter  angegeben, 
dann  aber  mit  69,8i7  in  die  Rechnung  eingeführt,  was  der  Be- 
achtung und  Berichtigung  bedarf.) 
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Fehlerausgleichung  fünfeckfOrmiger  Nivellirzüge. 

In  einem  Fünfeck  PoPiPaFsP*  (Fig.  118)*)    sind  durch 
gleich  genaue  Abwägungen  folgende  Steigungen  (die  zum  Theil  nega- 
tive Werthe  haben)  be- 
stimmbar gewesen: 
Si  von  Po  nach  Pi, 


s*     „ 

P, 

P., 

s»      , 

P. 

Ps, 

s*      » 

P» 

P«, 

•^      «6         . 

P4 

Po, 

Se     , 

P. 

Ps, 

«7        , 

P« 

p», 

Ss     , 

P. 

Ps, 

s,     , 

P. 

Pl, 

SlO    „ 

P« 

p.. 

Es  haben  nur  kleine ,  unvermeidbare  Messungsfehler  statt- 
gefunden ;  mithin  ist  der   „Schlussfehler" 

30)  cy  =  Si  -4-  52  +  «3  +  ^*  +  ^^ 

des  Fünfecks  nicht  sehr  von  Null  verschieden. 

Die  Höhen 

Äi  von  Pl  über  lo, 

^      »     -Pa      »      -Po, 

Äs      »     Pa      »      Po, 

Ä*      »     P*      „      Po 

sollen  so  berechnet  werden ,    dass  die  Summe  der  Quadrate   aller 

„Widersprüche"   den  Minimalwerth  hat 

I.  wenn  man  nur  Si,  .<?2,  S3,  s*  und  s^  in  Rechnung  stellt, 
II.       „         »     5i   bis  «6  mit  «8  und  Sg  benutzt, 
III.       „      Si  bis  Sio  Verwendung  finden. 

Anzugeben  ist,  für  jeden  dieser  drei  Fälle,  auf  welche  Weise 
sich  die  vier  Gleichungen  ergeben,  aus  denen  die  Höhen  Ai,  Ä«, 
As  und  A4  entnommen  werden  können. 

Lösung.  Im  I.  F  a  1 1  e  sind  5  Forderungen  zu  berück- 
sichtigen.    Es  ist 


*)  Man  beachte  die  am  Fusse  der  S.  279  stehende  Anmerkung. 
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31)  Fißu  h,  Äs,  A4)  =  (Ä,  -  s,)«  4.  (Ä,  _  Ä,  —  s,y 

+  (A3  -  Ä,  -  S,)»  +  (Ä.  -  A3  -  S,)«  +  (-  K  -  S»)* 

die  Function,  welche  ihren  Kleinstwerth  haben  soll.    (Die  Gleichnng 
Nr.  31  entspricht  den  Gleichungen  Nr.  3  und  17.) 

Im  II.  Falle  (7  Forderungen)  handelt  es  sich  um  das 
Minimum  der  Function 

32)  Fnih,  h,  h,  h)  =  (A,  —  s.)«  +  (Ä,  —  h,  —  s,)« 

+  (/'8 — Ä,  - s,y -\-(h,-h- M* + (-  A4  -  .%y 

+  (Ä»  -  Ä,  -  Ss)«  +  (A4  -  Ä,  -  s,)»; 
im  III.  Falle  (10  Forderungen)  um  das  der  Function 

33)  Fiuih ,  K  K  h)  =  (Ä,  —  s,)«  +  (Ä,  -  A,  —  s,)» 

+  (Äg  —  Ä,  -  s,y  +  (A4  -  Ä,  -  S4)'  +  (-  Ä«  -  s»)* 

+  (Äs  -  S,)«  +  (A3  —  S,)»  +  (A3  —  Ä.  -  Ss)* 
+  (A4  —  Äl  —  S9)*  +  (A*  —  Ä,  —  S,,)», 

welche  der  unter  Nr.  29  genannten  entspricht. 

Aus  dem  Umstände,  dass  jeder  der  vier  partiellen  Differential- 
quotienten der  vorstehenden  drei  Functionen  (Nr.  31,  32  und  33) 
gleich  Null  sein  muss,  ergeben  sich  für  jeden  der  drei  Fälle  die 
vier  Gleichungen,  aus  welchen  die  gesuchten  Höhen  %],  h^,  h^ 
und  hi  folgen. 

Zahlenbeispiele  durchzuführen ,  möge  auch  hier  em- 
pfohlen sein. 

D. 
Nivellementsausgleichungen  bei  verschiedener  Genauigkeit. 

Sind  die  Steigungen  nicht  gleich  genau  ermittelt ,  so 
müssen  die  dann  verschiedenen  „Gewichte"  der  Beobachtungen 
in  Betracht  gezogen  werden.  In  der  Regel  hat  man  jene  „Ge- 
wichte" umgekehrt  proportional  den  Längen  der  nivellirten  Strecken 
zu  nehmen. 

Die  Quadrate  der  „Widerspräche"  (siehe  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  Nr.  3,  17,  25,  27  —  29,  31—33)  sind  mit  den 
„Gewichten"  zu  multipliciren.  (In  den  genannten  9  Gleichungen 
hat  jedes  der  Quadrate  das  Gewicht  1.) 

Näheres  über  die  Ausgleichung  von  Nivellements: 

Hegemann,  Ausgleichungsrechnung;  1896;  §  18  und  §  29. 
Jordan,  Vermessungskunde;  Band  II,  §  112—116  der  3.  Auflage. 
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§  68.  Aasgleiobung  der  Winkel  eines  Dreiecks  nnd  eines  Vielecks. 

A. 

Man  hat  die  drei  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ABC  gleich 
genau  gemessen  und  für  sie  die  Werthe  a, ,  ß^  und  y^  gefunden.  Ihre 
Summe  beträgt,  zufolge  der  unvermeidbaren  kleinen  Messungs- 
fehler, nicht  genau  180^. 

Es  sollen  diejenigen  Winkelwerthe  a,  ß  und  y  berechnet 
werden ,  welche  die  Eigenschaft  haben ,  dass  die  Summe  s  der 
Quadrate  der  vorliegenden  „Widersprüche"  oder  „Fehler*  am 
kleinsten  ist  und 

1)  a  +  /?-f  y=180o. 

Auch  soll  man  den  Werth  des  Minimums  jener  Summe  s  angeben. 
Lösung.    Eigentlich  hätten,  wenn  die  Messungen  fehler- 
frei wären,  die  Beziehungen 

tti  =  a,  mithin  a  —  ttj  =  0, 
ßi=ß,        n         ß  —  ß,=0, 

yx=y>     n     Y  —  Yi=o 

Giltigkeit. 

Die  bestehenden  „Widersprüche"  oder  „Fehler"  haben  also 
die  Werthe 

2)  f,=a  —  a,, 

3)  f,  =  ß-ßu 

4)  fs  =  y-Yiy 

wobei  aber  die  Gleichung  Nr.   1  zu  erfüllen,  daher 

5)  y=lSOO  —  a  —  ß 

ist. 

Es  muss  mithin,  weil  die  Summe 

6)  s  =  2r  =  f^'-{^f**  +  f,' 

am  kleinsten  sein  soll,  die  Function 

7)  l?'(a,/J)  =  (a -a,)»  +  0?-ft)«  +  (18Oo-a-/?-y,)» 

ZU  einem  Minimum  werden. 

Für  ihre  partiellen  Differentialquotienten  hat  man 

bF 

8)  __==2{2a-f /?-1800-a, +y,}; 

und 
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dF 

Da  nun  für  das  Eintreten  des  Minimums 
bF  dF 

da  öß 

sein  muss,  so  gelten,  laut  Nr.   8  und  9,  die  Gleichungen 

11)  2  a  +  jtf  =  1800  +  «1  —  /i 
und 

12)  a^2/?=180o  +  ft-y,. 
Hieraus  folgt 

13)  a  =  ai  +  Ml800-  (Oi  +  Ä  +  y,)}, 

14)  /*  =  A4-Ml80«-(a,+/?.  +  yj)}, 

15)  y=y,  j}.^|l80o_(a.  +  A  +  y,)}. 

Eine  Untersuchung  der  höheren  Differential quotienten  von  F 
ist  der  Natur  der  Sache  nach  unnöthig.  (Siehe  die  Bemerkung 
am  Fusse  der  S.  280.) 

Man  hat  also  gefunden :  Der  in  Bezug  auf  die  theoretische 
Winkelsumme  (2  iJ,  oder  180^)  des  Dreiecks  vorliegende  Wider- 
spruch ist,  falls  die  Messungen  gleich  genau  waren,  auf  die  drei 
Winkel  gleichmässig  (zu  je  ^)  zu  vertheilen,  wenn  die  Summe 
der  Quadrate  aller  „Fehler*  am  kleinsten  sein  soll.*) 

Wird  der  Winkelsummen-Widerspruch  mit  w  bezeichnet,  also 

16)  i80o_(a,  +  ft+y,)  =  «; 
gesetzt,  90  ist 

17)  Smln  =  i  W?^ 

mithin  sehr  wenig,  weil  tv  ein  kleiner  Bruchtheil. 

B. 
Man  zeige,  dass  der    entsprechende  Satz   nicht    nur  für 
das  Dreieck,  sondern  allgemeiner,  für  das  n - E c k ,  gilt, 
dass  also  auch  bei  diesem  der  Winkelsummen- Widerspruch    (mit- 
hin   die    Abweichung    der   Summe    aller    gemessenen  Winkel   von 


*)  Dieses  auf  theoretischem  Wege  gewonnene  Ergebniss  ent- 
spricht auch  dem  „praktischen  Gefühl*.  (Ganz  wie  das  des  |Ab- 
Schnittes  A  des  §  67.) 
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2  n  —  4  Rechten)  zu  je  —  auf  die  n  Winkel  zu  werfen  ist ,   falls 

das  genannte  Minimum  vorliegen  soll. 

Man  zeige  ferner,   dass  der  Satz  nicht  mehr  gelten  kann, 
wenn    die  Winkelmessungen  mit    verschiedener  Genauigkeit 
ausgeführt  wurden,  die  „  Fehler '^  also  mit  ungleichen  , Gewichten^ 
in  Betracht  zu  ziehen  sind.     (Vergleiche  §  67,  Abschnitt  D.) 
Literatur:  Hartner-Wastler,  Handbuch  der  niederen  Geodäsie; 
Nr.  349  der  5.  Auflage,  oder  Nr.  319  der  7. 
Koppe,  die  Ausgleichungsrechnung;  §  5  und  6. 


Flg.  119. 


§  69.   Ausgleiohung  eines  „Horizontabsoblusses'*. 

A. 
An  einem  Standpunkte  S  (Fig.  119)  sind  mit  einem  Theodolit 
die  Horizontalwinkel 

y,  =  PoSP„ 

Y^  =  P,8P„ 
n  =  P»SP, 
gleich  genau  gemessen  wor- 
den. Die  Addition  der- 
selben hat  ergeben,  dass 
ihre  Summe  nicht  360^  ist, 
sondern  um  einen  geringen 
Betrag,  welcher  d  heissen 
möge,  davon  abweicht,  dass 
also 

1)  /i  +  y«  +  ys  +  Ya 

=  3600  +  d. 
Es  sollen  die  Winkel 

ß,=PoSP„    ß,  =  P,SP„    ß,  =  P,SP„    ß^=P,SPo, 

ausgedrückt  durch  y,,  y^,  yj,  y^  und  d,  derartig  berechnet  werden, 
dass  die  Summe  der  Quadrate  aller  „Widersprüche"  am  kleinsten 
ausfällt  und  die  Bedingung 

2)  A+Ä+A  +  A  =  36O0 

erfüllt  ist. 
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Lösung.     Es  soll  sein 

3)  yi=A, 

4)  r*=ßt, 

5)  y«  =  A. 

6)  n  =  ßi, 

wobei,  wegen  Nr.  2, 

7)  Ä  =  36O«-0?.-f  Ä+Ä). 

Die  vorhandenen  „Widersprüche"  sind  also 

8)  wj^Ä-yi, 

9)  wt='ßi  —  y*> 
10)  «'s  =  A  — y„ 

11)  «;4  =  360'>-(/?,  4-ft-f  Ä)-}'«. 
Daher  hat  man  in 

12)  F{ß„  A,  A)  =  (/?!-  y,)»  +  (A  -  y,)'  +  O?»  -  nY 

+  (360-/?,-A-A-yJ« 

diejenige  Function,  welche  zu  einem  Minimum  werden  soll. 

Ihre  drei  partiellen  Differentialquotienten  haben  die  Werthe ; 

13)  ^|'  =  2{2/?,+A  +  /?,-y,  +  y,-360}; 

14)  |£=2{A  +  2A4/?3-y,  +  y,-360}; 

15)  ^^  =  2{A+A+2/J,-y,+n-360}. 

Da  jeder  derselben  gleich  Null  sein  muss,  so  folgen  die  Winkel 

16)  A  =  y,  -  I  d, 

17)  A  =  y,-i«J, 

18)  A  =  y,-i«J, 

19)  /?4  =  y.-H. 

Die  Ergebnisse  Nr.  16 — 19  lehren ,  dass  (wenn  die  in  der 
Aufgabe  genannten  Bedingungen  erfüllt  sein  sollen)  der  Abschluss- 
Widerspruch  gleichmässig  auf  alle  gemessenen  Winkel  zu 
vertheilen  ist  (ohne  Rücksicht  auf  die  Grösse  derselben).  Es  ent- 
spricht dieses  Resultat,  welches  mittelst  der  Methode  der  kleinsten 
Quadratesummen  gewonnen  ist,  auch  ganz  dem  praktischen 
Gefühl.  Femer  entspricht  es  Dem,  was  im  §  68  unter  „A'* 
gefunden  worden  ist. 
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Man  untersuche,  ob  das  im  Vorstehenden  gewonnene  Er- 
gebniss  f(ir  jede  beliebige  Anzahl  gleich  genau  gemessener 
Winkel  (y^,  y^,  y^ y«)  Giltigkeit  hat.  — 

Ferner  ermittele  man,  ob  jenes  Ergebniss  auch  dann  noch 
gilt ,  wenn  die  Winkel  mit  verschiedener  Genauigkeit  ge- 
messen sind,  also  ungleiche  ,, Gewichte"  in  Betracht  kommen. 
(Siehe  §  67,  Abschnitt  D.) 


§  70.  Ableitimg  von  m  RlcMangen  ans  m  -|-  n  WinkelmessnngeiL 

(Ausgleichung  von  Richtungsbeobachtungen.) 

Bei  der  Bestimmung  der  vier  Richtungen 
MA,    MB,    MC,    MD 
(siehe  die  Fig.  120)  sollen  zehn  gleich  genau  gemessene  Winkel,  nämlich 
NMA  =  a,    AMB==b,    BMG=c,     CMD  =  d, 
NMB  =  e,    AMG  =  f,    BMD  =  g, 
NMC=h,    AMD  =  i, 
NMD  =  k, 
^^^'  ^^^'  ganz    gleichmässig  berück- 

sichtigt   werden.     Die  Ab- 
leitung    der     Werthe    der 
Richtungswinkel 
NMA  =  ri, 
NMB  =  r^, 
NMC=r,, 
NMD  =  u 
soll  so  erfolgen,    dass  die 
Summe    der    Quadrate    der 
„Fehler",  nämlich  der  Unter- 
schiede zwischen  den  zehn 
gemessenen  Winkeln  (a,  J» 
c>  dy  ßj  fy  Qy  K  if  *)  einerseits 
und    den    zu    berechnenden 
(^'i>  ^Mi  ^»»  ^4)  andererseits, 
am  kleinsten  wird. 
Auf  welche  Weise    ergeben    sich ,    unter  Erfüllung    der   aus- 
gesprochenen Forderungen,  die  letztgenannten  vier  Winkel? 
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Lösung.  Die  zehn  gemessenen  Winkel  sollen,  aos- 
g«drttckt  durch  die  zu  berechnenden,  folgende  Werthe  haben: 

1)  a  =  ri, 

2)  b  =  r,  —  rt, 

3)  c  =  rj  — r„ 

4)  d  =  u-ri, 

5)  e  =  rj, 

6)  f=U-r„ 

7)  9  =  n  —  rt, 
)8)  Ä  =  »-., 

|9)  i  =  u  —  r„ 

10)  h  =  u. 

Da  aber  die  Messungen  mit  unvermeidlichen  kleinen  Fehlern 
behaftet  sind,  so  gelten  die  Gleichungen  Nr.  1 — 10  im  Allgemeinen 
nicht  genau. 

Es  bestehen  vielmehr,  gemäss  Nr.  1 — 10,  die  kleinen  Ab- 
weichungen oder  „Fehler" : 

/i  =  n  —  o, 

11)  {  /'.  =  »•«  —  ♦■«  —  <'. 
and  so  fort  bis 

Mithin  soll  die  Function 

12)  F{r„  r„  r„  rj  =  (r,  -  o)«  +  (r.  -  r.  -  ft)' 

+  ('■,  -  ^,  -  c)«  +  (r,  -  r,  -  d)»  +  (r,  -  e)« 
+  (»•3  -»-.  -/0*  +  (r*  -r.  -  </)»  -f  (r,  -Ä)» 
+  (^4-'-i-»')'  +  ('-4-*)" 
ZU  einem  Minimum  werden. 

Also  müssen  die  vier  partiellen  Differential quotienten 
hF       hF       ÖF       dF 
hvy'     dr,'     br^'     du 
gleich  Null  sein. 
Nr.  12  liefert: 


13)    ^  =  2(n 


«)  -  2  (r,  -  r, 


&)-2(r,-r,-/-) 
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iF 
14)     -^  =  2  (r,  _  n  -6)-2(r,  -r,  -  c)+  2  (r,-e) 


—  2  (»-4  —  r,  -  g), 

=  2(r3  — r,- 
+  2(r,-Ä), 


15)     —  =  2(r3-r,-c)-2(r,-rs-rf)  +  2(rs-r.-/^) 


16)  _  =  2(r,-r,-  d)  +  2(r,  -  r,  -(;)  +  2(r,  -r^  -  0 

*4-2(r,-Ä). 

Es  ergeben  sich  mithin  die  gesuchten  Richtungswinkel  r| ,  r, , 
Tj,  r^   aus  den  vier  Gleichungen: 

17)  4  fj  —  rj  —  r3  —  r^  =  a  —  &  —  f—  i, 

18)  —  ri  +  4  r,  —  r,  —  r^  =  6  —  c  +  c  —  jf, 

19)  _r,  _r, +  4  r3  —  r4  =  c  —  d -}-/•+*, 

20)  _r, -r,  — r3  +  4r^  =  d  +  (7  +  »  +  t. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  r^,  rg,  ^3  und  r^  ist 
selbstverständlich.  Dass  die  sich  ergebenden  Werthe  einem 
Minimum  von  F  entsprechen ,  folgt  ohne  weitere  Unter- 
suchungen.    (Siehe  die  Bemerkung  am  Fusse  der  S.  280.) 

Literatur.  Weisbach  -  Herrmann,  Lehrbuch  der  Mechanik, 
Theil  I,  S.  68  —  70  der  5.  Auflage,  wo  auch  (S.  70)  ein 
Zahlenbeispiel  gegeben  ist.  (Auf  den  Seiten  69  und  70 
sind,  zufolge  vorgekommener  Verwechselungen,  Berichtigungen 
nöthig.) 
Koppe,  Ausgleichungsrechnung;  1885;  §  4  und  8.  (Hier  int 
auf  die  Praxis  derartiger  Ausgleichungen  näher  eingegangen; 
auch  sind  Zahlenbeispiele  gegeben.) 


§  71.   Berechnung  der  Lage  einer  geradlinigen  Grenze. 

Für  fünf  zwischen  Hindernissen  {11^  und  TI^)  liegende  Punkte 
(z.  B,  alte  Grenzsteine)  P|,  Pg,  .  .  .  .  P^  einer  Geraden  jf,  deren 
Gleichung,  bezogen  auf  das  in  der  Fig.  121,  S.  293,  angegebene 
Achsenpaar 

1)  y^Ax-^-h 

lauten  möge,  hat  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ^1,  ^,  ...  ^5 
und  t/iy  Vf^  '  '  '  '  t/b  derartig  messen  können,  dass  die  hierbei  vor- 
gekommenen unvermeidlichen  Fehler 
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i     und  so  fort  bis  /^, 
sehr  klein  sind. 

Um  für  jene  Gerade  g  die  Ordinaten  von  Punkten  (z.  B.  neu 
zu  setzenden  Grenzsteinen)  die  links  und  rechts  von  den  Hinder- 
nissen (£r,,  bezüglich  H^)  liegen,  möglichst  genau  ableiten  zu 
können,  will  man  die  Constanten  A  und  6  der  Gleichung  Nr.  1  so 
bestimmen,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  fünf  Fehler  (/), 
/(, /ö)  am  kleinsten  ausfällt. 

Flg.  121. 


Es  soll  angegeben  werden,  wie  die  Werthe  von  A  und  6  ab- 
zuleiten sind.*) 

Andeutungen  zur  Lösung.     Die  Function 
3)    FiA,b)  =  (i,,-Jx,-iy-\-(i,,-Ax,-by^.... 

ist  zu  einem  Minimum  zu  machen. 

Man  hat  also    zunächst    die   partiellen  Differentialquotienten 

dF         bF 

r-7  xmd  -r-j-  mittelst  der  Gleichung  Nr.  3  zu  berechnen.  Nach- 
dem dies  geschehen  ist,  folgen  die  Werthe  von  A  und  6  aus  zwei 
Gleichungen,  welche  sich  durch  die  Bedingungen 


dA 


=  0 


und 


*)  Über  den  besonderen  Fall,  in  welchem  die  Gerade  durch  den 
Coordinatenanfang  geht,  sehe  man  den  §  63. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Infinitefimalrechnting.    Th.  IIL  20 
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bF 


ergeben. 

Näheres:  Theil  I,  §  71,  Abschnitt  A  und  B. 

Ein    Zahlenbeispiel     (welches     die    Bestimmung    einer 

Grundstücksgrenze    betrifft)    findet    man    im    §  87    des 

I.  Bandes  von  Vogler*«  Lehrbuch    der    praktischen   Geometrie. 

Anmerkung.     Auch   ohne  Differentialrechnung   lassen   sich 

Werthe  von  Ä  und  b,  welche  alle  ausgeführten  Messungen  gleich - 

massig  berücksichtigen^  finden,  indem  man  die  fünf  Gleichungen 

6)  yi  =  AXj^  +  6, 

7)  Vi  =  ÄX^  -\-  b, 

8)  y.^  =  Ax^~i-b, 

9)  ?/4  =  Äx^^  -f  b, 
10)  y5  =  Axi  +  6, 

welche  bei  ganz  fehlerfreiem  Messen  gelten  würden,  zu  je 
zweien  benutzt,  um  A  und  b  herzuleiten.  Hierbei  sind  10  Com- 
binationen  möglich;  nämlich:  Nr.  6  und  Nr.  7,  Nr.  6  und  Nr.  8, 
Nr.  6  und  Nr.  9,  und  so  fort. 

Die  Auflösung  dieser  10  Gruppen  von  je  2  Gleichungen  giebt 
10  Werthe  von  A  und  h.  Von  diesen  die  arithmetischen 
Mittel  zu  nehmen,  wird  das  , praktische  Gefühl*  verlangen. 

Man  untersuche,  ob  die  so  gewonnenen  Werthe  mit  denen 
übereinstimmen,  welche  sich  in  der  auf  S.  293  angedeuteten 
Weise  (also  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadratesummen) 
ergeben. 


§  72.  Günstigste  Lage  far  Fabriken,  Bahnhöfe  n.  s.  w.;  Enoten- 
pnnktsproblem  für  Verkehrswege ;  Vial-Centrum  einer  Stadt. 

A. 
Für    eine    gewerbliche  Anlage  P  (z.  B.  für  einen  Hochofen) 
soll  der  günstigste  Standort  in  Bezug  auf  die  ihrer  gegen- 
seitigen Lage  nach  gegebenen 
drei  Orte  P^,  Pg   und  P,  be- 
rechnet werden,  in  deren  Ebene 
P  liegt.    (Siehe  die  Fig.  122.) 
Es    ist    Pj    der    Fundort    des 
^p   Rohstoffes  (etwa  Eisenerz),  Pg 
der  Bezugsort  des  Hülfsstoffes 
(etwa    Steinkohlen) ,    Pj    der    Verwendungsplatz    für    das    fertige 
Produkt  (Roheisen),  etwa  die  nächste  Eisenbahnstation. 
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Zar  Erreichung  des  Minimums  der  Beförderungskosten  soll 
P  derartig  gewählt  werden,  dass  die  Summe  s  der  Wege 

PP,-\- PP,4- PP, 

am  kleinsten  ausfällt.''^ 

An  welche  Stelle  der  Ebene  des  Dreiecks  P^P^P^  (in  welchem 
keiner  der  drei  Winkel  120^  überschreitet)  **)  muss  der  Punkt  P 
kommen,  und  wie  lässt  sich  seine  Lage  durch  Construction 
ermitteln  ? 

Lösung.  Die  Aufgabe  kommt  zurück  auf  die  rein  geo- 
metrische: für  ein  Dreieck  P^P^P^  (von  der  vorgenannten 
Art)  denjenigen  Punkt  P  (seiner  Ebene)  zu  ermitteln,  für  welchen 
die  Summe  der  Abstände  von  den  Ecken  am  kleinsten  ist. 

Wir  denken  uns  das  Dreieck  gegeben  durch  seine  drei 
Seitenlängen 

und  nennen  die  Winkel  bei  Pj,  Pg  und  P3  (welche  dann  auch 
als  bekannt  anzusehen  sind)  der  Reihe  nach  coi,  0)2,  CO3.  Wir 
bezeichnen  femer  die  Abstände  PPi,  PP2  und  PPs  mit  ri,  ra, 
Ts.  Endlich  denken  wir  uns  den  Punkt  P  festgelegt  durch  die 
Polarcoordinaten  PiP=  n  und  Z.PsPiP=0.  (Dies  ent- 
spricht der  Praxis  am  besten,  denn  man  fragt  bezüglich  der 
Lage  eines  Ortes  fast  stets :  nach  welcher  Richtung  hin  liegt  er 
und  wie  weit?) 

Es  ist  dann  zunächst  die  Stimme 
1)  s  =  ri-|-ra-f  rs 

als  Function  von  ri  und  6  darzustellen ;  dann  aber  ist  zu  unter- 
suchen, unter  welchen  umständen  jene  Function  am  kleinsten  wird. 

Man  hat  : 


2)  s  =  ri  +  Ksi^  +  ri^  —  2  Si  r,  cos  (wi  —  6) 

-{-yss^  +  ri^  —  2.%riC0Be. 
Mithin    ergeben    sich    für    die   beiden  partiellen  Differential - 
quotienten  die  Werthe : 


*)  Von  den  Beförderungskosten  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  sie  den 
Weglängen  proportional  und  für  die  Einheit  der  Länge  auf  allen  drei 
Wegen  gleich  sind.  Verallgemeinerung  bietet  das  unter  B  auf  S.  ;jpO 
Folgende. 

**)  Siehe  die  am  Fusse  der  S.  298  stehende  Bemerkung. 

20* 
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ds  r,  —  5,  cos  (w,  —  Ö) 


d  n  l/'si "'  4-  ^1  ^  —  2  «1  ri  cos  (wi  —  d) 

I  ^1 «8  COS  6 


und 


K^Sj^  +  n^  — 2S8riCosÖ 
ds (  —  5i  sin  (fa>i —  ö) 

,  Ss  sin  d  1 

Ms^  +  ri»  — 2s8rxco89j 

Da  nun  bekanntlich  jeder  dieser  Differentialquotienten  gleich 
Null  sein  muss ,  wenn  s  am  kleinsten  sein  soll ,  so  bestehen 
(laut  Nr.  3  und  4)  die  Bedingungsgleichungen 

Si  cos  (wi  —  0) Ti 


5) 

und 

6) 


Vsi  2  +  ri  2  —  2  Si  ri  cos  K  —'^) 

,  Sj  cos  ö Ti 


8^  sin  (cuj  —  9) 


=  1 


l^^i  ^  +  n  ^  —  2  s^r^  cos  (Wi—  ö) 

Äj  sin  9 


K^^a  *  +  rj  *  —  2  Sjri  cos  ö 

Diese    Gleichungen    wird    man    geometrisch    deuten. 
Nr.  0  sagt  (siehe  die  Fig.  122): 

PP^         "^         PP^         ~    ' 

also 

pp,  "^  PP3~  ' 

das  ist: 

7)  cos  Pi'PPt  4-  cos  Pj'PP,  =  1. 

Die  Gleichung  Nr.  6  hingegen  lehrt,  dass 

Pg  "» "s  ■*  8  . 

PP,   -  PP,  ' 
also 

8)  sin  P,'PPa  —  sin  Ps'PPs. 
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Aus  Nr.  8  aber  folgt,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  beide  Winkel 
spitze  sein  müssen, 

9)  ^PtPP^==Z.P,'PP,. 

Mithin  ist,  laut  Nr.  7, 

cos  Pj  'FP^  =  cos  P^'PP^  =  i  ; 
daher 

10)  z:P,'PP,  =  z:Pa'PP3=600; 
also 

11)  Z:P8PP3=120o. 

Hätte  man  sich  P  bestimmt  gedacht  durch  die  Strecke  P^P 
und  den  Winkel  P^P^P  (statt  durch  P^P  und  Z^P^P^P),  so 
wäre  man  offenbar,  auf  demselben  Wege,  zu  der  Gleichung 

12)  z:PiPP2=120o 
gelangt. 

Es  muss  also 

13)       z:PiPP2  =  -^P,PP,=z:P3PPi=i20o 

sein.  Mithin  liegt  der  Punkt  P  so,  dass  von  ihm 
aus  gesehen  die  Dreiecksseiten  unter  gleichen 
Winkeln  erscheinen.  Die  Anschauung  bestätigt  dieses 
Ergebniss. 

Durch  Benutzung  derjenigen  Beziehungen,  welche  im  Vorher- 
gehenden für  die  Winkel  bei  P  gefunden  worden  sind,  kann  man 
die  Polarcoordinaten  Vi  und  6  leicht  (auf  trigonometrischem  Wege) 
durch  5i,  Sj  und  w^  ausdrücken.*)  Das  Construiren  der 
Lage  von  P  ist  aber  dem  Berechnen  vorzuziehen. 

Als  nächstliegende  Construction  ergiebt  sich  leicht  folgende  : 
Man  zeichnet  für  jede  der  drei  Dreiecksseiten  denjenigen  Kreis, 
für  welchen  sie  die  zu  dem  stumpfen  Peripheriewinkel  von  120® 
gehörende  Sehne  ist.  Der  diesem  Peripheriewinkel  gegenüber- 
liegende Winkel  des  zugehörigen  Sehnenvierecks  muss  bekanntlich 
60®  sein;  er  ergiebt  sich  also  durch  ein  gleichseitiges  Dreieck. 
Der  Schnittpunkt  der  erhaltenen   drei  Kreise  (J,  II  und  ///  der 


♦)  Ebenso  lassen  sich  die  für  das  «min  geltenden  Werthe  von  r, 
und  Tg  berechnen;  mit  ihnen  hat  man  dann  auch,  gemäss  Gleichung  Nr.  1, 
den  Betrag  des  erstoren. 
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Fig.  123)  ist  dann  die  gesuchte  Stelle  P*)  (Der  dritte  Kreis 
darf  wegbleiben,  wenn  man  auf  Bestätigung  verzichten  will.) 
Diese  Construction  führt  auf  eine  zweite  und  einfachere: 
Man  zeichnet  über  jeder  der  drei  Dreiecksseiten  ein  gleichseitiges 
Dreieck  (nach  aussen)  und  verbindet  die  äussere  (frei  liegende) 
Ecke  eines  jeden  derartigen  Dreiecks  mit  der  gegenüberliegenden 
Ecke   des  ursprünglichen  Dreiecks.     Der  Schnittpunkt  dieser  drei 


Fig.  123. 


Verbindungsgeraden  ist  der  gesuchte  Punkt  P.     (Siehe  Fig.  123.) 
Ferner  ist  dann  das 

U)  .9„,,n=P,^i  =  P,$,  =  P3ft. 

Der  Nachweis  für  die  Richtigkeit  beider  Gonstractionen 
und  der  letztgenannten  Beziehung  (Nr.  14)  liegt  auf  der  Hand; 
man  unterlasse  ihn  nicht. 

Auch  behandle  man  die  Constructionen  für  den  in  der  Fuss- 
note  genannten  Fall. 


*)  Über  den  Fall,  in  welchem  das  Dreieck  PiP^P^  einen  Winkel 
hat,  welcher  mehr  als  120^  beträgt,  sehe  man  die  im  Nachstehenden 
genannte  Literatur. 
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Ferner  überzeuge  man  sich  durch  Nachmessen ,  dass  für  die 
construirte  Lage  von  P  die  Wegesumme  s  wirklich  kleiner  ist, 
als  für  jede  Nachbarlage  des  erhaltenen  Punktes. 

Anmerkungen  zu  dem  Abschnitte  A. 

I.  Im  Vorstehenden  sind  Polarcoordinaten  benutzt  worden. 
•  Wie  die  Berechnung  sich  gestaltet,  wenn  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  zur  Verwendung  kommen,  ist  leicht  zu  erkennen.  Wird 
angenommen,  dass  die  drei  Punkte  P»,  P,,  P,  in  Bezug  auf  irgend 
ein  rechtwinkliges  System  gegeben  sind  durch  die  Coordinaten 
j'i  und  ifiy  J,  und  //j,  *r,  und  y,,  und  bezeichnet  man  mit  x  und  y 
die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  P,  so  handelt  ea  sich  um 
den  Kleinstwerth  der  Summe 

15)  s = V{x- x,y~-f{y-~y,r + VW—x»)*  +  'iy~-y^)- 

Die  partiellen  Differentialquotienten 

d«         j     ds 
r—    und    ^ 
öx  dy 

dieser  Function  von  x  und  y  gestatten  geometrische  Deutung. 
Sie  führt  schnell  zu  der  verlangten  Lösung.  (Man  sehe  das  unter 
A  Vorausgegangene  und  das  unter  C  Folgende.) 

IL  Es  handelte  sich  in  dem  Abschnitte  A  um  die  durch  die 
Gleichung  Nr.  1  genannte  Summe.  Eine  naheliegende  Verall- 
gemeinerung der  gelösten  Aufgabe  besteht  darin,  die  Lage 
des  Punktes  P  (Fig.  122)  so  zu  bestimmen,  dass  die  S\immo 

16j  s  =  V  +  r8«-|-r3« 

ihren  Kleinstwerth  erreicht. 

Man  kann  dieses  allgemeinere  Problem  ebenso  behandeln,  wie 
das  vorher  gestellte  specielle.  Für  den  besonderen  Fall  tt  =  2  er- 
giebt  sich,  dass  P  mit  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks  PjPjPg 
zusammenfallen  muss.    (Siehe  §  74,  Abschnitt  III,  A,  Satz  L) 

III.  Zur  Ergänzung  des  Vorstehenden  kann  folgende  Lite- 
ratur*) dienen: 
Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik;  1886; 
S.  474 — 476.    (Bericht  über  die  im    »Literaturverzeichniss"* 
genannte  Programmabhandlung  von  Uhlich.) 
Simon,  über  den  Punkt  kleinster  Entfemungsaumnie  u.  s.  w. ; 
Dissertation.     Halle,  1887.     (Zunächst  S.  1—8.) 


*)  Man  sehe  auch  den  nachstehenden  Abschnitt  B  und  die  am  Ende 
desselben  angeführten  Arbeiten. 
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Sohncke-Amstein,    Aufgaben   aus  der  Differentialrechnung; 

4.  Aufl.;  S.  127  u.  128  (wo  auf  eine  Arbeit  von  Bertrand 

verwiesen  ist). 
Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrgang 

1882;  S.  105—116.    (Abhandlung  von  Lau nhar dt  über  den 

zweckmässigsten  Standort  einer  gewerblichen  Anlage.) 

• 

B. 
Eine    wichtige    Erweiterung    des    in    dem    vorstehenden 
Abschnitte  A  Behandelten  hat  man  in  der  Aufgabe :  den  Punkt  P 
des  Dreiecks  T^P^P^   (Fig.   122  und  123)  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Summe 

17)  s  =  \r^  4-  Ajrg  +  Tc^r^, 

in  welcher  ij,  h^  und  Äg  Constanten  bedeuten,  ihren  Kleinst- 
werth  annimmt. 

Es  heisst  diese  Aufgabe  in  der  „Tracirungslehre"  der 
Bauingenieure  das  „Knotenpunktsproblem  für  Ver- 
kehrswege". Die  Grössen  Ä, ,  1:^  und  /c^  sind  hierbei  die  kilo- 
metrischen Bau-  und  Betriebskosten. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  kann  im  Wesentlichen  so  erfolgen, 
wie  es  in  dem  vorausgegangenen  Abschnitte  A  gezeigt  worden  ist. 
Es  ergiebt  sich  der  Satz:  „Die  Sinus  der  Winkel  am 
Knotenpunkte  P  müssen  sich  wie  die  kilometrischen  Bau- 
und  Betriebskosten  auf  den  drei  Strahlen  verhalten,"  oder  auch: 
„Am  Knotenpunkte  müssen  sich  drei  Kräfte,  deren  Grössen  im 
Verhält ni SS  der  kilometrischen  Bau-  und  Betriebskosten  stehen 
und  welche  in  den  Richtungen  der  drei  Strahlen  wirken ,  das 
Gleichgewicht  halten. " 

Dieser  Satz  kann  zur  Construction  des  Knotenpunktes 
benutzt  werden. 

Näheres,  sowohl  im  mathematischen,  als  auch  im 
technischen  Sinne,  lässt  sich  der  nachstehenden  Literatur 
entnehmen : 

Launhardt,    Theorie    des    Trassierens ;  Heft   1  ;   2.  Auflage. 

(1887);    S.  35-44.     (§  8.)  —  Ferner    die    am   Schlüsse 

des  Abschnittes  A  genannte  Launhardt  'sehe  Abhandig. 

Jahrl)uch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik; 

1891:  S.   290. 
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Zeitschrift  des  Ö s t rei chischen A rchi t ek t e n-  u. 
Ingenieur -Vereins,  Jahrg.  1895,  S.  34  u.  folg. 
(Abhandlung  von  Forchheime r.  Besprochen  im  Jahrg. 
1895  der  Zeitschrift  des  Architekten-  u.  Ingenieur -Vereins 
zu  Hannover,  auf  S.  612  u.  613.) 

C. 
Man  löse  ferner  (den  Abschnitt  A  in  anderer  Weise  ver- 
allgemeinernd) die  Aufgabe:  für  n  Punkte 

welche    durch    ihre  auf  irgend  ein  räumliches  rechtwinkliges 
System  bezogenen  Coordinaten 

•^1  >  2^1 »  ^1  >       ^Hi  y^'i  ^2  > ^«  >  y«  J  ^« 

gegeben  sind,  denjenigen  Punkt  P  zu  bestimmen,  für  welchen  die 
Summe  aller  Abstände  jener  n  Punkte,  nämlich 

oder 

18)  s  =  ,«^  +  r,  +  r3+ +  rn  =  :2r 

ihren  Kleinstwerth  erreicht. 

Andeutungen    zur    Lösung«     Es    ist,    wenn    die   Co- 
ordinaten des  gesuchten  Punktes  F  mit  rr,  y,  z  bezeichnet  werden, 

PP,  =  r,  =  )/{x  -  x,r~+{i/  -  y,r  -\-{z-  z,y 
und  so  fort. 

Die  drei  partiellen  Differentialquotienten 
bs       ds       bs 
bx^    by  ^     bz 
der    Summe     dieser    Wurzelwerthe    führen    (durch    geometrische 
Deutung)  *)  zu  dem  Satze :    der  Punkt  P  muss    so    liegen ,    dass 
gleiche  Kräfte,  welche  an  ihm  angebracht  sind  und  in  den  Rich- 
tungen TPi^^  PP2 , PPn  wirken,  sich  das  Gleichgewicht 

halten. 

Das    Ergebniss    des    vorausgegangenen    Abschnittes    A    (für 
drei  Punkte  giltig)  ist  in  diesem  Satze  enthalten. 

♦)  Man  vergleiche  den  vorstehenden  Abschnitt  A. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


302  Maxima  und  Minima. 

Für  vier  Punkte  (P,,  P^,  P3,  P4),  welche  in  einer 
Ebene  liegen,  ergiebt  sich,  dass  der  gesuchte  Punkt  P  die 
Schnittstelle  der  Diagonalen  P1P3  und  P2P4  des  Vierecks 
P1P2P3P4  ist.  Doch  nur  dann,  wenn  die  Viereckswinkel  sämmt- 
Hch  concav  (kleiner  als  180  o)  sind. 

Man  gebe  die  Lösung  vollständig  (bezüglich  des  ebenen 
Vierecks  sie  durch  Nachmessen  prüfend)  und  sehe  die  im  ,Lite- 
raturverzeichniss*  genannten  Arbeiten  von  K.  Bopp,  Schaertlin 
und  E.  Simon.  (In  der  Bopp*schen  Dissertation  ist,  auf  S.  3 
und  4,  der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher 
citirt,  wo  —  Band  3,  S.  13  und  14  —  die  vorstehende  Aufgabe 
in  Bezug  auf  vier  Punkte  und  deren  Übergang  in  drei,  durch 
Zusammenfallen  von  zweien,  behandelt  wird.) 

Femer  sehe  man:  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  dei 
Mathematik;  Jahrgang  1893/94;  S.  471—472. 

D. 

I.  Naheliegende  Erweiterung  der  in  dem  Abschnitte  C 
behandelten  Aufgabe  ergiebt  sich,  wenn  die  Auffindung  desjenigen 
Punktes  P  verlangt  wird,  für  welchen  bezüglich  der  Punkte  P^, 
Pg,  P3,  .  .  .  .  Pft  die  Summe 

19)  5  =  k^r^  +  l\r^  +  k^r^  + -f-  knrn=  ^kr 

ihren  Kleinstwerth  hat  (wobei  die  k  constante  Grössen  be- 
deuten, wie  im  Vorstehenden  unter  B). 

Man  gebe  auch  für  diese  Aufgabe  die  Lösung.  Mindestens 
für  den  Fall,  dass  die  Punkte  Pj,  P,,  P3,  .  .  .  P„  in  einer  Ebene 
liegen. 

II.  Es  können  die  Lösungen  der  vorstehenden  Probleme  zur 
Aufsuchung  des  sogenannten  j,Vial-Centrums"  einer  Stadt 
dienen.  Unter  demselben  versteht  man  denjenigen  Punkt ,  für 
welchen    das  ,,Viar*    zu    einem  Minimum  wird.     Das  Vial  V 

aber  ist  die  Summe  (^)  aller  Wegstrecken  (r^,  r^,  /'a,  r^, r„), 

die  von  sämmtlichen  Bewohnern  der  Stadt  einzeln  zurückzulegen 
sind,  um  von  ihrer  Wohnung  aus  nach  demjenigen  Punkte  P, 
für  welchen  das  Vial  ermittelt  werden  soll,  zu  gelangen ;  also 

20)  V=  ^r. 

Es  ist  somit  das  Vial  ein  Mass  für  die  Zugänglich- 
keit eines  Punktes  P  von  allen  Theilen    einer  Stadt    aus. 
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das    ,,V  i  a  1  -  C  e  n  t  r  u  m  *'    demnach    der    zugänglichste 
Punkt.*) 

Für  die  Praxis  genügt  eine  vereinfachte  Form  des  Vor- 
stehenden. Man  führt  nämlich  für  alle  Bewohner  eines  Hauses, 
oder  Häuserblocks ,  oder  auch  eines  ganzen  Stadttheilos ,  eine 
mittlere  Entfernung  (r)  von  dem  Punkte  P  ein;  hierdurch  geht 
Nr.  20  über  in 

21)  r=2mr, 

wenn  m  die  Anzahl  der  Bewohner  des  Hauses ,  bezüglich  Blocks 
oder  Stadttheiles,  bedeutet. 

Näheres  sehe  man  in  der  durch  A.  Foeppl  veröffentlichten 
Abhandlung  „über  das  Vial'*,  welche  im  „Literaturverzeichniss" 
genannt  ist. 

§  73.  Verbindung  von  vier  Orten  unter  Benutzung  von  zwei 
Knotenpunkten. 

A. 
Vier  Punkte,  Pi,  P^,  P^,P^,  welche  in  der  durch  die  Fig.  124 
angegebenen  Art  in  einer  Ebene  liegen,  mögen,  bezogen  auf  irgend 
ein  rechtwinkliges  Achsensystem, 
durch  ihre  Abscissen  cZj,  o^,  o^,  a^ 
und  durch  ihre  Ordinaten  b^,  6j, 
fej,  64  gegeben  sein.    Es  soll  be- 
rechnet  werden ,    wo    (im  Innern 
des    einfachen ,    nicht    überschla- 
genen    Vierecks   P,  P^  Pj  P4)    die 
zwei     „Knotenpunkte"    Q^ 
und  Q2    liegen,    für    welche    die 
Strecken-Summe 

am  kleinsten  wird. 

Lösungs-Andeutung.    Bezeichnet  man  mit  x^  und  x^  die 


Fig.     134. 


*)  Manche  fassen  das  Vial-Centrum  als  den  Mittelpunkt  der  be- 
treffenden Ortschaft  auf.  Andere  verstehen  unter  dem  Mittelpunkte  den 
Schwerpunkt  (hierbei  jeden  Einwohner  als  Belastungseinheit  ansehend). 
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Abscissen,  mit  y^   und  y^  die  Ordinaten  der  gesuchten  Punkte  Q^ 
und  Q^  (bezogen  auf  das  nämliche  Achsensystem)  so  ist^ 

2)     s  =  )/(ai-a;.)'  +  (&i-y.?  +  ^(«»-^»)'  +  (^-yi)' 

+  V{<h  -  x,y  +  (&,-y,)' + V^a^-x,y + [h-y^y 

diejenige    Function    (von  ^Tj,   yj,   äTj  und  y,),    welche    zu    einem 
Minimum  werden  soll. 

Es  sind  also  zunächst  die  partiellen  Differentialquotienten 
is         bs         is        bs 
bx^ '     bx^ '     by^  '     by^ 
zu  berechnen. 

Hierauf  ist  jeder  derselben  gleich  Null  zu  setzen ;  das  giebt 
vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  vier  unbekannten  a:^,  a^j, 
yi,  yg;  u.  s.  w. 

Goniometrische  Deutungen  sind  auch  hier  (wie  bei  früher 
behandelten  Aufgaben ;  siehe  §  72 ;  ferner  Theil  I ,  §  58)  an- 
zuwenden. Es  wird  nämlich  nöthig ,  die  Sinus  und  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  in  der  Gleichung  Nr.  1  rechts  stehenden 
Strecken  mit  der  Abscissenachse  bilden,  zu  benutzen,  also  für  die 
Bedingungen 

—  =  0 

u.  s.  w.  zu  verwerthen. 

Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  der  Erkenntniss,  dass  der 
Kleinstwerth  von  s  vorliegt,  wenn  die  drei  Geraden,  welche  sich 
in  Q^  und  Q^  treffen,  Winkel  von  120*^  mit  einander  bilden*) 
und  hierbei  Qi^i  parallel  (J^Pj,  mithin  auch  QyP^  gleich- 
gerichtet Q^Pi,  ist. 

Dies  führt  auf  folgende  Construction  der  gesuchten 
Punkte  (Ji   und  Q^  : 

Zunächst  zeichnet  man,  unter  Benutzung  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  Pj  Pj  1?,  ,  einen  Kreis ,  welcher  die  vorgeschriebene 
Strecke  PiPg  (siehe  die  Fig.  125  auf  S.  305)  als  Sehne  und  über  ihr, 
nach  innen,  einen  Peripheriewinkel  von  120®  hat.  Dann  construirt. 
man,  mit  Verwendung  des  gleichseitigen  Dreiecks  Pg  P4  JRj ,  einen 


*")  Vorgl.  S.  297,  wo  der  betreffende  Winkel  auch  |n  ode  rl20^ 

/Google 
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FIf.  125. 


zweiten  Kreis,  derselben  Art,  welchem  die  gegebene  Strecke  P3P4 
als  Sehne  angehört.  Da,  wo  die  Gerade  RiB^  die  beiden  Kreise 
innerhalb  des  Vierecks  PiP^P^P^  schneidet,  liegen  die  gesuchten 
Punkte  Qi  und  Q^  (falls  solche  „Knotenpunkte^*  thatsächlich  vor- 
handen sind,  die  Aufgabe  also  überhaupt  lösbar  ist). 

Zur  Bestätigung    untersuche    man,    ob    für  die    so    er- 
haltenen Punkte  (Q]   und  Q^) 
wirklich    Pift  II  Q,P,,    auch 
QiP,  II  P,Q,  liegt. 

Femer  führe  man  die  Gon- 
struction  über  den  beiden  ande* 
ren  Vierecksseiten  durch ,  um 
zu  erfahren,  ob  dies  dieselbe 
Lage  der  Punkte  Q^  und  Q2 
liefert.  Es  ergeben  sich  hierbei 
ganz  andere  Lagen,  nämlich 
die  Punkte  Q^  und  Q^  der 
Fig.  126  auf  S.  306.  Mithin  sind 
zwei  solche  kürzeste  Verbin- 
dungssysteme vorhanden.  — 
Man  untersuche  durch  Nach- 
messen, ob  die  beiden  Werthe 
des  Smin  übereinstimmen.  Letz 
teres  ist  im  Allgemeinen  nicht 
der  Fall.  —  Das  erste  Smin  hat 
die  Länge  i^iPi,  das  zweite 
die  Länge  B^Riy  welche  Längen 
meist  verschieden  sind.  — 
Handelt  es  sich  um  das  absolute  Smin,  so  kommt  nur  das 
kleinere  der  beiden  Smio  in  Betracht. 

Endlich  überzeuge  man  sich  durch  Nachmessen,  dass  bei 
jeder  anderen  Wahl  der  „Knotenpunkte**  ein  grösseres  S 
Tnt^teht,  als  das  betreffende  Smin- 

Auch  untersuche  man  (durch  Rechnung,  oder  wenigstens 
durch  Nachmessen)  ob  beide  s^in  kleiner  sind,  als  die  Summe 
der  Diagonalen-Längen  des  Vierecks  P1P2P8P4;  ob  also 
zwei  Knotenpunkte  ein  kürzeres  S  geben,  als  einer.    (Vergl, 
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S.  302.)  —  Es  ist  dies  im  Allgemeinen  der  Fall ;  in  besonderen 
Fällen  werden  die  beiden  Sn,in  der  Summe  der  Diagonalen- 
Längen  gleich. 

Fig.  126. 

P 


Näheres  über  das  im  Vorstehenden  Gesagte  und  An- 
gedeutete bietet  die  nachstehende  Literatur: 

Hoffmann,  über  das  kürzeste  Verbindungssystem  zwischen 
vier  Punkten  der  Ebene  .  .  . ;  1890.  (Nimmt  Bezug  auf 
die  hierbei  überhaupt  möglichen  Fälle  und  erwähnt,  dass 
schon  Gauss  sie  in  Erwägung  gezogen  habe ,  nämlich 
betreffend  eine  Eisenbahnverbindung  zwischen 
Harburg,  Bremen,  Hannover  und  Braun- 
schweig.*) 

B  0  p  p ,  über  das  kürzeste  Verbindungssystem  zwischen  vier 
Punkten.  1879.  (Hinweis  auf  den  Gauss  *schen  Aus- 
spruch auch  hier;  nämlich  S.  3  und  4.  - —  Behandlung 
sehr  verschieden  von  der  Hoffmann*schen.) 

Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik; 
1890;  S.  287. 

Zeitschrift  für  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Unterricht.  Jahrgang  1895; 
S.  596. 


*)  Man  führe,  diese  Städte  anlangend,  die  obige  Construction  auf 
■einer  geeigneten  Landkarte  durch. 
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B. 

Man  erkennt  leicht,  dass  das  in  dem  vorstehenden  Ab- 
schnitte A  benutzte  Verfahren  auch  dann  noch  angewendet  werden 
kann,  wenn  mehr  als  vier  Polygonpunkte  (P^,  P^,  P3,  .  .  .  .) 
vorgeschrieben  sind  und  zwei  oder  mehr  als  zwei  Knoten- 
punkte gesucht  werden. 

Diese  Bemerkung  möge  die  Anregung  zu  Verallgemeiner- 
ungen des  unter  A  Behandelten  sein. 

§  74.  Vermischte  Anregniigeii  und  Anmerkungen,  die  Haxima 
und  Minima  der  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen 

betreffend. 

I. 

Das  flächcngrösste  aller  umf angsgleichen  Dreiecke. 

Es  sei  die  Form  desjenigen  ebenen  Dreiecks ,  welches  bei 
vorgeschriebener  ümfangslänge  (die  mit  2  s  bezeichnet  werden 
möge)  den  grössten  Flächeninhalt  F  hat,  zu  berechnen.  Auch 
sei  der  Werth  des  l^m»x  abzuleiten. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Werden  die  Seitenlängen 
des  Dreiecks  w,  v  und  w  genannt,  so  ist  bekanntlich 

1)  F=  V's(s^ ü){s  —  v)  (5  —  w), 

also 


2)  F=ys{s  —  w)(s  — v)(m  + V  — s). 
Mithin  handelt  es  sich  um  das  Maximum  der  Function 

3)  f(u,v)  =  (s  —  u){is  —  v){u  +  v-s). 

Die  betreffenden  partiellen  Differentialquotienten  lehren,  dass 
dieses  für 

4)  u  =  v  =  w 

eintritt,  dass  also  das  gleichseitige  Dreieck  die  in  der  Auf* 
gäbe  verlangte  Eigenschaft  hat.     (Siehe  §  55,  Abschnitt  B.) 

II. 
Trapezförmiges  Canalprofil  mit  kleinstem  Umfange. 
Man  drücke  den  benetzten  Umfang 

des    durch    die  Fig.  105    (auf  S.  246)    dargestellten    Profils    aus 
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durch  den  vorgeschriebenen  (constanten)  Flächeninhalt  q  desselben, 
durch  die  Tiefe  h  und  den  Neigungswinkel  a,  die  zwei  letzt- 
genannten Grössen  hierbei  als  veränderlich  gedacht.  Sodann  be- 
rechne man ,  mittelst  der  betreffenden  partiellen  Differential- 
quotienten, welche  Werthe  h  und  a  haben  müssen,  damit  ü  am 
kleinsten  sei. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Es  ist 

2  —  cos  a 


5) 

Ä    '        sm  a 

Man  hat  daher: 

6) 

bU            Q.    \   ^  —  cos a 
bh            h^    '        sina 

Femer  : 

7) 

hU      ,  l~2cosa 

T —  =  rl  r-s ' 

da                sin^  a 

Die  Bedingungen 

geben  also,    gemäss  Nr.  6  und  7,  zur  Berechnung  der  zwei  Un- 
bekannten h  und  a  die  Gleichungen 

2  — cosa_  q 
""^  sina      ~Ä2 

und 

l-2cosa^^ 
^  sm*a 

Aus  der  Letztgenannten  folgt: 

11)  a  =  60^ 
Damit  giebt  Nr.  9 :  

12)  ^  =  V^' 
und  so  weiter. 

(Man  vergleiche  §  56,  Abschnitt  D,  Nr.  II— VII.) 

III. 

Ausgleichung  von  n  Richtungen  oder  n  Punkten  auf  einen 

Punkt.    Fehlerfiguren.    Minimumpunkte. 

A. 
Wenn    die  Lage    eines  Punktes    durch    drei   Richtungen 
(also  durch  drei  Gerade)  g^,  g^  und  g^  einer  Ebene  (siehe  die 
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Fig.  127)  bestimmt  sein  soll ,  diese  sich  aber  nicht  genau  an 
einer  Stelle  schneiden ,  sondern  ein  „fehlerzeigendes 
Dreieck"  (abgekürzt  ausgedrückt:  ein  »Fehl  erdreieck") 
JJi  JBj  B3  bilden  (was  z.  B.  beim  geodätischen  Vorwärts- 
abschneiden oft  der  Fall  ist)  so  kommt  es  darauf  an ,  jene 
drei  Richtungen ,  oder  ihre  drei  Schnittpunkte  R^ ,  R^  und  R^ 
auf  einen  Punkt  auszugleichen. 


Fig.  127 


Man  kann  hierbei  festsetzen,  dass  diese  Ausgleichung  unter 
Erfüllung  der  Bedingung 

13)  ^p^  am  kleinsten, 

also  :  Summe  der  Quadrate  der  Normalabstände  von  g^,  g^  und  ^3, 
nämlich 

14)  P\^ -\- Ih^ -{- Ih'^  ein  Minimum, 
erfolgen  soll ;  man  kann  auch  verlangen,  dass 

15)  ^r-  am  kleinsten, 
also 

16)  ri^-fra^  +  rs^  ein  Minimum 
sei. 

Es  kann  ferner  die  Sache  auf  mehr  als  drei  Richtungen 
oder  Punkte  ausgedehnt  werden. 

Auch  können  verschiedene  Gewichte  (Genauigkeitsgrade) 
dabei  in  Betracht  kommen ;  es  können  also  die  p^  und  die  r*  mit 
Constanten  P'actoren  behaftet  sein. 

Das  giebt  anziehende  Minimum- Aufgaben.  Ihre  Behandlung 
führt  zu  folgenden  Sätzen : 

FiihrinanD^  Anwendungen  ü.  Infinitesimalrechnung.     Th.  III.  21 
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I.  Für  n    in    einer    Ebene    gegebene    Punkte,    iZ, ,    R.,, 
2?3 ,  .  .  .  .  1?„ ,  ist  ihr  Schwerpunkt  derjenige  Punkt  Q, 
welcher    die    Eigenschaft    „^r^  am    kleinsten*    hat. 
(Man  vergleiche  §72,  Abschnitt  A,  Anmerkung  II,  auf 
S.  299.) 
II.  Sind  in  einer  Ebene  w  Gerade,  (/i,  g^,  ffs,    -  -  •  9n  vor- 
geschrieben,   so    wird    ^p^    am    kleinsten    für    den 
Punkt  Q ,    welcher    der    Schwerpunkt    der    Fuss- 
punkte    (Pi ,  Pa,  •  .  •  P«)    der    von    ihm    auf   die 
Geraden  herabgelassenen  Lothe  ist. 
Nach    diesen    Sätzen    kann    der    betreffende    „Minimum - 
punkt"    der   „fehl  er  z  eigen  d  en  Figur",   oder   „Fehler- 
figur", aufgefunden  werden. 

B. 
Näheres    über  den    vorstehenden  Abschnitt  A    lehrt  folgende 
Literatur. 

B  e  r  t  o  t  ,    Solution    geometrique (Comptes    rendus 

hebdomadaires ;   1876 ;  I;  p.  682—685.) 

H  e  1  m  e  r  t ,  Studien  über  rationelle  Vermessungen.    (Zeitschrift 

für  Mathematik  und  Physik ;   1868  ;  §  18  der  Abhandlung.) 
H  e  1  m  e  r  t ,    über    B  e  r  t  o  t '  s    graphische  Bestimmung 

(Zeitschrift  für  Vermessungswesen;  J.   1877;  S.  53 — 58.) 
Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  ; 

1892  ;  S.  202  und  203.    Desgleichen:  Jahrg.  1885,  S.  1140. 

Ferner  :  Jahrgang  1893/94,  S.  344  und  472.  (Berichte  über 

einige  Arbeiten,  welche  die  genannten  Aufgaben  betreffen.) 
Jordan,  Vermessungskunde ;  §  87  des  II.  Bandes  der  3.  Auflage. 
Vogler,  praktische  Geometrie;  Th.  I;  §  164  und  165. 
Zeitschrift  für  Ver messungs wes en,  J.  1892,  S.  618 

und  619.      (Bericht,    von    Hammer,    über    die    Lösung 

von  D '  0  c  a  g  n  e.) 

G. 
Die  unter  A  genannten  Ausgleichungsaufgaben  sind 
den  Standorts-Problemen  des  §  72  nahe  verwandt.    Man 
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kann  sie  also  in  ähnlicher  Weise  behandeln  (wenn  nicht  eine 
andere  Art  der  Behandlung  als  vortheilhafter  erkannt  wird ;  etwa 
Bezugnahme  auf  die  Theorie  der  Trägheitsmomente). 

IV. 
Die  Constanten  eines  Distanzmessers. 
Über  die   mittelst   der  Ausgleichungsrechnung    (nach 
der   Methode    der  kleinsten  Quadratesummen)    zu    bewirkende  Be- 
stimmung der  Constanten    eines    Reichenbach'schen 
Faden-Distanzmessers  sehe  man : 

Bauernfeind,    Vermessungskunde ,7.   Auflage ,     Band   I, 

S.  423  und  438. 
Hartner-Wa stier,  Handbuch  der  niederen  Geodäsie,  Nr.  343 

der  5.  und  Nr.  312  der  7.  Auflage. 
H  e  1  m  e  r  t ,  Ausgleichungsrechnung ;  1872  ;  S.  67 — 72. 
Jordan,  Vermessungskunde,  Bd.   2,  §  158  der  3.  Auflage. 

Es  gilt  für  jenes  Instrument  bekanntlich  die  Gleichung 
17)  E  =  c-\-hL, 

wobei  E  die  Entfernung  der  Distanzlatte  von  der  Fernrohrmitte 
bedeutet ,  L  denjenigen  Lattenabschnitt ,  welcher  zwischen  den 
Distanzmesserföden  erscheint,  c  und  h  aber  zwei  zu  berechnende 
Constanten  sind.  Letztere  können  entweder  einzeln,  oder 
gemeinschaftlich  (gleichzeitig)  bestimmt  werden ,  indem 
man  für  hinreichend  viele  genau  gemessene  E  die  zugehörigen  L 
beobachtet.     (Vergl.  §  71.) 

V. 
Wassergeschwindigkeitsformeln. 
Über    anziehende    von  Hagen    und    von  G  r  a  s  h  o  f   durch- 
geführte Benutzungen  der  Ausgleichungsrechnung  (nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadratesummen)  bei  der  Untersuchung 
von  Formeln ,  welche    für    die  Bewegung    des  Wassers  in 
Canälen  und  Flüssen  aufgestellt  worden  sind,  sehe  man 
Grashof,  Hydraulik;   1875;   S.   733-737. 
Hagen,  über   die  Bewegung    des  Wassers    in  Strömen.     (Aus 
den    Abhandlungen    der  Akademie    der  Wissenschaften    zu 
Berlin;   1868.) 

21* 
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VI. 

Der  kürzeste  Abstand  zweier  Geraden  im  Räume;  z.  B.  zweier 

Tunnel-Achsen. 

Bezogen  auf  irgend  ein  räumliches  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  mögen  zwei  Gerade  g^  und  g^  gegeben  sein  durch  ihre 
Gleichungen 

18)  y  =  B,X  +  b, 
and 

19)  js  =  CiX  +  Ci, 
bezüglich 

20)  y  =  B,x  +  b, 
und 

21)  Z  =  C^X-j-C^. 

Es  sollen  die  Coordinaten  x^^  p^,  e^  und  x^,  y^  8^  derjenigen 
Punkte  Pi  und  Pg  jener  beiden  Geraden  berechnet  werden,  deren 
Abstand 

am  kleinsten  ist.     Auch    soll    man  den  Werth    des  ömin  ^^^' 
leiten. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Für  zwei  zunächst  ganz 
beliebige  Punkte  Pj  und  P^  der  Geraden  g^  und  g^  ist  der 
Abstand 


22)  a  =  V{x,  -  x^Y  +  {y,  —  y^^  +  {e,  -  z^y. 

Er  wird  am  kleinsten,  wenn  der  Radicand  seinen 
Minimalbetrag  erreicht;  also,  gemäss  Nr.  18  —  21,  wenn  die 
Function 

23)  F{x,,  X,)  =  {x^  —  x^y  +  {B,x,  +  i^  —  B^x^- 6,)» 

+  {CiXi  +  Ci  —  C,  Xjj  —  C,)2 

ihren  Kleinstwerth  hat. 

Die  aus  Nr.  23  leicht  ableitbaren  Beträge  der  partiellen 
Difforentialquotienten 

dF       ,    dF 
T —   und   -r  —  , 
ox^  ox^ 

welche  gleich  Null  sein  müssen,  liefern  zwei  Gleichungen  (ersten 
Grades)  zur  Berechnung  der  Werthe  von  x^  und  x^. 

Dass  Letztere    dem  amin    entsprechen ,    folgt    schon    aus   der 
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Natur  der  Aufgabe,    ergiebt    sich  aber  auch  aus   den  Beträgen 
der  partiellen  Differentialquotienten 

bx^^'     dx^^^     dx^dx^ 
(Siehe  hierüber  die  Anmerkung  am  Fusse  der  Seite  278.) 
Die  berechneten  (und  geprüften)  Werthe  Ton  Xi  und  X2  geben 

mittelst  der  Gleichungen  Nr.  18 — 21  die  gesuchten  Beträge  von  y^, 

j?!,  y,  und  jeTj. 

Aus  den  erhaltenen  Werthen  von  x^  x^^  ^i,  y^,  Zi  und  z^ 
folgt  schliesslich  (durch  Nr.  22)  der  Betrag  des  amin. 

(Näheres:  Schlömilch,  Gompendium  der  höheren  Analysis, 
Bd.  I,  §  34.) 

VII. 
AnschluBS   zweier  Ortschaften  an  ein   Entwickelungsgebiet. 

Für  die  Theorie  des  Tracirens  kommt,  neben  vielen 
anderen,  auch  die  folgende  Aufgabe  in  Betracht:  Es  sei  EE 
(Fig.  128)  die  geradlinige  Grenze  eines  „Entwickelungs- 
gebietes**,    nämlich    eines    mit    einem  Verkehrswege    (Strasse, 

Flg.  128. 


Eisenbahn)    zu    ersteigenden    oder    zu    überschreitenden  Gebirges. 
Es  seien  ferner  A  und  B  zwei  Orte,  deren  Lage  durch 

ÄA  =  a,    B'B  =  b,    ÄB'=c 
gegeben    ist.      Von    diesen    Orten, -4  und  B    sollen    zwei    gerad- 
linige Verkehrswege  AC  und  BG  nach    einem  Punkte  C  geführt 
werden ;  von  letzterem  ein  senkrecht  zu  EE  liegender  derartiger 
Weg  CC  nach  der  Grenze  des  Entwickelungsgebietes. 
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Die  kilometrischen  Verkehrskosten  längs  AC^  BC  und  CC 
haben  beziehungsweise  die  Werthe  j;,  q  und  r. 

Es  soll  berechnet  werden ,  für  welche  Lage  des  Punktes  C 
die  Verkehrskosten-Summe 

24)  s=p'AC+q*BG^r'CC' 
ihren  Minimalwerth  erreichen  würde. 

Lösungs-Andeutung.  Denkt  man  sich  C  bestimmt  durch 

ÄC=x,     CC  =  y, 

so  ist 

25)  s=p}^*  +  {a-yr  -\-q]/{c- xy -\-{b  -  y)*-\-ry 

die  Function,  welche  den  Kleinstwcrth  annehmen  soll. 

Es    sind    also    dann    die  Werthe    der    partiellen  Differential- 

(juotienten 

hs  bs 

bx  by 

zu  berechnen  und  zu  untersuchen;  wenn  nöthig  unter  Benutzung 
goniometrischer  Deutungen.  (Man  vergleiche  die  in  den  §§72 
und  73  behandelten  Probleme,  welche  zu  der  vorliegenden  Auf- 
gabe in  sehr  naher  Beziehung  stehen.) 

Literatur:  Launhardt,  kommercielle Tracirung (Hannover, 
1872);  S.   20—23  (Nr.   9). 

VIII. 

Kreuzungsprobleni  für  Verkehrswege    bei    zwei 

Kreuzungs  st  eilen. 

(Zweiseitige  Anschlusskreuzung.) 

Wenn  von  einem  Orte  A  nach  einem  Orte  B  ein  Verkehrs- 
weg, z.  B.  eine  Eisenbahn,  so  gelegt  werden  soll,  wie  die  Fig.  129 

Flg.  129. 


es  andeutet  —  nämlich  unter  Benutzung  einer  Strecke  EF  eines 
sclion    vorhandenen    geradlinigen  Verkehrsweges  CD  —  so  fragt 
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es  sich,  wo  die  Anschlussstellen  E  und  F  hm  zweckmässigsten 
gewählt  werden. 

Es  handelt  sich  also  darum,  die  Strecken 
SE  =  x,     SF=tj, 
oder  auch  die  Winkel 

AEC==a,     BFD  =  fi 
unter  sachgemässen  wirthschaftlichen  Voraussetzungen  zu  berechnen. 

Diese  Aufgabe  ist  einigen  der  im  §  53  behandelten  Problemen 
nahe  verwandt.  Man  findet  eine  dieselbe  betreffende  Untersuchung 
inLaunhardt's  Schrift  über  die  kommercielle  Tracirung 
(Hannover,   1872)  auf  S.  23  und  24. 

IX. 
Kosten-Minimum  bei  Wasserleitungen. 

Das  genannte  Kleinstwerth-Problem  steht  in  naher  Beziehung 
zu  den  im  §  72  enthaltenen  Aufgaben. 

Siehe  :  L  u  e  g  e  r ,  die  Wasserversorgung  der  Städte  ;  S.  686, 
687,  816 — 820,  wo  auch  Zahlenbeispiele  gegeben  sind. 

Ferner:  Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur- 
und  Architekten-Vereins,  Jahrg.  1895,  S.  42  und  61. 
(Abhandlung  von  P.  K  r  e  s  n  i  k.) 

X. 

Geringste  Kosten  beim  Bau  von  Wasserthürmen. 

Man  sehe  hierüber  die  im  „Literaturverzeichniss"  genannte 
(auf  die  Theorie  der  Construction  derartiger  Thürme  sich  be- 
ziehende) Arbeit  von  F.  Rust;  besonders  die  Seiten  Nr.  56 — -62 
derselben.*) 


•)  Zur  Ergänzung  und  Erweiterung  des  vorstehenden  Capitels  IV 
werden  die  §§  54—57,  öO,  66,  70  und  71  des  I.  Theiles  dieses  Werkes 
(Berlin,  1888)  hiermit  empfohlen. 
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REIHEN. 


§  75.  Einleitende  Aufgaben. 

A. 
Bezüglich  der  (im  §  81  zur  Anwendung  kommenden)  unend- 
lichen Reihe 

1)  i  +  2/j+3/y^  +  4/y»  + , 

in  welcher  ß  positiv  ist,  soll  berechnet  werden : 
I.  für  welche  Werthe  von  ß  sie  convergirt, 
II.  wieviel  dann  die  Summe  S  ihrer  unendlich  vielen  Glieder 
beträgt. 

Lösung.     Man  erkennt  sogleich,  dass  Convergenz  der 
Reihe  Nr.   1  nur  dann  vorliegt,  wenn 

2)  /?<! 
ist ;  sonst  stets  Divergen  z.*) 

Ferner    hat    man    für    die    Summe  S„   der  ersten    n    Glieder 
jener  Reihe : 

3)  S,=  l  +  2/?+3/?«+4/?'  + +n/?»-S 

also 

4)  /?&  =  /? +2/?» +3/?»+ +  („_  1)^.-1 -L„^.. 

Aus  Nr.  3  und  4  aber  folgt  durch  Subtraction: 

5)  S.(l_ /?)  =  (! +^+^»  +  /J3  4. _|_^«-i)_„^,. 

mithin,    nach    dem    bekannten  Satze   über  die  Summe  der  ersten 
n  Glieder  der   „geometrischen"   Reihe : 

6)  S,(l-/?)  =  j=^ -«/?«. 


*)  In  Bezug  auf  die  Sätze,  welche  unendliche  Reihen  betrefiFen 
und  in  dem  vorliegenden  Capitel  V  zur  Benutzung  kommen,  sehe  man, 
wenn  nöthig:  Schlö milch,  Compendinm  der  höheren  Analysis;  Bd.  I; 
Capitel  VI  und  VII. 
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Daher 

n.  o  _1  — /?»-(l-/?)n/?« 

7)  S„- -^--^3 

Für 

8)  W  =  QO 

wird  ß"  und  auch  »/?«   zu  Null.     (Siehe  §  43,  Abschnitt  B.) 
Demgemäss  giebt  Nr.  7  : 

als  Summe  der  Reihe  Nr.  1,  beim  Erfülltsein  der  Bedingung  Nr.  2. 

B. 
Auf   das    vorstehende  Ergebniss  Nr.  9    mache    man    nun  die 
Probe    mittelst   des   binomischen  Satzes.     Ferner  wende 
man  das  unter  A    Gefundene  auf  das  Zahlenbeispiel 

10)  ß^rU 

an. 

Lösung.     Es  ist 

Der  binomische  Satz  aber  lautet  bekanntlich : 

m       ,   fw  (w  —  1)    , 
1-2 

m(m  —  l)(m  —  2) 


12)  (l  +  a;)m=i  +  — a;+ "T  ^   ~' x 


x^  +  . 


'  1.2.3 

und  gilt  für  jedes  endliche  m,  wenn 
13)  _l<a:<+l. 

Da  ß  (siehe  Nr.  2)  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  man: 

,    (_2)(-3)(-4)^^_^^,_^__ 


'  1.2-3 

Hieraas  aber  ergiebt  sich  Nr.  1 ;  die  Probe  stimmt  also.  — 

Für  den  unter  Nr.  10  gegebenen  Fall  lautet  die  Reihe  Nr.  1 : 

15)    1  +  2  (tU) + 3  i^ur  -{-  4  (luy + ; 
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die  Summe   der  unendlich  vielen  Glieder  hat  (gemäss  Nr.  9)  den 
Werth 

16)  S=(V/)^=V3V;  =  1,020304 

auf  6  Decimalstellen  abgerundet. 

C. 
Man    nenne    rationale    (wurzelfreie)    Näherungswerthe 
der  Function 

17)  y  =  fT~+^ 

unter  der  Voraussetzung ,  dass  x  ein  positiver  echter  Bruch  ist ; 
auch  wende  man  dieselben  an  auf  das  Zahlenbeispiel 

18)  X  =  0,08. 

Lösung.  Der  binomische  Satz  (Gl.  12),  dessen  Giltigkeits- 
bedingung  (Nr.   13)  erfüllt  ist,  liefert  die  Näherungswerthe: 

19)  yi  =  l+^a:, 

20)  yt=i  +  ix  —  ix^ 

21)  y,=  i  +  i^  —  i^'  +  A^' 

u.  s.  f. 
Für  den  besonderen  Fall  Nr.  18  giebt  das,  wenn  auf  5  Deci- 
malstellen abgerundet  wird, 

22)  ^1=  1,02  667, 

23)  ^2=^  1,02  596, 

24)  ^3=  1,02  599. 

Anmerkung,  um  für  alle  in  Betracht  kommenden  Fälle  die 
Fehler  der  Näh einingsformeln  Nr.  19 — 21  zu  veranschaulichen, 
construire  man  (in  grossem  Massstabc  und  bezogen  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem)  die  Curven,  welche  den  Gleichungen 
Nr.  17,  19,  20  und  21  entsprechen.  Man  berechne  also  für  ge- 
eignete Abscissen,  etwa  für 

J'^O,  3^ ,  tV  I  Vo » A » 

die  Werthe  von  //,  //„  y^,  t/s  (nach  Nr.  17,  19,  20,  21)  und  trage 
sie  auf. 

D. 
Es  soll  der  Zahlenwerth 

25)  w  =  K2Ö13 

mittelst  des  binomischen  Satzes,  auf  6  Decimalstellen  genau,  be- 
rechnet werden. 
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Lösung.     Man  hat: 


26)  1/2013  =  K2048  —  35  =  (2^  *  —  35)'^  =  2  (1  —  -yf J^)"" '; 
,  nach  Nr.  12, 


Das  giebt: 

28)  10  =  1,5)96  868. 

Anmerkung.  Das  Verfahren,  welches  der  vorstehenden  Rech- 
nung zu  Grunde  liegt,  lässt  sich,  wie  man  leicht  erkennt,  zum 
Ausziehen    einer    jeden    Wurzel    benutzen.      Es    besteht    darin, 

n  H 

yz   auf  die  Form  \a'*  rh  h  zu  bringen,   wobei  a  diejenige  ganze 
Zahl  bedeutet,  deren  u^^  Potenz  der  Zahl  r  möglichst  nahe  liegt. 


E. 
Durch  Benutzung    unendlicher  Reihen   berechne  man ,    auf  5 
Decimalstellen  genau, 

I.  Die  Basis  e  der  natürlichen  Logarithmen, 
IL  den    Sinus    und    den    Cosinus    des    Winkels    von    8    Grad 

20  Minuten, 
IIL  denjenigen  Kreisbogen  u  vom  Halbmesser  1,  dessen  gonio- 
metrische  Tangente  den  Werth  68,76  hat ;  auch  gebe  man 
letzteren  inGradmass  an  (nicht  nur  in  B o g e n m a s s). 

Lösung.     L  Die  bekannte,  für  jedes  x  geltende  Reihe, 

X' 


29)  e'=l  +  -  +  -^---  +  ---~  + 


giebt ,  wenn  x  gleich  1  genommen  wird ,  bei  der  Benutzung  von 
10  Gliedern*) 

30)  6=2,71828. 

Denselben  Werth  (auf  5  Decimalstellen)    erhält  man  bei  der 
Venwendung    von    11,    12  u.  s.  w.  Gliedern.     Es    sind    nämlich, 


*)  Hierbei,  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen,  ist  es  für  das  Zahlen- 
rechnen vortheilhaft ,  das  w<«  Glied  immer  aus  dem  vorher  ermittelten 
w  —  Iten  Glieds  abzuleiten. 
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vom  1 V^^  aD ,  die  Gliederwerthe  so    klein ,  dass  sie  offenbar  auf 
die  5^®  Decimalstelle  keinen  Einfloss  aosilben.*) 

II.  Bekanntlich  gelten  för  jedes  endliche  X  die  Reihen 


31)         sm  x  =  -- + 


1         1.2-3    *    1.2-3. 4-5 


und 


x''     ,         x^ 
32)  cos  x=l 


1-2    '    1-2-3-4 
Hierbei  ist  2;  in  Bogenmass  für  den  Halbmesser  1 
gemeint.     Soll  also    sin  8 <^ 20'  mit  Nr.  31    berechnet  werden,    so 
hat  man  daselbst 

QQN  ^  ^         Ql/  3,1415927       25 

zu  setzen.     Das  giebt 

34)  sin  80  20' =  0,14493. 
Ebenso  liefert  Nr.  32: 

35)  cos  80  20' =  0,98944. 

UI.  Es  wird  gesucht: 

36)  u  =  arc  tan  68,75. 

Für  x^  1  gilt  aber  bekanntlich  die  Reihe: 

37)  arctanrc  =  -- [--;: — r — .  -  + 

^  2        X    ^    ^x^        bx^    ' 

Man  hat  also : 

3,14159  1         ,  1 


38)    arc  tan  68,75=- 


2  68,75   '    3-68,75» 

erhält  mithin,  auf  5  Decimalstellen  berechnet, 


•)  Streng  genommen  muss  hier  (und  in  aämmtlichen  der- 
artigen Fällen)  genau  untersucht  werden,  ob  die  Summe  der 
unendlich  vielen  noch  folgenden  Glieder  die  betreffende  Decimal- 
stelle zu  beeinflussen  vermag.  Es  kann  jene  Untersuchung  durch 
Benutzung  desjenigen  „Restgliedes'*  erfolgen,  welches  vorliegt, 
wenn  die,  aus  dem  Mac  Laurin^schen  Satze  entnommene,  für 
e^  geltende  Reihe  zunächst  als  endliche  genommen  wird.  Für 
jenes  „Restglied*  lassen  sich  immer  zwei  Werthe  angeben,  zwischen 
denen  es  liegt.  (Man  sehe  hierüber:  Schlömilch,  Compendium 
der  höheren  Analysis,  Bd.  I,  §  46,  Abschnitt  II.)  —  Die  vorstehende 
Bemerkung  ist  für  das  ganze  Capitel  V  zu  beachten. 
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39)  t«=  1,55625. 

In  Gradmass  umgewandelt,  giebt  das: 

40)  M  =  890  10'. 

§  76.  Näherasgsformeln  fär  die  LäDgen  von  Landfitrassen, 

Boschnngslinien  u.  s.  w. 

A. 

Bekannt  sei,  aus  einem  geodätischen  Grundrisse  entnommen, 

AB'  =  p  (siehe  die  Fig.  130)  als Horizontalprojection  derStrassen- 

länge  AB  =  1;  ferner,  als  erstiegene  Höhe,  B'B  =  h ;  wobei 

1)  Ä<i> 

vorausgesetzt  ist.    Wurzelfreie  Näherungswerthe  von  l  seien 
verlangt. 

Flff    1.30. 


A  E*   D'  C  B'  P~ 

Lösung.     Zunächst  hat  man,  streng  richtig, 

2)  l  =  K^i^-F P  =  j>  }/i  -r  {jY  • 

Mithin  gelten ,  nach  dem  binomischen  Satze ,  dessen  Giltig- 
keitsbedingung  durch  Nr.  1  erfüllt  wird  (siehe  §  75,  Nr.  12  und 
13),  für  l  die  rationalen  Näherungswerthe: 

')   '.=W'+i(7)]=''+T-r' 

und  so  weiter. 

B. 
a)  Man  zeige,  wie  die  Glieder  der  rechten  Seiten  der  Formeln 
Nr.   3    und    4    aus    den  Strecken    h   und  2^    mittelst    eines   „üm- 
wandlungsmassstabes'^   construirt  werden  können. 
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ß)  Ferner  stelle  man  in  der  erhaltenen  Figur  das  Ergebniss 
der  Näherungsformel  Nr.  3  dar  und  zwar  so ,  dass  der  Fehler 
dieser  Formel  als  eine  Strecke  sichtbar  wird. 

y)  Endlich  wende  man  die  Formeln  Nr.  2,  3  und  4  an  auf 
das  Zahlenbeispiel:  1  Meter  Steigung  auf  100  Meter 
Horizontalprojection,  also  auf 

5)  A  =  -i- 

^  jp        100 ' 

dabei  sei  l  verlangt  als  Vielfaches  von  j;,  abgerundet  auf  5  Deci- 
malstellen. 

Lösung,     a)  Die  Construction  der  Glieder 

1  Ä^          .       1     Ä* 
— und     — ^ 

2  p  S     p^ 

der  Gleichungen  Nr.  3    und    4    kann    sehr    leicht    mittelst   eines 
„ümwandlungsmassstabes",   der  das  ümsetzungsverhält- 

niss  —  hat,  erfolgen. 

P 

Als  solcher  ist  das  Dreieck  ABB'  der  Fig.  130  benutzbar. 
Nimmt  man  AC=h,  also  gleich  jB'JB,  so  ist 

P 
mithin  |  CC  der  Werth  des  zweiten  Gliedes  der  näherungsweise 
geltenden  Gleichungen  Nr.  3  und  4. 

Wird  ferner  AD'  =  C'G  genommen,  so  ist 

D'D  =  \. 

P^ 

Nimmt  man  endlich  AE'  =  D'D,  so  wird 

p^ 

und  in  ^  E'E  hat  man  den  Werth  des  dritten  Gliedes  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  Nr.  4. 

ß)  Klappt  man  B  von  A  aus  mittelst  eines  Kreisbogens 
herunter,  macht  also  AF=  AB,  nimmt  ferner  B'G  =  iCC, 
80  ist 

AG  =  li, 

mithin  FG  der  Fehler  des  Näherungswerthes  l^* 
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y)  Für  den  Sonderfall  Nr.  6  ist,  gemäss  Nr.  2,  der  streng 
richtige  Werth : 

7)  l=p  yT-fljfsV  =  y^  »0001  P  =  1,00005/), 

anf  5  Decimalstellen  abgerundet. 

Diesen  Werth  geben  aber  auch  die  Näherungsformeln 
Nr.  3  und  4 ;  sie  liefern  nämlich : 


8) 
und 

9) 


^  =  {l  +  i-(lW};>=--(l+lTriou)P=  1,00005/) 

i!»  =  (l  +  TTTTTT  —  innnri-ffT-irö-)2>  =  1,00005/). 

Anmerkung.  Eine  für  alle  Wertho  des  Steigungsverhältnisses 
{h'.p)  geltende  zeichnerische  Darstellung  der  Fehler  der 
Näherungsformeln  Nr.  8  und  4  kann  gegeben  werden,  indem  man 
die  drei  Gurven  construirt,  welche  den  Gleichungen  Nr.  2,  3 
und  4  entsprechen,  falls  man  die  Grössen  /,  /i,  /^  als  die  Ordi- 
nate n  auff asst ,  das  Y erhältniss  h:p  als  Abscisso,  p  als  Con- 
stante.     (Vergleiche  die  auf  S.  318  stehende  , Anmerkung*.) 


§  77.   Näherniigswertlie  für  die  Ordinaten-  und  Bogenlängen 
der  Eettenlinle. 

A. 

Wenn  die  gemeine  Kettenlinie  (Seilcurve)  ACB    sich  gegen 
das  rechtwinklige  Coordinatensystem    in  der  durch    die  Fig.   131 


angegebenen  Lage  befindet,  so  lautet  ihre  Gleichung  bekanntlich : 
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Dabei  istOP=x,  PP  =  y,  OC=k,  (Über  die  Ableitung 
von  Nr.  1  und  über  den  Parameter  k  sehe  man  Theil  II,  §  49, 
Abschnitt  A— C.) 

Es  soll  die  transcendente  Function  Nr.  1  durch  eine  ratio- 
nale algebraische  ersetzt  werden ;  auch  soll  man  Näherungs- 
wert h  e  Cyi ,  ^2 )  •  •  •  •)  ^^^  Ordinatenlänge  y  nennen ,  dieselben 
geometrisch  deuten  und  angeben ,  wie  sie  sich  (aus  x 
und  k)  construiren  lassen. 

Lösung.  Die  für  die  natürliche  Exponentialgrösse  be- 
stehende Reihe  (§  75,  Gl.  29)  liefert: 

^>    «"^='+l+.!.(l)+rlTä(iy+ 

d 

X 

giltig  für  jedes  endliche  -^  • 

Das  giebt,  statt  Nr.  1,  die  wurzelfreie  algebraische  Function 

*)   ^=M'+Ä(f)Vr.-.?äri(f)V 1- 

Man  hat  also  die  Näherungswerthe 

und  so  weiter. 

X 
Ihre  Fehler  sind   sehr    klein,    so    lange  -r  ein    kleiner 

echter  Bruch  ist. 

Nr.  5  bedeutet  eine  gemeine  Parabel,  deren  Halb- 
parameter die  Länge  k  hat,  deren  Scheitel  mit  dem  Kettenlinien- 
scheitel  und  deren  Achse  mit  der  Kettenlinienachse  zusammen- 
fällt. Durch  diese  Parabel  darf  also  die  Kettenlinie  näherungs- 
weise ersetzt  werden. 

Nr.  6  wird  durch  eine  Parabel  vierter  Ordnung 
geometrisch  dargestellt.  Sie  vertritt  die  Kettenlinie  weit  ge- 
nauer. 
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Die  in  Nr.  5 -.und  fi .  vorkommenden  Werthe 

'^  2¥  ^^  24*^ 

kann  man  sehr  leicht  mittelst  eines  Umwandlongsmassstabes  con- 
struiren.     (Siehe  §  76,  Abschnitt  B.) 

Anmerkung.  Zur  Veranschaulichung  der  Fehler  der 
erhaltenen  Näherungsformeln  (5  und  6)  sei  das  Zeichnen  der  drei 
durch  Nr.  1,  5  und  6  dargestellten  Gurven  empfohlen. 


B. 
Für    die    Bogenlänge  8  =  CP   der    Kettenlinie  AGB 
(Fig.  131)  gilt  bekanntlich   (siehe  Theil  II,  Seite  46,  Nr.  2)  die 
Gleichung 


8) 


Man  gebe  auch  hierfür  (wie  für  Nr.  1)  einen  rationalen, 
algebraischen  Ausdruck,  nenne  Näherungswerthe  und 
zeige,  wie  sie  construirt  werden  können. 

Lösung.     Es  ist,  gemäss  Nr.  2  und  3, 

^>  *=*{f+r7h3(fy+r:2-ir475(fy+ }• 

Mithin  gelten  die  Näherungswerthe 
10)  Si  =  x- 


,     x^    ,      x^ 

11)  ■'»  =  ^+6ifc-3  +  r2o&* 

und  so  weiter. 
Für  Letztere  gilt  im  Wesentlichen  Das,  was  für  die  Werthe 
Nr.  5  und  6  im  Vorstehenden  gesagt  wurde. 

Anmerkung.  Die  Gleichungen  Nr.  10  und  1 1  geben  (näherungs- 
weise)  die  Bogenlänge  8  als  Function  von  x  uud  k.  Will  man  8 
durch  y  und  k  ausgedrückt  haben,  so  braucht  man  nur  Nr.  1  und 
Nr.  8  zu  quadriren  und  zu  subtrahiren.  Es  giebt  dies  den  sehr 
einfachen  (streng  richtigen  und  leicht  construirbaren)  Werth 

12)  s  =  j/y^^^P. 

Er  wird  im  Nachfolgenden  Benutzung  finden. 

Fährmann,  Anwendangen  d.  Inflnitciinudrvohnunf.    Th.  III.  22 
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§  78.   Längenmessungsfehler,  yemrsaGlit  darch  seiülohe 
AbweioliUBgeii. 

A. 

Hat  die  straff  gespannte  Kette  (das  Messband  öder  der 
M  e  s  s  s  t  a  b)  die  Länge  -4  J5  =  c ,  und  gegen  die  Richtung  MS, 
in  welcher  gemessen  werden  soll ,  die  durch  die  Fig.  132  an- 
gedeutete Lage ,  steht  die  Kette  also  um  die  kleinen  Strecken 
^'j4  =  aj'und  B'B  =  ag  mit  ihren  Endpunkten  nach  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  jener  Richtungslinie  MN  ab ,  su  wird  der 
Abstand  ÄS=h  um 

f=AB^ÄB=c  —  h 

zu  gross  erhalten,  wenn  man  ihn  gleich  c  nimmt. 

Fif.  132. 


Dieser  Messungsfehler    hat ,    ausgedrückt    durch  c ,  a, 
und  a^,  den  streng  richtigen  Betrag: 
1)  /•=  c  -  j/c»-(a,+  ^l 

Nach  dem  binomischen  Satze  (siehe  §  75 ,  Nr.  12 
und  13)  giebt   das  den    (vollständig  genügenden)  Näherung»- 

';'r.=c-{.-i(«4i.)'}e=|.<?4^'. 

Ist  zum  Beispiel  die  Kettenlänge  20  Meter  und ,  was  beim 
Kettenmessen  oft  vorkommt ,  a^  =  a,  =  2  Centimeter ,  so  hat 
man,  gemäss  Nr.  2, 

mithin 

3)  t\  =  ö>^*  Millimeter, 

also  einen  sehr  geringen  Fehlerbetrag. 

B. 
Es    möge    angenomn)en  werden ,    dass  n  Kettenlängen ,  jede 
gleich  c,  bei  der  Messung  von  M  nach  JV  (Fig.  133,  Seite  327) 
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ndthig  gewesen  seien  und  dass  die  Kette  hierbei  (zufolge  eines 
mangelhaften  Einwinkens  der  Kettenstäbe)  die  durch  die  Figur 
angedeutete  Zickzack  -  Lage  gehabt  habe.  Dabei  soll  ferner  an- 
genommen werden ,  dass  die  Kettenenden  überall ,  ausser  in  M 
und  Nj  um  gleichviel,  nämlich  um  a  von  MN  abgestanden 
haben  und  zwar  in  stets  wechselndem  Sinne,  wie  die  Fig.  133 
es  zeigt. 

Fiff.  1»3. 


Wird  dann 

MN=nc 

gesetzt    (statt    gleich    der    auf    die    Richtung  MN   genommenen 

Projektion    der  Zickzack-Linie),  so  begeht  man  einen 

Längenmessfehler,  der  wieder  /*,  bezüglich  f^ ,  heissen  möge. 

Er  soll,    ausgedrückt    durch  a,  c  und  n,    berechnet  werden   und 

zwar  sowohl  streng,  als  auch  mit  Benutzung  der  (für  jede  der 

n   Kettenlagen     anwendbaren)    Näherungsformel     Nr.   2. 

Letzteres  unter  Anfügung  des  Beispieles :  w  =  5 ;  wobei  c  =  20  Meter ; 

a  =  2  Centimeter  sein  möge. 

Lösung.     Der  streng  richtige  Werth  des  Fehlers  ist 


4)  f=nc  —  2yc*—a*  —  in  —  2)yc^  —  ^a^', 
der  aus  Nr.  2  folgende  Näherungswerth  hingegen : 

also 

5)  /l  =  (2«-3)-^*. 

Für  das  in  der  Aufgabe  genannte  Beispiel  gicbt  dies : 

6)  fi  =  0,H  Millimeter, 

also  sehr  wenig,  obgleich  die  Voraussetzungen  ungünstige 

sind. 

Anmerkung.  Gemäs»  Nr.  5  wächst  der  Fehler  ft  mit  dem 
Quadrate  der  Abweichung  a.  Dieses  Krgebniss  hat  aber  für 
die  Geodäsie  als  Satz  nur  geringen  Werth,  weil  die  bei  der  Ab- 
leitung gemachten  Voraussetzungen  für  die  Praxis  der  Längen - 
messnngen im  Allg^em einen  unzutreffend  sind.  (Näheres  hierüber : 
Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  Jahrgang  1892,  Seite  60.) 

22* 
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Wohl  aber  sieht  man  aus  dem  Yorstohenden,  dass  die  Messongs- 
fchler,  welche  durch  die  gewöhnlich  vorkommenden  seitlichen  Ab- 
weichungen verursacht  werden,  für  die  meisten  Längenmessungen 
so  klein  sind,  dass  sie  gar  nicht  berücksichtigt  zu  werden 
brauchen. 


§  79.   Der  Einsenknngpfehler  bei  KettenmessimgeiL 

A. 
Wenn  man  von  einem  Punkte  A  (Fig.  134)    nach   einem  in 
derselben   Höhe   liegenden  Punkte  B   eine   Messkette   spannt 

und  dabei  die  Bogenlänge 
ACB=2  s  statt  der  Sehnen- 
länge ABB  =  2  a  als  E n t- 
f  e  r  n  u  n  g  der  beiden  Punkte 
gelten  lässt,  so  entsteht  der 
Längenmessungs-Fehler 
.  1)  /•=2(s-a). 
Er  hängt  ab  Yon  der  Ketten- 
länge AGB  und  von  der 
Einsenkungstiefe  DC  =  p. 

Es  soll  jener  Fehler  f, 
ausgedrückt  durch  s  und  p, 
näherungsweise  berech- 
net werden  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  p  und  f  sehr 
kleine  Bruch theile  von  s 
sind,  dass  für  s  der  im  §  77  unter  Nr.  10  gefundene  Werth 
genommen  werden  darf  und  die  Beziehung  Nr.  12  jenes  §  77 
bekannt  ist. 

Lösung.     Zunächst  hat  man,    gemäss  Nr.  1  und  mit  Be- 
nutzung der  Gleichung  Nr.  10  des  §  77, 


2) 


f=   — 


3*^ 

wobei  k  den  Parameter    der  als    gemeine    Kettenlinie 
gedachten  Curve  ACB  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  Nr.  2  giebt  f  ausgedrückt  durch  a  und  it. 
Es  soll  aber  f  durch  8  und  p  ausgedrückt  werden.  Also  sind  a 
und  k  durch  s  und  p  zu  ersetzen. 
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Man  hat  in  diesem  Sinne,  gemäss  Nr.  1 : 

3)  a  =  s—if. 
Ferner,  laut  Gleichung  12  des  §  77, 

also 

4)  *  =  ^"- 

Wegen  Nr.  3  und  4  geht  Nr.  2  über  in: 

'       3(s«— p»)»^' 
giebt  mithin: 

5)  3(s»-p«)Y=4i>«(s-4/)». 

Diese  zwischen  /*,  p  und  5  bestehende  Gleichung  Nr.  ö  ist  be- 
züglich des  f  vom  3^®°  Grade.  Sie  könnte  als  solche  aufgelöst 
werden. 

Da  aber  p  und  f,  der  Voraussetzung  nach,  sehr  kleine  Bruch- 
theile  von  5  sind ,  und  nur  ein  Näherungswerth  von  f  ge- 
sucht ist,  so  wird  man  in  Nr.  5  alle  die  Glieder  vernachlässigen, 
in  welchen  die  Grössen  f  oder  p  hinreichend  oft  (einzeln  oder 
zusammen  mindestens  viermal)  als  Factor  auftreten.  Dadurch 
geht  die  genannte  Gleichung  über  in 

6)  3s^f=4.p^s^, 
giebt  also 

'  '3s 

Dies  lehrt,  dass  (mindestens  näherungsweise)  der  Fehler/* 
proportional  ist  dem  Quadrate  der  Einsenkungs- 
tiefejp  und  umgekehrt  proportional  der  Ketten- 
länge  25. 


Anmerkung. 

tat  p  als  Bruchthe 

geben,  etwa 

^=.-1.2., 

8) 

znm  Beißpiel 

9) 

/>  =  tIt  2  s, 

80  liefert  Nr.  7: 

10) 

•,       16 

daher  in  dem  Sonderfalle  Nr.  9: 
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11)  f=  TtVAt  5  =  0,00068  3. 

Hat   also   die  Kette   die  übliche  Lftnge   von   20  Metern,   so   ist 
« r==r  10  Meter  ^  10000  Millimeter,  mithin 

12)  f=  6,8  Millimeter 

der  Längenmessfehler  bei  1  °/o  Einsenkung.   Hieraus  folgt, 
daas  man  nicht  nOthig  hat,  die  Kette  sehr  stark  anzuspannen. 

B. 

Es  soll  ferner  der  durch  die  Gleichung  Nr.  1  definirt« 
Fehler  f  berechnet  werden  unter  der  Annahme,  dass  die  Curve  A  CB 
der  Fig.  134  für  einen  Kreisbogen  gelten  dürfe.  Dabei  sollen, 
wegen  der  Kleinheit  von  ^;,  in  den  für  den  Sinus  und  für  den 
Cosinus  des  Gentri winkeis  AMC  =  y  geltenden  Reihen  nur 
diejenigen  Glieder  benutzt  werden,  welche  y  in  keiner  höheren 
Potenz  enthalten,  als  in  der  dritten. 

Lösung.  Das  a  der  Gleichung  Nr.  1  ist  auszudrücken 
durch  5  und  p.  Dies  kann  geschehen  mittelst  der  aus  der  Fig.  1 34 
folgenden  Gleichungen 

13)  a  =  r8iny, 

14)  s  =  ry, 

15)  2)  =  r{l  —  cosy), 

in  denen  r  die  Lftnge  des  Halbmessers  MA  bezeichnet  und  y  in 
Bogenmass  für  den  Radius  1  gemeint  ist  (mithin  als  unbenannte 
Zahl).  Diese  Gleichungen  enthalten  die  drei  Unbekannten  a, 
r  und  y. 

Benutzt  man  die  Reihen  Nr.  31  und  32  des  §  75  in  der 
oben  genannten  Abkürzung,  nimmt  also  die  Näherungswert be 

16)  sin  y  =  y  —  |  y* 
und 

17)  co8y=l  —  ly\ 

so  gehen  die  Gleichungen  Nr.   13  und  15  über  in 

18)  a^r{y-iy^) 
und 


9) 

pz 

=^f 

Aus 

Nr. 

14 

und 

Nr. 

19 

folgt  nun 
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20)  y  =  -f 


und 
21) 


22) 


2p 
Die  Gleichnngen  Nr*  18,  20  und  21  geben  jetzt : 


3s 


Nun   hat   man   för    den    zu   berechnenden  Fehler  /*,    gemäss 
Nr.  1  und  Nr.  22 : 


^=K'-^^^"). 


also 

wie  Nr.  7. 

Anmerkung.  J)ie  Gleichung  Nr.  22  giebt,  auf  s  reducirt, 
eine  Näherungsformel,  welche  die  Kreisbogenlänge  durch 
die  Sehnenlänge  und  die  PfeilhOhe  ausdrückt,  wenn  der 
Bogen  sehr  flach  ist.    Diese  Formel  lautet: 


23) 


-T  +  V{T)'+h'- 


Aus  Nr.  28  folgt,  mittelst  des  binomischen  Satzes,  näherungs weise: 

24)  ^  =  «  +  |^> 

was  oft  gebraucht  wird  und  leicht  construirt  werden  kann. 
(Siehe  Theil  II,  Seite  47,  Gleichung  9;  überhaupt  den  g  13  jenes 
II.  Theiles.) 


§  80.  Das  Absteoken  von  Kreisbogen. 

Eine  bis  0  (Fig.  135,  S.  332)  geradlinige  Achse  ^^ 
(zum  Beispiel  die  einer  Strasse  oder  Eisenbahn)  soll  von  0 
aas  in  einem  Kreisbogen  k  weitergeführt  werden ,  welcher 
daselbst  die  Richtung  g  berührt  und  die  vorgeschriebene  Halb- 
messerlänge r  hat. 

Da  man  die  zu  den  Abscissenlängen 
OF\  =  x,,     0P',=  2:r„     0F,^3x,, 
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gehörigen  Bogenpunkte  Pj,  P^,  P,, .  . .  .  abstecken  will,  so  braucht 
man,  zor  Berechnung  der  Ordinatenlängen 

P',Pi=y.,   P',P.=y„   PtP.^y,, 

eine  Formel,  welche  P'P=y  als  Function  von  OP=^x  angiebt. 


Fl«.  18». 


Man  nenne  diese  Formel 

'  L  för  den  Fiül,  dass  die  Werthe  der  Ordinaten  y  streng 
richtig  sein  sollen; 

n.  für  den,  dass  Näherungswerthe  von  y  genügen, 
weil  für  die  betreffenden  Absteckungen  nur  Bogenpunkte 
in  Betracht  kom&ien,  bei  welchen  x  weit  kleiner  ist  als  r. 

Endlich  wende  man 
III.  beide   Formeln   zur   Berechnung    von   y,,  y^,  und  y^  an 
für  die  Sonderfälle* 

r  =  45  Meter,     o?!  =  2  Meter, 
und 

r  =  320    „     ,     a:i=10    „     . 

Auch  prüfe  man  für  diese  Sonderfälle  die  Ergebnisse  durch 
Aufzeichnen  .(mitteißt    eines    Transversalmassstabes). 

Lösungs-Andeutung.     Streng  genommen  ist 

1)    ,    y  ==  r  —  Vr^^^lc^  =  r  —  V{r  +  x){r  —  x). 


Wird  der   binomische  Satz    auf  f/r*  —  x*  angewendet,    so 
giebt  das 

o\  _  ^*_i_  ^*   j_    ^*    j_ 

wobei  die  Giltigkeitsbedingung  dps  genannten  Satzes  er- 
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sc 
füllt  ist,  weil  —  (entsprechend    dem ,  was  unter  11  vorausgesetzt 

T 

wurde)  kleiner  als  1  sein  muss. 

Laut   Nr.  2    hat   man    für  y   die   (bei   kleinen    Beträgen 

X  • 

von  —  hinreichend  genauen)  Näherungswerthe 

x^ 

X^         x^ 

und  so  fort. 

Statt  Nr.  4  kann  man  auch  die  Gleichung 

benutzen,  welche  den  zweiten  Näherungswerth  auf  den  ersten 
eurückfühlrt.  (Vergleiche  die  am  Fusse  der  Seite  319  stehende 
Bemerkung.) 

Dass  die  Gleichungen  Nr.  3  und  4  Parabeln  darstellen, 
ist  zu  beachten. 

Wie  man  die  Glieder  der  rechten  Seiten  jener  Gleichungen 
aus  den  Strecken  x  und  r  zu  construiren  vermag,  darüber 
giebt  der  Abschnitt  B  des  §  76  Auskunft. 

Die  Berechnung  der  unter  ÜI  verlangten  Zahlenwerthe 
und  deren  Prüfung  durch  Aufzeichnen  ist  wohl  selbst- 
verständlich. 

Näheres  (insbesondere  bezüglich  der  Praxis  der  Bogenabsteckungen) 
enthält  die  nachstehende  Literatur: 

Bauernfeind,  Vermessungskunde,  Band  II,  §  28  der  7.  Auflage. 

Göring,  Eisenbahnbau,  Seite  22—23  der  4.  Auflage. 

Handbuch  der  Ingenieurwissenschaften,  Band  I,  Ab- 
theilung 1,  Seite  177—180  der  2.  Auflage. 

Jordan,  Vermessungskunde,  Bd.  II,  §  181  der  3.  Aufl. 

Mohr,  Tracirung  und  Erdbau;  1871;  Seite  19-20. 

§  8L  Kosten  der  Unterhaltung  nnd  des  Betriebes  von  Bananlagen, 

Werden  A  Mark  n  Jahre  lang  zu  q  Procent  derartig  ver- 
zinst, dass  man  am  Ende  eines  jeden  vollen  Jahres  dem  Kapital 
die  Zinsen    anfügt,    so  sind    jene  A  Mark,    wie    die   „Zinses- 
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Zinsenrechnung'    lehrt,    am  Schiasse   des  n^  Jahres    mit 

den    Zinsen   und    Zinseszinsen    zu  Ä  ( 1  -j — uv\)    ^^^^    ange- 
wachsen. 

Wird  also  das  durch  derartige  jlTerzinsung  sich  bildende  End- 
kapital mit  Kn  bezeichnet,  so  besteht  die  Beziehung 

oder,  wenn 

gesetzt  wird, 

3)  Ä„  =  ^(l+p)«. 
Mithin  ist 

4)  A=      ^" 


(1+P)" 

dasjenige  Kapital,  welches  am  Anfange  des  V^  Jahres  zinstragend 
angelegt  werden  muss ,  wenn  man  am  Schlüsse  des  n*®"  Jahres 
Kn  Mark  zur  Verfügung  haben  will. 

Sollen  also  zur  Bezahlung  der  sämmtlichen  Jahresrechnungen, 
welche  aus  der  Unterhaltung  und  dem  Betriebe  irgend  einer  An- 
lage (z.  B.  einer  Eisenbahn  oder  eines  Kanals)  hervor- 
gegangen sind,  am  Ende  des  1^*'^  Jahres  B^  Mark  verfügbar  sein, 
so  muss  man  (laut  Nr.  4)  am  Anfange  dieses  Jahres  das  Kapital 

zinstragend  anlegen. 

Sollen  ferner,  zu  dem  genannten  Zwecke,  am  Schlüsse  des 
2^*"  Betriebsjahres  B^  Mark  vorhanden  sein,  so  muss  hierzu  am 
Beginne  des  1**'"  Jahres  das  Kapital 

angelegt  werden;  und  so  weiter,  gemäss  Nr.  4. 

Das  Kapital,  welches  durch  seine  Verzinsung  die  Unterhaltungs- 
und  Betriebskosten  der  Bauanlage  für  alle  Zeiten  deckt,  hat 
mithin  den  Werth 
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Man  soll  dieses  Kapital  S  berechnen 

I.  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Unterhaltungs-  und 
Betriebskosten  constant  sind,  nämlich  in  jedem  Jahre 
gleich  Bi ; 

IL  unter  der,  dass  jene  Kosten  in  jedem  Jahre  — ,  z.  B.  — -, 
mehr  betragen,    als  im  vorhergehenden;    endlich 

ni.  für  den  Fall,  dass  sie  alljährlich  um  einen  constanten 
Betrag,  welcher  B  heissen  möge,  wachsen.*) 

Die  allgemeinen  Ergebnisse  sollen  auf  Zahlenbeispiele 
angewendet  werden. 

Lösung.  Das  zu  berechnende  Kapital  S  möge  für  die  drei 
zu  behandelnden  Fälle  beziehungsweise  Siy  S^  und  S^  heissen. 
Man  hat  dann  Folgendes : 

LFall:  Gonstante  Unterhaltungs-  und  Betriebs- 
kosten im  Betrage  J?|.     Laut  Nr.  7  ist  in  diesem  Falle 

8)     S,  =  B,[^y-i-j^^^i-^^^-}- ); 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird, 

10)  fif,  =  B,  (/?+/?«+/?» 4- ) 

=  B,ß(l-\-ßi.ß*-\-ß»^ ). 

Bekanntlich  aber  gilt  der  Satz: 

11)       i^ß+ß»+ß>-^ =r^' 

falls 

12)  _i<^<;+l. 

Da  nnn,  gemäss  Nr.  9,  das  ß  der  Gleichung  10  der  Be- 
dingung Nr.  12  genügt,  so  geht  Nr.  10  über  in 

13)  ^  =  ^iTzr-ß-> 

das  ist,  wegen  Nr.  9, 

14)  S,=  ?-L. 

P 


*)  Launhardt,  Theorie  des  Trassirens;  Heft  1;  §  12  der  2.  Auflage 
(v.  J.  1887). 
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Es  beträgt  also  in  diesem  ersten  Falle  das  Kapital,  welches 
am  Anfange  des  ersten  Jahres  zinstragend  angelegt  werden  moss, 

um  für  alle  Zeiten  sämmtliche  Kosten  zu  decken,  das  — fache  d^r 

P 
alljährlichen  ünterhaltongs-  und  Betriebsausgaben  JS|. 

Zahlenbeispiel:  Wenn  5i  =  9000  M  ist  und  die  Verzinsung 
dreiprocentig,  so  hat  man  sinstragend  anzulegen  das  Kapital 

15)  5,  =?^  =  800000  M. 

^  0,0« 

IL  Fall:  Die  Kosten  jährlich  um  —  wachsend. 

m 

Hier  ist 

16)  i5,  =  5x+^5.  =  (n-:^)5x, 

oder,  wenn 

17)  ^  =  fi 
gesetzt  wird, 

18)  B,  =  (l+fi)Bi. 
Ferner 

19)  B,  =  5,-f^J5,  =  (i4-M)JS,  =  (i+/<)«5i; 

20)  B,  =  B,-^^B,  =  {l  +  fi)>B,; 
und  so  fort.   .  Mithin,  gemäss  Nr.  7, 

^'>      ^«    i+i>"^  (i+p)»  '^  (i+p)» 


also 


,(i±tyB 

^   (i+i')*   ^ 


+{mr-^ }• 

Dies  hat  die  Form 

23)        Si=^-(i  +  y  +  y»  +  y»-f-.-..) 


wenn  man,  zur  Abkürzung, 
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setzt. 

Da  nun  y  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  1  sein  kann,  so 
müssen  zwei  (wesentlich  verschiedene)  Unterfälle  behandelt 
werden. 

Der  erste  derselben  liegt  für 

25)  iU</A    mithin    —  <^ 


w   ^  100 
vor.     Es  ist  dann 

26)  y<i; 

daher,  gemäss  Nr.  11,  12  und  23 : 

27)  S^^^       J.     _; 

also,  wegen  Nr.  24, 

28)  5,  =  — ^- 

das  zinstragend    anzulegende  Kapital.     (Man   vergleiche  Nr.  14.) 

Zahlenbeispiel.  Es  sei  wieder  (wie  auf  Seite  386)  die  Ver- 
zinsung dreiprocentig  und  Bx  =^  9000  M.  Femer  mögen  die  Kosten 
(der  Unterhaltung  und  des  Betriebes)  jedes  Jahr  um  ^^  grösser 
t;ein,  als  im  Vorjahr.    Dann  ist,  laut  Nr.  28,  das  Kapital 

29)  5,  =  ????  =  900000  M 

^  0,01 

anzulegen. 
Den  zweiten  der  Unterfälle  hat  man  für 

30)  fi>p, 
daher  für 

31)  y^l. 
Er  giebt,  gemäss  Nr.  23, 

32)  S,  =  oo. 

£s  ist  also  dann  unmöglich,    die  Kosten  durch  Verzinsung  eines 
(endlichen)  Kapitals  für  alle  Zeiten  zu  decken. 

Zahlenbeispiel.  Bei  dreiprocentiger  Verzinsung  tritt  dies 
ein,  wenn 

33)  ^        « 


m^lOO 
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III.  Fall.    Die  Kosten  alljährlich  um  den  con- 
stanten  Betrag  B  wachsend. 
Dann  hat  man,  nach  Nr.  7  : 

,  Bi+3B. 


Mit  Benatzong  von  Nr.  9  giebt  das: 

S,  =  £,  (/?  +  /?»  +  /?»+.. ..)  +  50?«+ 2/?» +3/?*  + ), 

35)     .  5,=  JS,/?(1 +/?  +  /?«+ ) 

+  JB/?«(1  +  2/J  +  3/?»4-4/?»-|- . .  . . .). 

Gemäss  Nr.  11  und  12,  sowie  unter  Verwerthung  von  Nr.  9 
des  §  75,  wird  hieraus : 


^»=-S'rr^+^(r 


Daher  ergiebt  sich,  wegen  Nr.  9, 

Zahlenbeispiel:  Es  sei,  wie  vorher,  B,*=9000  M  und  die 
Verzinsung  dreiprocentig;  femer  mögen  die  Kosten  alljährlich  um 
450  M  wachsen.  —  Dann  muss  das  Kapital 

37)  Äs  =  800000  M 

zinstragend  angelegt  werden,  wenn  für  alle  Zeiten  die  Kosten  ge- 
deckt sein  sollen. 


§  82.   Vermisolite  ABregnngen  und  AnmerkangeD,  betreffend  die 
Benutzung  anendlioher  Reihen. 

I. 

Anwendung  von  Reihen  bei  der  Ableitung  von  Gesetzen. 

Durch  Beobachtungen  und  Messungen  (vergl.  Theil  I, 
§  21)  möge  gefunden  worden  sein,  dass  zwischen  zwei  veränder- 
lichoii  Grössen  x  und  y  die  Beziehung 

1)        y  =  X 0,16667  X^  -f*  0,00838  X^ 0,00020  x'' 

stattfindet. 
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Es  soll  untersucht  werden,  durch  welche,  einfache 
goniometrische  Function  die  in  Nr.  1  rechts  stehende 
rationale  algebraische  Function  genau  oder  näherungsweise 
ersetzt  werden  kann. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Da  in  Nr.  1  nur  un- 
gerade Potenzen  von  x  auftreten  und  die  Vorzeichen  wechseln, 
so  deutet  dies  (gemäss  §  75,  Nr.  31)  hin  auf 

2)  y  =  sin  X. 

Über  das  Nähere  sehe  man  den  §  76  des  I.  Theiles  des 
vorliegenden  Werkes. 

IL 
Ermittelung  des  Werthes  eines  vieldeutigen  Ausdrucks. 

Der  Betrag  des  Produktes 

3)  P=nß", 

in  welchem  (i  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  soll  für 

n  =  OD 
mittelst  des  binomischen  Satzes  gefunden  werden. 

Lösungs- Andeutung.  Für  n  =  oo  hatP  die  Form  oo  »0, 
ist  also  zunächst  unbestimmt.  Da  aber  ß  ein  positiver  echter 
Bruch  ist,  so  darf  man  setzen 

wenn  unter  p  eine  positive  Zahl  verstanden  wird.    Damit  geht 
Nr.  3  ü^r  in: 

Mit  Benutzung  des  binomischen  Satzes  giebt  das: 

6)  P«»ao  =  0. 

(Vergleiche  §  43 ,    Abschnitt  B ,  wo    Nr.  6  in    anderer  Weise 
abgeleitet  worden  ist.) 

III. 
Ablösung  von  Bauvorpflichtungen. 

Über  die  Anwendung  der  geometrischen  Reihe  bei 
der    Berechnung    der    Ablösung    von    Bau-    und   Unter- 
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haltungs-Yerp flichtungen  sehe  man:  Handbuch  der 
Baukunde,  Abtheilong  I,  Biand  1  (vom  Jahre  1885),  Seite  76 
bis  78. 

IV. 
SchluBsbemerkung  zu  Gap.  V. 

Zur  Ergänzung  Desjenigen,  was  im  vorliegenden  Capitel  be- 
züglich der  Anwendung  unendlicher  Reihen  durchgeführt  oder 
wenigstens  angedeutet  worden  ist,  werden  die  §§74  und  76  des 
ersten  Theiles  dieses  Werkes  hiermit  empfohlen. 
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Die  Zahlen  bedeuten  die  Paragraphen 
(nicht  die  Seiten). 

c. 


Ablösungen:  82,  ni. 
Abmessungen  für  Gebäude:  48;  49. 
Abstandsermittelungen ,   indirecte : 

8;  10;  12;  13,  VI. 
Abstecken  von  Geraden  und  Bögen : 

13,  IV,  VIII ;  63;  80. 
Achsenabstand,  kürzester:  74,  vi. 
Anschlussprobleme:  53,  f;  74,  vii 

und  VIII. 
Arbeiterwohnhäuser:  48;  49. 
Arbeitsleistungen:  32,  c. 
Asj'mptotenfläche,  cubische:  38. 
Ausgleichungsrechnungen:  63;  65, 

xiu;  67—71;  74,  m— v. 

B. 

Bahnhöfe:  72. 

Bahn  Wärterhäuser:  48,  a,  b. 
Balkenquerschnitte:  58. 
Bausteininhalte:  42,  i. 
Belastungslinien:  19,  a. 
Beleuchtung:  62. 
Bergformen:  42,  iv. 
Betriebskosten:  64,  a,  b;  81. 
Biogungslinien:  29,  a. 
Biegungsmomentslinien :  29,  c. 
Bogenabsteckung:  13,  viii;  80. 
Bogenschnitt :  13,  v. 
Bruchquerschnitte:  61. 
Brückenbau:  23;  65,  v,  vl 


Canalbau:  53;  56;  72;  74,  ii. 
Constanten-Berechnungen :  6o;  71; 

74,  IV. 
Convergenz:  75,  a. 
Coordinaten  -  Berechnungen  :      9  ; 

13,  V. 
Cosinusreihe:  75,  e. 
Curven,  ebene:  20—32. 
Curven,  räumliche:  33—37. 
Curvenabsteckung :  IJ?,  viii. 

D. 

Dächer:  22;  42,  ui;  47,  a;  50. 

Darstellung,  geometrische,  von  Diffe- 
rentialformeln: 2-7;  vonMessungs- 
ergebnissen:  20,  a;  39. 

Darstellung  von  Functionen  und  Ge- 
setzen: 42,  X,  A. 

Differentiale  und  Differenzen,  Diffe- 
rentiation: 1—19. 

Differentiation,  graphische:  32,  e. 

Dimensionen  für  Gebäude:  48;  49. 

Distanzmesser:  12;  74,  iv. 

Dreiecksberechnungen:  3—6;  74,  i; 
55,  B. 

Droiecksnotze,  geodätische:  13,  vii. 

Drucklinien:  19,  a. 

Durchbiegung:  58,  b. 

Durchdringungslinien:  34;  36. 


Fährmann,  Anwendungen  d.  Infiuitesimulrechnang.    Th.  III, 
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E. 

Eckhäuser:  48,  f. 

Eisenbahnbau:  15;  24;  S2,b;  42,  ix; 

53;  64,  a;  72;  80;  81. 
EntfernungsmessungeD,  mittelbare : 

8;  10;  12;  13,  VI. 
Erddruck:  30;  47,  b;  60. 
EzponentialgrOsse:  75,  e. 

F. 

Fabrikenbau:  72. 

Fäden,  hängende:  16—18. 

Fehler,  durchschnittliche,  mittlere 
und  wahrscheinliche:  2,  d,  x. 

Fehler  von  Näherungswerthen :  28; 
37. 

Fehlerarten  und  Fehlergesetze:  2,  n. 

Fehlerausgleichung.  Siehe:  Aus- 
gleichungsrechnungen. 

Fehlerermittelungen :  1—14. 

Fehlerfiguren:  74,  iii. 

Fehlerflächen,  Fehlerlinien:  2,  d, 
vn,  vni;  28. 

Fehlerformeln-Darstellung:  2—7;  28. 

Flächen:  38-42. 

Flächeninhaltsflächen:  42,  ii,  ui. 

Flächenmessungsfehler :  2— 8 ;  13,ui. 

Flösserei:  54. 

Frachtsätze:  64,  A,  b. 

Functionen-Barstellungen:  42,  x,  a. 

G. 

Gasbehälter:  51. 

Gebäudeformen,  vortheilhafte :  48; 
49. 

Genauigkeitscurven ,  geodätische : 
32,  A. 

Genauigkeitsuntersuchungen :  1— 14. 

Geodäsie:  2—14;  24;  28;  82,  a;  35; 
37;  42,  v;  46;  53;  55;  63;  67—71; 
74,  m,  IV ;  78—80. 

Geometrie,  praktische.  Siehe:  Geo- 
däsie. 

Gerinne  und  Gräben:  56. 

Geschwindigkeiten,  virtuelle:  19,  b. 

Gesetz- Ahleitung:  82,  i. 


Gewichte  von  Beobachtungen:  67,  d; 

68,  b;  69,  b. 
Gewölbe:  50. 

Gewölbeflächen:  42,  iv;  44. 
Gewölbeschnittlinien:  34. 
Gewölblinie:  13,  x;  25,  b;  65,  xi. 
Gleichgewicht    auf    einer    starren 

Curve:  31;  86. 
Gleichgewicht  auf  Flächen:  41. 
Gleichsteigende  auf  Flächen:  35,  b. 
Grenzenabsteckungen:  14;  63;  71. 
Grösstwerthe:  48—74. 
Grundrissformen  für  Gebäude:  48;  49. 

u. 

Hängefäden   von   vorgeschriebener 

Form:  16—18. 
Hängewerke:  59. 
Häusergrundrisse:  48;  49. 
Höhenmessungen:  11;  12;67.  (Siehe: 

Nivellements.) 
Horizontabschluss:  69. 
Hügelformen:  42,  iv. 
Hyperbelfläche,  cubische:  38. 
Hjperheln  als  Nachtheilcurven:  49, 

A,  d;  b,  d. 
Hyperboloid:  39,  a. 

K. 

Kastenformen:  21,  c;  42,  ii;  66,  a. 

Ketten,  hängende,  von  vorgeschrie- 
bener Form:  16—18. 

Kettenbrückenlinie,gleichge8pajinte: 
25,  E. 

Kettenconoide:  42,  vu. 

Kettenlinie,  gemeine :  18,  x ;  25,  a  ;  77. 

Kettenlinie,  gleichgespannte:  25,  p. 

Kettenlinie,  zweinasige:  25,c;  65,  xi. 

Kettenlinien  für  Belastungslinien: 
19,  A. 

Kettenmessfehler:  78;  79. 

Kleinstwerthe:  48—74. 

Klostergewölbe:  44. 

Knotenpunktsprobleme:  72;  73. 

Kosten  für  Bauanlagen:  48;  49;  81. 
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EostencuTven    und    Eostenfl&chen: 

42,  IX. 
Kreuzungsprobleme:  53,  o;  74,  vm. 
Krümmungshalbmesser:  20;  46. 

L. 

Längenmessungen,  mittelbare:  8; 
10$  12;  18,  VI;  unmittelbare:  78. 
Lastenbeförderung :  32,  p ;  65,  vii,ix. 
Linien,  doppelt  gekrümmte :  88 — 87. 
Linien,  ein&u^h  gekrümmte :  20— -32. 
Linien,  elastische:  29,  a. 

H. 

Mauermassen-Minimum:  48;  49. 
Mazima  und  Minima:  48—74. 
Messungsergebniss-Darstellung:  20, 

a;  39. 
Messungsfehler:  1—18;  78. 
Minima] kosten  bei  Bauten:  48;  49. 
Minimumpunkte:  74,  in. 
Mittelwerthflächen:  39,  b. 

N. 

Nachtheilberechnungen:  48;  49;  58,  b. 
Nachtheilcurve:  49,  a,  d  und  b,  d. 
Näherungsformeln  und  Näherungs- 

werthe:l— 14;28;37;42,v;75,c; 

76-80. 
Naturwissenschaftliches:  19,  c;  42,  z, 

b;  47,  c;  82,  iv;  Fussnote  zu  74,  z. 
Nivelliren:  12,  b;  55,  o;  67. 
Nomologie:  42,  x,  a. 

0. 

Ornamentik,   mathematische:    27; 

65,  XII. 

P. 
Parabel,  gemeine:  20,  b. 
Pfostenwiderstandslinie:  29,  d. 
Polarmethode,  geodätische:  6. 
Pothenot'sche     Punktbestimmung : 

13,  V. 
Pyramiden:  50. 
Pyramidendächcr:  42,  m;  50. 

Q. 

Quadratesumme ,    kleinste.    Siehe : 
Ausgleichungsrechnungen. 


Quadratform  als  Gebäudegrundriss : 

49,  A,  b  und  B,  b. 
Querschnitte  hängender  Fäden  und 

Ketteu:  16—18. 
Querschnitte  von  Ganälen,  Gräben 

und  Gerinnen:  56. 

B. 

Rauminhaltsflächen:  42,  i. 
Rechtecksberechnungen:  2;  55,  c,  d. 
Reihen:  75—82. 
Richtungsbestimmungen :    68 ;    70 ; 

71;  74,  m. 
Richtungswinkel:  70. 
Rohrnetze:  53. 

Rückwärtsabschneiden:  18,  v. 
Rundgänge:  85,  b. 

s. 

Sammelbecken:  21;  42,  ii;  52. 

Schachtlothungen :  18,  iz. 

Schleussenbau:  57. 

Schlussfehler:  67. 

Schnellmesser:  12. 

Schnittlinien  für  Gewölbe:  84;  36. 

Schnittpunktsfehler:  13,  v. 

Schraubenlinie:  33. 

Schubspannung  einer  Erdböschung : 
30,  A. 

Schuppen:  48;  49. 

Seilcurve:  13,  x;  77. 

Seilcurvenconoide:  42,  vii. 

Seitwärtsabschneiden,  geodätisches : 
5;  13,  V. 
i   Sicherheitsgrade    von    Messungen: 
]       1—14. 

Sinusreihe:  75,  e;  82,  i. 

Spannungen  in  Fäden  und  Ketten: 
16—18. 

Spirale,  logarithmische:  20,  c. 

Standorte,  günstigste:  65,  x;  72. 

Strassenbau:   53;  65,  vm,  ix:   72; 
80;  81. 

Strebepf eilercurve :  26. 

Stützlinien:  19,  a. 

Symbole,  vieldeutige:  48—47. 
23* 
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T. 


Tachymetrie:  12. 

Tektonik,  mathematische :  27;  65,  xu. 

Tracirungslehre:  55,  h;  72;  74,  vn 

und  vm;  81. 
Tr&gheitsmomentsfiäche:  42,  yi. 
Tragkraft:  29,  b;  40;  58,  a;  65,  i,  n. 
Tragsteincturven:  27. 
Trapezfläche:  13,  ii. 

ü. 
Cebergangscnrven :  24;  27;  46. 
Umwandlungsmassstab:  76. 
Unbestimmtheiten:  43—47;  82,  n. 
Unsicherheitsberechnungen:  1—14. 
Unterhaltungskosten:  81. 

T. 

Vasenflachen:  42,  viii. 

Vasenlinien:  27. 

Veränderungsberechnungen:  1—14. 

Veranschaulichungen.  Siehe:  Dar- 
stellungen. 

Verkehrswege:  24;  53;  65,  viii,ix; 
72;  80;  81. 


Vieldeutigkeiten:  43—47;  82,  xi. 
Vierecksberechnungen :  1 3,  i ;  55,  a  ,  e. 
Volkswirthschaftliches:  64. 
Vorw&rtsabschneiden,  geodätisches: 
4;  55,  F. 

w. 

W&rterhäuser:  48;  49. 
Wassergeachwindigkeit:  74,  v. 
Wasserleitungen:  53;  56;  57;  74, ix. 
Wasserthürme:  74,  x. 
Wegachsen-Tangonten:  23;  35,  a. 
Wegebau.    Siehe:  Strassenbau. 
Wendeltreppenlinie:  33;  35,  b. 
Widersprüche.    Siehe:  Fehler. 
Winkelausgleichung:  68. 
Winkelbestimmung  durch  Längen- 
messungen: 7. 
Winkelfehler:  3,  b,  n,  Amnerkang ;  68. 
Wölblinien:  13,  x;  25,  b;  31. 
Wohnhäuser:  48;  49. 
Wurzelziehen:  75,  d. 

z. 


Vermessungslehre.  Siehe :  Geodäsie,  j  Zugkraftlinie:  32,  d. 

Vernachlässigungen.   Siehe:  Nähe-  j  Zuverlässigkeitsberechnungen:  1-1 3. 

rungsformeln.  j   Zwischenmauern:  48;  49. 

Vial-Centrum  einer  Stadt:  72,  d.  | 
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Vorrede. 

ErföUt  von  dem  Wunsche,  sowohl  den  Mathematikern 
als  auch  den  Technikern  zu  nützen,  veröffentliche  ich 
hiermit  das  vorliegende  Buch.  Es  ist  der  IV.  Teil  meines 
Werkes  über  „Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung*',  kann 
aber  auch  als  selbständiges  Ganzes  benutzt  werden. 
Was  jenes  Werk  erstrebt,  was  es  also  den  Mathematikern, 
den  Naturforschern  und  den  Technikern  leisten  will,  habe 
ich  in  den  Vorreden,  mit  welchen  der  I.,  IL  und  III.  Teil 
desselben  versehen  wurden,  sehr  ausführlich  gesagt. 

Ich  bitte,  von  jenen  Vorreden  Kenntnis  zu  nehmen; 
besonders  bezüglich  der  Pflichten  und  Rechte,  welche, 
meiner  Ansicht  nach,  die  Mathematiker  und  die  Techniker 
in  den  Angelegenheiten  des  mathematischen  Unter- 
richtes haben. 

Es  ist  die  von  mir,  seit  1888,  an  den  genannten  Stellen 
ausgesprochene  Ansicht  mehr  und  mehr  zur  Geltung  ge- 
kommen. Die  angewandte  Mathematik,  welche  Jahrzehnte 
lang  vernachlässigt  worden  war,  ist  wieder  in  die  ihr  ge- 
bührenden Rechte  eingesetzt  worden.  Andererseits  haben  die 
wissenschaftlich  gebildeten  Techniker  anerkannt,  daß  sie 
auch  der  höheren  Mathematik  nicht  entbehren  können;  sie 
haben  dabei  aber  mit  Recht  hervorgehoben,  daß  mathe- 
matische Untersuchungen  für  die  Naturwissenschaften  und 
die  Technik  nur  dann   genügenden  Wert  haben,    wenn  sie 
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von   Voraussetzungen    ausgehen,    die    durch    experimentelle 
Forschungen  ganz  sicher  gestellt  sind.  — 

Hoffentlich  wird  schon  eine  flüchtige  Durchsicht  des 
„Inhaltsverzeichnisses"  (Seite  IX— XIII),  des  ,,Sachen- 
verzeichnisses"  (Seite  272 — 274)  und  des  „Literatur- 
verzeichnisses" (Seite  275—292)  den  Studierenden  der 
Mathematik  und  der  Technik  zeigen,  daß  das  vorliegende 
Buch  viel  enthält,  was  sie  anzieht  und  wohl  auch  zu 
eigenen  Untersuchungen  anregt.  Vielleicht  wird  dies  sogar 
bei  manchen  bereits  gereiften  Mathematikern  und  Ingenieuren 
der  Fall  sein. 

Es  will  das  vorliegende  Werk  nicht  nur  ein  Lehrbuch 
sein  und  eine  Fundgrube  gelöster  und  zu  lösender  bau- 
wissenschaftlicher Aufgaben,  sondern  auch  ein  umfang- 
reicher Literaturnachweis.  Doch  erhebt  es  in  keiner 
dieser  Beziehungen  den  Anspruch,  für  vollständig  oder 
vollkommen  zu  gelten,  sucht  aber,  sowohl  den  Mathe- 
matikern, wie  auch  den  Technikern  Reichhaltiges  dar- 
zubieten. 

Um  die  noch  jungen  Leser  auch  zu  eigenen  Arbeiten 
aufzumuntern,  sind  „Anregungen  und  Anmerkungen" 
sehr  reichlich  gegeben  worden. 

Dem  umfangreichen  „Literaturverzeichnis"  werden 
alle  Sachverständigen  leicht  entnehmen,  daß  die  meisten 
der  neueren  und  neuesten  in  deutscher,  englischer,  französi- 
scher und  italienischer  Sprache  erschienenen  Untersuchung^en, 
welche  sich  auf  bau  wissenschaftliche  Anwendungen  der 
Integralrechnung  beziehen  und  in  dieses  Buch  passen,  Be- 
rücksichtigung gefunden  haben.  Neben  vielen  Büchern  nennt 
jenes  Verzeichnis  sehr  viele  bauwissenschaftliche  Abhand- 
lungen (einschließlich  Dissertationen  und  Habilitations- 
schriften), auf  welche  in  dem  Werke  verwiesen  worden  ist 

Die  Mathematiker  werden  erfreut  sein,  in  den  Verfassern 
der  meisten  dieser  Arbeiten  talentvolle  Ingenieure  kennen  zu 
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lernen,  welche  die  Integralrechnong  vortrefflich  anzuwenden 
verstehen. 

Ich  habe  mich  bezüglich  der  Literatur  angaben  in 
der  Regel  (mit  seltenen  Ausnahmen)  auf  die  neueren  und 
neuesten  Arbeiten  beschränkt,  weil  das  Buch  sonst  zu 
umfangreich  geworden  wäre;  auch  weil  die  neuere  Lite- 
ratur meist  genügende  Verweisungen  auf  die  ältere 
enthält. 

Sehr  viele  der  genannten  Abhandlungen  (incl.  Disser- 
tationen und  Habilitationsschriften)  werden  geeignet  sein,  die 
Mathematiker  und  die  Techniker  zur  Weiterführung  der 
betreffenden  Untersuchungen  anzuregen. 

An  manchen  Stellen  ist  vielleicht  mehr  Literatur  dar- 
geboten worden,  als  nötig  erscheint.  Es  werden  das  aber 
alle  diejenigen  billigen,  welche  wissen,  das  oft  viel  darauf 
ankommt,  zu  erfahren,  wie  verschiedene  Schriftsteller  eine 
und  dieselbe  Aufgabe  behandelt  haben  und  w^e  sich  ihre 
Behandlungsweise  geschichtlich  entwickelt  hat  —  manchmal 
unter  Überwindung  von  Verirrungen.  Femer  wird  es  denen 
lieb  sein,  welchen  nicht  viel  Literatur  zu  Gebote  steht,  die 
also,  bei  reichlichen  Angaben,  wenigstens  einige  ihnen 
zugängliche  Arbeiten  genannt  finden,  durch  welche  sie 
Belehrung,  oder  Anregung  zu  eigenen  Untersuchungen 
empfangen  können. 

Mit  dem  Inhalte  einiger  (vielleicht  auch  vieler)  der 
von  mir  genannten  Abhandlungen  sich  bekannt  zu  machen, 
wird  wohl  jeder  Benutzer  des  Buches  Lust  spüren;  und 
jeder  wird,  seiner  Eigenart  entsprechend,  die  auswählen, 
welche  ihn  am  meisten  anziehen.  — 

Als  Schluß  dieser  „Vorrede"  sei  folgende  Bemerkung 
mir  gestattet:  Bis  jetzt  haben  sich  wohl  die  Mathematiker 
und  die  Naturforscher  am  meisten  für  das  Werk,  dessen 
vierter  Teil  hiermit  erscheint,  interessiert.  Man  darf  dies 
den   bekannt  gewordenen   Beurteilungen   (siehe   Seite  X, 
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Absatz  3  der  2.  Auflage  des  I.  Teils)  entnehmen.  Hoffentlich 
werden  nun  anch  die  Techniker  ein  lebhafteres  Interesse 
dafür  kundtun,  daß  ich  eine  meiner  Lebensaufgaben  darin, 
gesehen  habe,  ein  Werk  zu  schaffen,  welches  bestimmt  ist, 
einen  verderblichen  Zustand,  nämlich  die  seit  einigen  Jahr- 
zehnten bestehende  unnaturliche  Gegnerschaft  der  Mathe- 
matiker und  der  Techniker,  beseitigen  zu  helfen,  damit  aber 
gleichzeitig  der  Mathematik,  den  Naturwissenschaften 
und  der  Technik  Nutzen  zu  bringen. 

Dresden,  am  24.  Mai  1903. 

A«  Fuhrmana. 


Digitized  by 


Google 


Inhaltsverzeichnis. 


Seite 

Kap.  1    Einfache  Integrationen. 

§  1.    Einleitendes 1 

A.  Sammlungen  von  Integralformeln 1 

B.  Ermittelang  von  Integralwerten  durch  geometrische 
Deutung 1 

§  2.    Flächeninhaltsberechnungen.    (Quadraturen.) 4 

A.  Der  Flächeninhalt  der  gemeinen  Kettenlinie  und  seine 
Konstruktion  als  Rechteck 4 

B.  Umwandlung  einer  teilweise  krummlinig  begrenzten 
ebenen  Fläche  in  ein  inhaltsgleiches  Rechteck     ...  6 

C.  Kurven,  welche  Flächeninhalte  nach  vorgeschriebenen 
Gesetzen  begrenzen 7 

D.  Näherungsweise  Berechnimg  von  Integralwerten  und 
Flächeninhalten;  Literaturangaben 8 

§  3.    Bogenlängenberechnungen.    (Rektifikationen.) 10 

§  4.    Mittelwerte ,    .  13 

A.  Der  Mittelwert  der  Ordinaten  einer  Kurve 13 

B.  Der  mittlere  Abstand  der  Kreisfläche  von  ihrem  Zentrum  14 

C.  Die  Mittelwerte  der  Abstände  einiger  Flächeninhalte 
und  Ramninhalte  von  einem  Punkte  oder  von  einer 
Geraden 14 

D.  Der  mittlere  Abstand  eines  Fimktes  von  einer  Geraden  15 

E.  Der  „mittlere  Radius^  einer  Linie,  einer  Fläche  oder 
eines  Körpers 16 

F.  Die  mittlere  hydraulische  Tiefe  eines  Wasserprofils     .  17 

G.  Der  mittlere  Neigungswinkel  einer  krummen  Linie  und 

der  mittlere  Böschungswinkel  einer  krummen  Fläche  .  18 

§  5.  Der  Rauminhalt  säulenförmiger  oder  faßfbnniger  Körper  .  .  19 
§  6.    Die  Kubatur  von  Turmspitzen,  Kuppeln,  Gewölben  u.  s.  w., 

welche  die  Form  von  ümdrehimgskörpem  haben 23 

§  7.    Das  Volumen   einiger  Dächer   und   Gewölbe,   welche   nach 

Zylinderflächen  gekrümmt  siod 26 

A.  Das  kreisförmige  Klostergewölbe 26 

B.  Das  elliptische  Klostergewölbe 28 

C.  Das  parabolische  Klostergcwölbe 28 

D.  Schlußbemerkungen 29 


Digitized  by 


Google 


X  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

§    8.    Erdmassen -Berechnung :^9 

A.  Inhalt  von  Erdkörpern,  welche  zwischen  «Querproftlen** 
liegen 29 

B.  Rauminhalt  von  Erdmassen,  deren  Form  durch  „Schicht- 
linien" bekannt  ist 31 

C.  Literaturangaben 32 

§    9.    Der  Oberflächeninhalt  von  Turmspitzen,   Dächern  und  Ge- 
wölben, welche  die  Form  von  ümdrehungskörpem  haben    .  32 

A.  Eomplanation  einer  kreisförmig  gekrümmten  Turmspitze  32 

B.  Komplanation   einer   Kuppeliläche    mit   rechteckigem 
Grundriß 37 

§  10.    Der  Oberflächeninhalt  zylindrisch  gekrümmter  Dächer  und 

Gewölbe 43 

A.  Komplanation  eines  parabolischen  Klostergewölbes .    .  43 

B.  Komplanation  eines  kreisförmigen  Klostergewölbes  .    .  45 

C.  Komplanation   eines   gedrückten   elliptischen   Kloster- 
gewölbes   48 

D.  Komplanation   eines  überhöhten  elliptischen   Kloster- 
gewölbes    51 

§  11.    Gewichtsberechnungen. .54 

A.  Einleitende  Bemerkungen 54 

B.  Prismen-Gewichte 55 

C.  Pyramiden-Gewichte öS 

D..  Zylinder-Gewichte     ....         59 

§  12.    Schwerpunkte .  60 

A.  Der  Schwerpunkt  des  Kreisbogens;   der  Flächeninhalt 

von  Kuppehi  und  Dächern 60 

B.  Der  Schwerpunkt  des  Kettenlinienbogens 64 

C.  Der  Schwerpunkt   des  Kreisausschnittes,    des   Kreis- 
abschnittes und  der  gewöhnlichen  Wölbsteine     ...  67 

D.  Der  Schwerpimkt  der  Kettenlinienfläche 71 

E.  Der  Schwerpunkt  der  Oberfläche    eines   Viertelkreis- 
Klostergewölbes  73 

F.  Der  Schwerpunkt  der  Oberfläche  eines  KugelgewÖlbe- 
teiles 76 

G.  Der  Schwerpunkt   des  Volumens   eines  parabolischen 
Klostergewölbes 79 

H.   Anregungen  imd  Anmerkungen,  welche  Schwerpunkts- 

bereclmungen  betreffen 81 

§  13.    Trägheitsmomente 82 

A.  Einleitende  Bemerkungen 82 

B.  Das  Trägheitsmoment  der  gemeinen  Kettenlinie  ...  83 

C.  Das  Trägheitsmoment  des  Trapezes  imd  der  auf  das- 
selbe zurückfiihrbaren-  Formen 84 

D.  Das  Trägheitsmoment  einer  Kreisfläche 89 

E.  Das  Trägheitsmoment  eines  geraden  Kreiszylinders .    .  89 

F.  Das  Trägheitsmoment  eines  geraden  Kreiskegels  ...  90 

G.  Anregungen  und  Anmerkungen.    Literaturangaben .    .  91 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Inhaltsverzeichnis.  XI 

Seite 
§  14.    Landwertsberechnungen   und   Flächenteilungen   bei  gesetz- 
mäßig veränderlichem  Einheitswerte 92 

A.  Wert  eines  rechteckförmigen  Landteiles 92 

B.  Wert  eines  dreieckigen  Landteiles 97 

C.  W^ert  eines  trapezförmigen  Landteiles 99 

D.  Wert  eines  vieleckigen  und  eines  behebig  begrenzten 
Landteiles 100 

E.  W^erte  kreisförmiger  Landteile      ....'.....  101 

F.  Teilungen  von  Flächen,  deren  Binheitswert  veränder- 

üch  ist 103 

§  15.    Anregungen   und   Anmerkungen,    welche    bauwissenschaft- 
liche Anwendungen  einfacher  Integrationen  betreffen  .    .    .  104 
I.   Näherungsweise  Ersetzung  einer  Funktion  /"(.r)  durch 

eine  andere  Funktion  7>(.r) 106 

IL   Graphische  Integration 106 

III.   Der  ^durchschnittliche",   «mittlere**  und  „wahrschein- 

Uche"  Fehler  von  Beobachtungen 107 

rV.   Zielweiten  und  Höhen  bei  Benutzung  eines  Stampfer- 

schen  Nivellierinstrumentes 107 

V.   Die  „Arbeit"  einer  Kraft 108 

VT.   Elastizität  und  Festigkeit 108 

VIT.   Holz-,  Metall-  und  Steinkonstruktionen 114 

Vni.  Beiträge  zur  Theorie  der  Schornsteine 121 

IX.   Dämme,   Erddruck,   Sperrmauern,  Spundwände,  Stau- 
höhen,  Staumauern,   Stützmauern,  Talsperren,  üfer- 

mauem,  Wehre 122 

X.   Wasserdruck  auf  Wände;  Mittelpunkt  desselben  .    ,    .  124 

XI.   Abfluß  des  Wassers  aus  Öffnungen  von  Gefäßen      .    .  125 
Xn.   W^asserbewegung  im  Allgemeinen.    Wasserleitung  und 

Wasserversorgung.    Allgemeine  Gewässerkunde  ...  126 
XIH.   Volkswirtschaftliches.      Eisenbahnbetrieb    und   Eisen- 
bahnbau    127 

XIV.   Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  1 128 

Kap.  n.    Mehrfache  Integ^rationen. 

§  16.    Einleitendes 130 

A.  Berechnung  einiger  Integralwerte 130 

B.  Ermittelung   von    Integralwerten   durch    geometrische 
Deutung 132 

C.  Rauminhalts-Berechnungen 135 

D.  Inhalt     einer    Kuppelfläche     mit     halbkreisförmigem 
Grundriß 139 

§  17.    Schwerpunkte 143 

A.  Schwerpunkt  eines  schiefabgeschnittenen  Bausteins     .  143 

B.  Schwerpunkt  einer  Kuppelfläche .    ... 149 

§  18.    Trägheitsmomente ,    c    .  156 


Digitized  by 


Google 


Xn  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

A.  Trägheitsmoment  eines  Trapezes 156 

B.  Trägheitsmoment  eines  Kreisabschnitts 157 

C.  Trägheitsmoment  eines  rechtwinkligen  Dreiecks   und 
eines  Rhombus 161 

D.  Trägheitsmomente  prismatischer  Körper 163 

E.  Anmerkungen  und  Anregungen 165 

§  19.    I^andwertsberechnungen,     Flächenteilungen    und    Grenzen- 

regelimgen  bei  gesetzmäßig  Yeränderlichem  Einheitswerte    .  166 

A.  Wert  eines  trapezförmigen  Landteils 166 

B.  Wert  eines  dreieckförmigen  Landteiles 169 

C.  Anregungen  und  Anmerkungen,  betreffend  Landwerts- 
berechnungen, Flächenteilungen  und  Grenzenregelungen  171 

§  20.    Abbauwerte.    Gewichte 176 

§  21.    Anregungen  und  Anmerkungen,  welche  bauwissenschaftliche 

Anwendungen  mehrfacher  Integrationen  betreffen    ....  182 
I.   Näherungsweise  Ersetzung  einer  Funktion /"(jTjy)  durch 

eine  andere  Funktion  ff>{x^y) 182 

n.   Graphische  Integration 183 

m.   Mittelwerte 183 

IV.   Elastizität  imd  Festigkeit 185 

V.  Holz-,  Metall-  und  Steinkonstruktionen 186 

VI.  Wasserdruckmittelpunkte  ebener  Flächen 186 

VII.   Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  H      ..*....  187 

Kap.  m.    Differentialgleiehimg^en  enter  Ordnung. 

§  22.    StraßenprofUe  mit  vorgeschriebenem  Steigungsgesetz    .    .    .  189 

§  23.    Eine  Gleichgewichtslinie 192 

§  24.    Die  Gleitkurve  für  das  Gegengewicht  einer  Klappbrücke .    .  194 

§  25.    Ein  Gleichgewichtskörper  in  Bezug  auf  Umkantung     .    .    .  197 

§  26.    Körper  von  gleichem  Widerstände  gegen  Druck  oder  Zug  .  200 
§  27.    Anregungen  und  Anmerkungen,  welche  bauwissenschaftliche 
Anwendungen   der  Differentialgleichungen   erster   Ordnung 

betreffen 206 

I.   Einige  Beiträge  zur  Geodäsie 206 

IL  Elastizität  und  Festigkeit 206 

in.   Holz-,  Metall-  und  Steinkonstruktionen 207 

rv^.   Erddruck,  ßöschungslinien,  Stützmauern,  Staumauern  208 

V.   Abfluß  des  Wassers  aus  Öffnungen  von  Gefäßen     .    .  209 

VI.  Brunnen.    Wasserleitung  und  Wasserversorgung.    .    .  209 
XU.  Bewegung  des  Wassers  in  Röhren,  Kanälen  und  Flüssen. 

Wasserbau 210 

Vin.   Staukurven  und  Senkungskurven 211 

IX.  Wasserbewegung  überhaupt.  Allgemeine  Gewässerkunde  213 

•  X.   Heizung  und  Lüftung 214 

•  XT.  Volkswirtschaftliches.     Eisenbahnbau    und   Eisenbahn- 

betrieb       214 

XIL   Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  III    .......  215 


Digitized  by 


Google 


Inhaltsverzeichnis.  XTII 

Seite 

Kap.  IV.    Differentialgleichnng^en  zweiter  Ordnung. 

§  28.    Straßenprofile    mit    vorgeschriebener   Geschwindigkeit    der 

Steigungsänderung 216 

§  29.    Die  parabolische  Kettenbrückenlinie 219 

§  30.    Die  gemeine  Kettenbrückenlinie 224 

§  31.    Die  gleichgespannte  Kettenlinie  und  Kettenbrückenlinie   .    .  230 

§  32.    Biegungslinien  von  Trägem  und  Stützen 236 

§  33.    Anregungen  imd  Anmerkungen,  welche  bauwissenschaftliche 
Anwendimgen  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

betreffen 257 

T.   Seilkurven,  Kettenlinien,  Drucklinien,  Stützlinien  und 

Belastungslinien 257 

n.   Die  Biegungslinie   oder   elastische  Linie  als  Seilkurve 

oder  Kettenlinie 258 

ni.   Elastizität  imd  Festigkeit 259 

IV.   Körper  von  gleichem  Widerstände  gegen  Biegung   .    .  262 
V.  Längsschwingungen,   Querschwingimgen  und  Torsions- 
schwingungen elastischer  Stäbe.     Brücken -Zerreißung  263 

VI.   Holz-,  Metall-  und  Steinkonstruktionen 263 

VII.   Wasserbewegung  und  Wasserbau 268 

Vm.   Eisenbahnbau  und  Eisenbahnbetrieb 269 

IX.   Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  IV 271 


Alphabetisches  Sachenverzeichnis 272 

Literaturverzeichnis 275 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Kapitel  I. 

EINFACHE  INTEGRATIONEN. 


§  1.    Einleitendes. 
A. 

Sammlungen  Yon  Integralformeln. 
Der  Begriff  des  einfachen  Integrals  wird  für  das  Folgende 
als  bekannt  vorausgesetzt    Dasselbe  gilt  für  die  gewöhnlichen 
Sätze  und  Regeln  bezüglich  der  Herleitung  von  Integral- 
werten. 

Zusammenstellungen  von  Integralformeln   findet  man  in 

vielen  Werken;  besonderer  Beachtung  mögen  empfohlen  sein: 

Ligowski,  Taschenbuch  der  Mathematik;  Seite  170 — 188 

der  3.  Auflage. 
Min  ding,  Sammlung  von  Integraltafeln;  Berlin,  1849. 
Schlömilch,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Ana- 
lysis,  Teil  11,  Seite  1—82  der  4.  Auflage;  auch  (Nähe- 
rungswerte bestimmter  Integrale  betreffend)  Seite  252 
und  253. 
Ferner  beachte  man: 

Bierens  de  Haan,    uouvelles  tables  d'integrales  döfinies. 
Leide;  1867. 

B. 

Ermittelung  von  Integralwerten  durch  geometrische 
Deutung. 

Wenn  ein  Integral  als  ein  bereits  bekannter  Flächeninhalt 
aufgefaßt  werden  kann,  so  ist  sein  Wert  ohne  weiteres  an- 
gebbar.*) 

Beispiele  hierfür  bieten  die  Integrale 


1)  Ji  =  I  cxdx^ 


•.=/. 


*)  Auf  den  gewöhnlichen  Fall,  nämlich  auf  den,  in  welchem  das 
Integral  einen  noch  unbekannten  Flächeninhalt  darstellt,  soll 
hier  nicht  eingegangen  werden.    Man  sehe  §  2,  Abschnitt  D. 
Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Infinitesimalrechnung.   T.  IV.  1 
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2)  J,=/&(i-t)''*' 

m 
a 

3)  Ji=jVa^  —  x^dx, 

0 

X 

4)  J^  =  jVäF—x^dx,   o<x^a, 

o 
2» 

J,=fvx^2a-x)dx, 

o 

X 

Jq  =  I  Vx(2a  —  x)dx,   o'^x^2a 

o 
e 

Ji=  l  Vkx  dx , 


5) 
6) 


7) 

in  welchen  die  Buchstaben  a,  6,  c,  Ä,  w  und  n  positive,  kon- 
stante Größen  bezeichnen. 

Man  deute  jedes  dieser  Integrale  als  einen  solchen  be- 
kannten Flächeninhalt,  gebe  dabei  für  jedes  derselben,  unter 
Benutzung  rechtwinkliger  Koordinaten,  eine  Zeichnung  und 
nenne  auf  Grund  der  letzteren  jeden  der  sieben  Integralwerte. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Da  die  Gleichung 
8)  y  =  cx 

als  die  einer  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden  Geraden 
aufgefaßt  werden  kann,  so  ist  Jj  als  der  Inhalt  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ansehbar  und  angebbar. 

Ebenso  kann  man  J,  als  den  Flächeninhalt  eines  Trapezes 
ansehen  und  angeben,  weil 


9) 


-'('-^) 


auffaßbar  ist  als  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  auf  den 
Achsen  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  die  Strecken  a 
und  b  abschneidet. 

Das  Integral  «7,  stellt,  in  demselben  Sinne,  den  Inhalt  eines 
vollen  Kreisquadranten  dar;  e/^  den  eines  Teiles  desselben. 
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bestehend  aus  einem  Kreissektor  und  einem  rechtwinkligen 
Dreieck.-    Man  hat  nämlich  in 

10)  y  =  Fa2  -  x^ 

die  Ordinate  eines  Kreises,  welcher,  mit  der  Halbmesserlänge  a, 
um  den  Koordinatenursprung  beschrieben  ist. 
Da  ferner 

11)  y  =  }/x{2a  —  x) 

die  Ordinate  eines  eben  so  großen  Kreises  bedeutet,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  positiven  Seite  der  X-Achse  liegt  und  vom 
Koordinatenanfange  um  a  absteht,  so  ist  J^  als  Yollinhalt  einer 
Halbkreisfläche  auffaßbar;  desgleichen  J^  als  Teil  einer 
solchen,  bestehend  aus  der  Diiferenz  (oder  Summe)  eines  Kreis- 
sektors und  eines  rechtwinkligen  Dreiecks. 

Endlich  kann  J^  als  Inhalt  einer  Parabelfläche  angesehen 
werden. 

Die  im  vorstehenden  genannten  geometrischen  Deutungen 
führen  (was  man,  mit  Benutzung  sehr  bekannter  Flächeninhalts- 
Sätze,  leicht  aus  den  zu  zeichnenden  sieben  Figuren  ent- 
nehmen wird)  zu  den  Ergebnissen: 

12)  J,={ch\ 

^^>        e7,  =  ^(2a~m  — w)(n-m), 


14)  e7s  =  | 

15)  J4  =  2  a;  Va^  —  x^-\-  y  «^  ^^^  sin 

16)  J^=\na\ 

17)  Jg  =  2  ö^  ^rc  cos Y  (^  ■"  ^)  ^^  (2^  —  ^)-> 


X 

a 


18)         J^  =  \cVhc. 

Anmerkungen,  a)  Für  die  der  Anschauung  entnommenen 
Ergebnisse  Nr.  12,  13  und  18  gebe  man  durch  Rechnung  eine 
Bestätigung  mitteis  der  bekannten  Formel 


19) 


/„m+l 


Femer  bestätige  man  Nr.  15  und  17  durch  Differentiation. 

Auch  möge  gezeigt  werden,  daß  Nr.  15,  für  a;  =  a,  ia  Nr.  14 
übergeht;  ebenso  Nr.  17,  für  aj  =  2flr,  iu  Nr.  16. 

ß)  Zur  Erweiterung  des  unter  B  vorstehenden  sehe  man  die 
im  „Literaturverzeichnis*  genannte  Arbeit  von  F.  Meyer.  (Über 
Wechselbeziehungen  zwischen  Integralrechnung  und  Geometrie.) 

1* 
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§2.  Fläoheninhaltsbereolmimgen. 
(Quadraturen.) 


Der  Flächeninhalt  der  gemeinen  Eettenlinie  und  seine 
Konstruktion  als  Rechteck. 

Unterliegt  ein  voUkommen  biegsamer,  nicht  dehnbarer 
Faden,  oder  eine  Kette  mit  unendlich  kleinen  Gliedern,  nur 
der  eigenen  Schwere,  so  krümmt  sich,  frei  aufgehangen,  jener 
Faden,  oder  diese  Kette,  nach  einer  Linie  AGB  (Figur  1),  welche 


^X 


bekanntlich  die  Seilkurve,  oder  die  gemeine  Kettenlinie 
heißt.  (Siehe:  Fuhrmann,  bauwissenschaftliche  Anwendungen 
der  Differentialrechnung,  §  25,  Abschnitt  A.) 

Legt  man  das  Koordinatensystem  in  der  durch  die  Figur  1 
angegebenen  Weise  (nämlich  die  Achse  der  Abscissen  zusammen- 
fallend mit  der  Direktrix,  die  der  Ordinaten  sich  deckend  mit 
der  Achse  der  Kurve),  so  hat  die  Linie  die  Gleichung 


'=|(«*+«~0' 


1) 

wobei 

ist  und  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen. 
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Es  soll  der  Flächeninhalt 

-F=OCPP' 
berechnet  werden  und  zwar 

I.  als  Funktion  der  Abscisse  0P\ 
n.    ^  „  „     Ordinate  PP; 

auch  soll  man 

III.  angeben,  wie  sich  F  aus  Je  und  y  als  Bechteck  kon- 
struieren läBt. 
Lösung.     L  Es  ist 

X  X 

o  o 

Das  gibt,  mit  Benutzung  bekannter  Grundformeln  der  Integral- 
rechnung, 

II.   Hieraus  aber  folgt: 

4)  F=kVy^  —  k^; 

und  zwar  am  schnellsten,  wenn  man  die  sehr  einfache  Be- 
ziehung benutzt,  welche  zufolge  der  Gleichungen  Nr.  1  und  3 
zwischen  den  Quadraten  von  y  und  F  besteht. 

in.  Gemäß  Nr.  4  kann  der  Flächeninhalt  F  leicht  als  der 
eines  Rechtecks  konstruiert  werden,  dessen  eine  Seite  der 
Parameter  k  und  dessen  andere  Seite  die  zur  Hypotenuse  y  und 
zur  Kathete  k  gehörende  andere  Kathete  ist. 

Anmerkungen,    a)  Man  zeige,  daß  neben  Nr.  3  und  4  auch 
die  Gleichung 

5)  F=t9tanT 

gilt,  wenn  t  den  Tangentenwlokel  des  Kuryenpunktes  P  bezeichnet. 
(Siehe:  Fuhrmann,  bauwissenschaftliche  Anwendungen  der 
Differentialrechnung,  Seite  108,  Abschnitt  l.) 

ß)  Femer  berücksichtige  man,  daß  beim  Auftreten  der  Summe  und 
der  Differenz  der  natürlichen  ExponentialgrOßen  ef  und  e""^  (siehe 
die  Gleichungen  Nr.  1  und  Nr.  3)  die  „Hyperbelfunktionen^ 
Beachtung  verdienen.    Es  sind  das  bekanntlich  die  Fanktionen 
Sinus  hyperbolicus       (abgekürzt:  @in  oder  sin  ä), 
Cosinus  hyperbolicus  (        „        :  (Sof      „     cos  ä), 
Tangens  hyperbolica    (        „       :  Zq       »     tg  ä), 
Cotangcns  hyperbolica  (        „       :  Stg      „     ctg  ä), 
Secans  hyperbolica       (        „       :  @cc      „     sec  ä), 
Cosecans  hyperbolica  (        „       :  (Jofec    »     cosec  ä), 
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definiert  durch  die  Gleichungen: 


6) 
7) 
8) 

10) 
11) 


©in  «  =  !(«"-«-"), 

eof«=Y(«"+«-"), 


@CCUs 


1 


•(Soft*' 


'  Sinu 

Über  diese  Funktionen  und  über  ihre  Anwendbarkeit  sehe 
man:  Kiepert-Stegemann,  Differential-  und  Integrahrechnung, 
T.  I,  S.  122—133  der  9.  Auflage.  Femer:  Ligowaki,  Handbuch 
der  Mathematik,  S.  XIV— XVH  (Nr.  7  u.  8),  22—36,  99—101  der 
3.  Auflage;  auch  seine  im  „Literaturverzeichnis^  genannten  „Tafeln 
der  Hyperbelfunktionen**  (insbesondere  S.  103,  wo  auf  technische 
Anwendungen  durch  Zimmermann  und  andere  yerwiesen  ist). 
Endlich:  Günther,  die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  und  ver- 
allgemeinerten Hyperbelfunktionen;  1881. 


B. 

Umwandlung  einer  teilweise  krummlinig  begrenzten  ebenen 
Fläche  in  ein  inhaltsgleiches  Rechteck. 

Eine  ebene  Fläche  MMPNN'  (Figur  2)  ist  unten  begrenzt 
durch  eine  Gerade  Jf  ^,  an  den  Seiten  (links  und  rechts)  durch 


Pig 

.  2. 

+y 

r^ 

Q 

/ 

n 

/ 

M 

y 

\i'< 

N" 

+  X 

F' 


zwei  Gerade  MM  und  NN,    die  senkrecht  zn  MN  stehen; 
femer  oben  durch  eine  krumme  Linie  MPN^  welche,  bezogen 
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auf  das  in  der  Figur  angegebene  Koordinatensystem,  die 
Gleichung 

12)  y  =  a-\-ßx  +  yx^  +  dx^ 

hat,  wobei  a,  /J,  y  und  d  Koeffizienten  sind,  die  man  von  irgendwo 
her  kennt,  x  und  y  aber  die  Längen  der  Strecken  Jf'P',  bezüglich 
P*P  bezeichnen.  (Vergleiche:  Fuhrmann,  naturwissenschaft- 
liche Anwendungen  der  Differentialrechnung,  §  23  der  2.  Auflage.) 

Die  Grundlinie  JiTIP  hat  die  Länge  a;  die  Strecken  MM 
und  NN  können  (fdr  gewisse  Zahlenwerte  der  Koeffizienten 
«3  ß^  /•>  ^  ^^  Länge  Null  haben;  von  der  Linie  MPN  möge 
bekannt  sein,  daß  sie  vollständig  oberhalb  MN  liege. 

Es  soU  die  Höhe 
18)  h  =  MQ 

desjenigen  Rechtecks  MQRN  berechnet  werden,  welches 
denselben  Inhalt  hat,  wie  die  Fläche  MMPNN. 

Das  Ergebnis  möge  auf  den  besonderen  Fall 

14)  y  =  1  +  0,018  X  —  0,012  x^  +  0,002  x\  a  =  4, 
Anwendung  fiLnden. 

Lösung.  Bezeichnet  man  mit  F  den  Inhalt  der  Fläche 
MMPNN^  so  ist  die  gesuchte  Höhe  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

15)  Ä  =  -. 
Für  F  aber  gilt: 

a 

16)  F=f(,a  +  ßx-\-yx'-\-dx*)dx, 

O 

Daher  ergibt  sich: 

17)  Ä  =  a  +  (|/»  +  Ara+:<ra«)a. 

Für  den  in  der  Aufgabe  genannten  besonderen  Fall 
liefert  diese  Gleichung: 

18)  A  =  1,004. 

(Man  sehe:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen 
der  Differentialrechnung,  §  24,  Abschnitt  D  der  2.  Auflage.) 

C. 

Kurven,  welche  Flächeninhalte  nach  vorgeschriebenen 
Gesetzen  begrenzen. 

Man  untersuche,  ob  und  wie  die  Gleichung 

19)  y  =  f(x) 
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derjenigen  Linie  BT  (Figur  3)  ermittelt  werden  kann,  welche 

den  Flächeninhalt 

20)  F=  OBPF 

(z.B.  den  eines  Landstückes, 
oder  den  eines  Profils)  der- 
artig begrenzt,  daß  er  nach 
einem  vorgeschriebenen  Ge- 
setze von  X  (nämlich  OP) 
abhängt,  daß  also  immer 

21)  F=q>(x) 
ist;   zum   Beispiel,   für  jeden 
Wert  von  a?, 

22)  F=kx^ 
oder 


F=  CiX  +  C2^^  +  C8aJ^ 


23) 
oder 

24)  F  =  k  sin  x, 

wobei  Ci,  C25  Cj  und  k  konstante  Größen  bezeichnen  sollen. 
Andeutung  zur  Lösung.    Man  beachte,  daß  die  Gleichung 

25)  F=jydx-\-  Konstante 
Giltigkeit  hat,  in  welcher  y  die  Strecke  P'P  bedeutet. 

D. 

Näherungsweise  Berechnung  von  Integralwerten  und 

Flächeninhalten;  Literaturangaben. 

Da  das  bestimmte  einfache  Integral 

b 

26)  J=jf(x)dx 

a 

als  der  zwischen  y^^a  tmd  yx=:h  gelegene  Flächeninhalt  der 
Kurve  von  der  Gleichung 

27)  y  =  f(x) 

aufgefaßt  werden  kann,  so  kommt  die  näherungsweise  Be- 
rechnung des  Wertes  von  J  zurück  auf  eine  näherungs- 
weise auszuföhrende  Quadratur. 

Über  letztere,  insbesondere  über  die  allgemeine  Trapez- 
formel, sowie  über  die  Regeln  von  Parmentier,  Poisson, 
Poncelet,  Simpson  und  anderen,  ferner  über  bauwissenschnft- 
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liehe  Anwendungen  der  Quadraturen  überhaupt,  also  auch  jener 
Formeln  und  Regeln,  sehe  man: 

Francke,  A.,  einfache  Formeln  zur  Berechnung  des  In- 
halts von  Flächen  und  Körpern, (Zeitschrift 

des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Han- 
nover; Bd.  21,  J.  1875;  S.  177  —  184.) 

Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Inte- 
gralrechnung; §  S  bis  6.  (Flächeninhaltsberechnungen, 
betreffend  das  Mariotte'sche  Gesetz,  sowie  die  Be- 
griffe „Geschwindigkeit**  und  „Beschleunigung". 
Simpson'sche  Regel  und  allgemeine  Trapez formel. 
Interpolationen  [Einschaltungen].) 

Harnack,  Ax.,  über  die  einfachsten  Methoden  zur 
angenäherten  Berechnung  ebener  Flächen.  ( Civil - 
Ingenieur  1882,  S.  257—270.) 

Lueger,  Lexikon  der  gesamten  Technik;  Band  6,  S.  772 
bis  778  und  Band  5,  S.  305—306.  (Flächenmessende 
Instrumente,  nämlich  Planimeter  und Integraphen.) 

Nehls,  über  graphische  Integration;  1877;  §  3—6  auf 
S.  7—33. 

Oesterreicher,  A.  S.,  graphische  Bestimmung  des  Flächen- 
inhaltes von  unregelmäßigen  Figuren.  (Zeitschrift 
des  Vereins  deutscher  Ingenieure;  Jahrg.  1900,  I; 
S.  155-166.  —  Nach  A.  E.  Wiener.) 

Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung; 
deutsch  von  Harnack;  Bd.  II,  1.  Hälfte;  S.  227—235. 
(Angenäherte  Berechnung  ebener  Flächen.  Formeln 
von  Poncelet,  Simpson  und  Parmentier.) 

Sohncke-Amstein,  Aufgaben  aus  der  Integralrechnung; 

4.  Auflage;  §  11  auf  S.  92—94. 

Vogler,    Lehrbuch    der    praktischen    Geometrie;     Teil  I, 

5.  561  und  562. 
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§  3.    BogeiüäiigenbereoluiimgeB. 
(Rektifikationen.) 

A. 

Für  die  von  x  =  Xo  bis  x  =  Xi  gemeinte  Bogenlänge  s  der 
auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  bezogenen  Kurve  von 
der  Gleichung 

1)  y=-nx) 

gilt  bekanntlich: 

2)  s  =  fVl  +  y'^dx. 


8,  n+r.=^+>'''&  +  i4m- 


Dabei  ist  zu  beachten,  daß,  nach  dem  binomischen  Satze, 

2  ^~~i       '2.4 

gesetzt  werden  darf,  falls 

4)  -i£y2<_^l. 

Bei  sehr  kleinen  (echt  gebrochenen)  Werten  von  y\  zum 
Beispiel  bei  sehr  geringen  Biegungen  ursprünglich  gerad- 
linig gewesener  Dinge,  genügt  oft  schon  der  Wert 

5)  VT:p^'  =  i-\-y\ 

wenn  sehr  große  Genauigkeit  nicht  verlangt  wird.     (Man  sehe 
Nr.  10  auf  der  folgenden  Seite  11.) 

Für  die  Bauwissenschaft  verdienen  die  Gleichungen 
Nr.  3 — 5  ganz  besondere  Beachtung,  weil  hier  sehr 
schwach  gekrümmte  Linien,  z.  B.  die  Achsen  belasteter 
Träger  oder  Säulen,  sehr  oft  vorkommen  und  man  bezüglich 
ihrer  Längen  meist  keine  sehr  große  Genauigkeit  beansprucht. 

B. 

Mittels  der  unter  A.  vorstehenden  Gleichungen  löse  man 
nun  einige  bauwissenschaftliche  Rektifikations- Auf- 
gaben, nämlich  die  unter  I— -VII  folgenden: 

L  Berechnung  des  Längenmeßfehlers,  erzeugt  durch 
die  Einsenkung  der  Meßkette.  (Zurückführung  des  Meß- 
kettenbogens  auf  den  Kreisbogen,  die  Parabel  oder  die 
Seilkurve.) 
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n.  Ermittelung  der  Bogenlängen  parabolischer,  hy- 
perbolischer und  elliptischer  Strafien-  und  Eisenbahn- 
kurven. 

in.  Rektifikation  der  „Übergangskurve*^  fiir  Eisenbahn- 
geleise, nämlich  der  kubischen  Parabel  von  der  Gleichung 


rv.  Berechnung  der  Länge  der  Linie 

_.  .   nn 

7)  y  =  psin  —  X, 

a 

welche  für  die  Biegung  eines  vertikal  stehenden  Stabes 
(einer  Säule  oder  Stütze)  in  Betracht  kommt,  wenn  ersterer 
oben  senkrecht  belastet,  unten  frei  auf  eine  wagerechte  Ebene 
gestellt  wird.*) 

V.    Desgleichen  der  Linie 


8)  y  =  p(^l  — cos^ 2ä~^V' 


welche  an  die  Stelle  von  Nr.  7  tritt,  falls  der  Stab  oben  belastet 
und  frei,  unten  aber  festgehalten  (eingemauert)  ist. 

VI.  Ermittelung  der,  von  der  F-Achse  aus  gemeinten,  Länge 
der  Kettenbrückenlinie  unter  der  Voraussetzung,  daß  diese 
Kurve  die  Gleichung 

9)  y  =  h{e^'  —  ßx) 

habe,  in  welcher  h  und  ß  bekannte  konstante  Größen  bedeuten**); 
femer  unter  der  Annahme,  daß  von  der  Näherungsformel 

10)  Kl+y2  ^^^ny' 

(m  und  n  gemeine  Zahlen)***)  Gebrauch  gemacht  werden  darf. 
(Man  vergleiche  Nr.  5  auf  Seite  10.) 

Vn.  Rektifikation  der  gleichgespannten  Kettenlinie, 
nämlich  der  Kurve 

11)  y  =  klsec^. 


•)  Ist  die  Form  der  Kurve  nicht  bekannt,  so  muß  sie  (wie  in 
jedem  derartigen  Falle)  zunächst  ermittelt  werden  und  zwar 
durch  Benutzung   des    ersten   und   des   zweiten  Differential- 
quotienten  der  Ordinate  in  Bezug  auf  die  Abscisse. 
*0  Siehe  §  30,  Gleichung  30. 

•^  Fuhrmann,    bauwissenschaftliche   Anwendungen    der   Diffe- 
rentiabrechnung,  §  28,  Abschnitt  C. 
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(Über  diese  Linie  sehe  man,  wenn  nötig:  Fuhrmann,  Auf- 
gaben aus  der  analytischen  Statik,  Nr.  113  der  2.  Auflage.) 

Andeutungen  zur  Lösung  der  unter  I — Vn  ge- 
nannten Aufgaben: 

Zu  I:  Wird  es  nötig,  mit  freischwebender,  statt  mit 
aufliegender  Meßkette  zu  arbeiten,  so  entsteht  durch  die  Ein- 
senkung  ein  Längenmeßfehler.  Er  ist  gleich  dem  Unter- 
schiede zwischen  der  Bogenlänge  und  der  Sehnenlänge  der  Kette. 

Die  Bogenlänge  kann  leicht  berechnet  werden,  wenn  man 
die  Eettenkurve  (das  Kettenvieleck)  näherungsweise  als  gemeine 
Parabel,  als  Kreisbogen  oder  als  Seilkurve  auffaßt.  Man 
sehe  hierüber:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen 
der  Integralrechnung,  §  13.  (Das  hier  Behandelte  kann  auch 
für  die  Längenberechnung  der  Ketten  von  Kettenbrücken 
benutzt  werden,  weil  sie  näherungsweise  die  Form  von  Parabeln 
oder  Seilkurven  haben.) 

Zu  11:  Man  beachte  Seite  31 — 105  des  im  „Literatur- 
verzeichnis^ genannten  Hechtschen  Hilfsbuchs  zuni  Abstecken 
von  Eisenbahnkurven  und  Straßenkurven;  femer:  Gros,  sur  la 
rectification  approchee  des  arcs  d'ellipse.  (Le  genie  civil; 
1893;  Bd.  23,  S.  60—62.);  auch:  Heymann,  elementare  Formeln 
zur  Berechnung  des  Ellipsenumfanges.  (Zeitschrift  für  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftlichen  Unterricht; 
1899;  S.  416—418.) 

Zu  ni:  Für  die  von  der  F- Achse  bis  ans  Ende  der 
Abscisse  x  gemeinte  Bogenlänge  s  der  „Übergangskurve" 
hat  man,  gemäß  Nr.  2  und  6: 


12)  *=/|/l  +  ^,da;. 


dies  den  Näherungswert 


Ist  ^^  ein   echter  Bruch    und    wird  Nr.  5    benutzt,    so   gibt 


13)  ^  =  ^(l  +  4?,.)- 


Siehe  Seite  10  der  1872  erschienenen  Helmertschen 
Schrift  über  die  Übergangskurven  (besonders  wegen  der  Be- 
ziehungen zur  Praxis  des  Eisenbahnbaues). 
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Zu  IV  und  V.  Die  Form  und  die  Bogenlänge  der  Kurve 
von  der  Gleichung  Nr.  7  anlangend  sehe  man  Seite  222  des 
im  ^Literaturverzeichnis"  genannten  Navierschen  Werkes; 
ebenso  die  Seiten  224  und  225  bezüglich  der  Linie,  welcher 
die  Gleichung  Nr.  8  zukommt. 

Zu  VI.  Es  ist  unter  den  genannten  Voraussetzungen  die 
bis  ans  Ende  der  Abscisse  x  gerechnete  Bogenlänge 


14)  s  =  i  (m -{- ny')  dx. 


Dies  führt  auf 

15)  s  =  hne^'  +  (w  —  Tcnß)  x  —  kn. 
Hierfür  darf,  gemäß  Nr.  9,  gesetzt  werden: 

16)  s  =  tnx  -\-n(y  —  k). 

Mit  Beachtung  der  aus  Nr.  9  sich  leicht  ergebenden  geo- 
metrischen Bedeutung  von  k^  spricht  das  einen  sehr  einfachen 
Satz  aus. 

Zu  Vn.  Eine  Bogenlängen  -  Berechnung  der  gl  eich- 
gespannten Kettenlinie  findet  man  auf  Seite  415  der  S.Auf- 
lage des  im  ^Literaturverzeichnis^  genannten  ,,Elementarbuchs^ 
von  Autenheimer. 

§  4    mttelwerte.*) 

A. 

Der  Mittelwert  der  Ordinaten  einer  Kurve. 

Unter  der  mittleren  Ordinatenlänge  oder  unter  dem 
Mittelwerte  der  Ordinaten  einer  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogenen  Kurve  versteht  man  (wenn  nicht 
ausdrücklich  anderes  festgesetzt  wird)  die  Höhe  desjenigen 
Rechtecks,  welches,  über  der  gleichen  Grundlinie  stehend,  jener 
Kurve  flächengleich  ist.  So  stellt  z.  B.  das  h  der  Figur  2 
(auf  Seite  6)  den  Mittelwert  aller  Ordinaten  der  Kurve  MPN 
dar;  femer  hat  man  in  ^Tra,  oder  0,785  a,  den  Mittelwert 
der  Ordinaten  eines  Kreisquadranten,  weil  ^na^  der 
Flächeninhalt  ist  und  a  die  Länge  seiner  Grundlinie.  (Man 
sehe  jedoch:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen 
der  Integralrechnung,  §  7  und  8.) 


•)  Siehe  §  21,  AbschnittHL 
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Es  ist  jene  ^mittlere  Ordinatenlänge**  der  Mittelwert  des 
Abstandes  der  Kurve  von  einer  Geraden,  nämlich  von  der 
X-Achse.    (Vergleiche  den  auf  Seite  16  folgenden  Abschnitt  E.) 

B. 
Der  mittlere  Abstand  der  Kreisfläche  von  ihrem  Zentrum.*) 

Es  liegt  nahe,  diesen  Abstand,  welcher  q  heißen  möge,  zu 
definieren  durch  die  Gleichung 


1) 


Fq=fdF,r, 


in  welcher  unter  F  der  Flächeninhalt  des  Kreises  verstanden  ist, 
unter  a  der  Halbmesser,  unter  dF  ein  kreisringförmiges  Flächen- 
element mit  dem  inneren  Halbmesser  r,  dem  äußeren  r  -\'dr 
und  dabei 

2)  o^r^a 
gemeint  wird. 

Die  Gleichung  Nr.  1  sagt,  daß  das  Moment  der  Gesamt- 
fläche (bezogen  auf  den  Mittelpunkt  M)  gleich  ist  der  Summe 
der  Momente  aller  Flächenelemente.  Sie  ist  ebenso  gebildet, 
wie  z.  B.  die  fiir  statische  Momente  geltenden  Gleichungen 
gebildet  sind.     (Man  sehe  den  §  12.) 

Es  folgt  aus  Nr.  1  sehr  leicht: 

3)  Q  =  \a. 

was  nachgewiesen  werden  möge  (durch  Einsetzung  der  Werte 
von  F  und  dF^  nebst  weiterer  Durchfiilirung  der  mit  Nr.  1  an- 
gedeuteten Kechnung). 

C. 

Die  Mittelwerte   der  Abstände  einiger  Flächeninhalte   und 
Rauminhalte  von  einem  Punkte  oder  von  einer  Geraden. 

Man  definiere  und  berechne  in  der  Weise,  wie  es  im  vor- 
hergehenden Abschnitte,  unter  B,  bezüglich  der  Kreisfläche 
und  ihres  Mittelpunktes  geschehen  ist: 

I.  den  mittleren  Abstand  q  einer  Kreisringfläche  von 
ilirem  Zentrum; 

*)  Man  denke  sich  diese  Kreisfiäche  im  volkswirtschaftlichen 
Sinne;  etwa  als  ein  Erzeugungsgebiet,  ihren  Mittelpunkt 
als  den  Absatzort  der  Erzeugnisse. 
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n.  den  des  Rauminhaltes  einer  Yollka  gel  und  einer  Hohl- 
kugel von  ihrem  Mittelpunkte; 
ni.  den  des  Inhaltes  eines  vollen  und  eines  hohlen  Kreis- 
zylinders von  seiner  Achse; 
rv.  den  des  Volumens  eines  Kreiskegels  und  eines  Kreis- 
kegelstumpfes von  seiner  Achse. 
Andeutungen  zur  Lösung.    Für  I  wird  man  (wie  bei  B) 
Elemente  benutzen,    welche  die  Form  von  unendlich  schmalen 
Kreisringen  haben;    für  11:    Elemente  von  der  Form  unendlich 
dünner  Hohlkugeln;    für  EI  und  IV:    Elemente  von  der  Form 
unendlich  dünner  Hohlzylinder. 
Dies  fülirt  bei  I  auf 


4) 


Fi«.  4. 


wobei  unter  Oq  der  innere,  unter  Oi  der  äafiere  Halbmesser  des 
Ringes  verstanden  ist.  (Man  zeige  unter  Benutzung  der  Gleichung 
Nr.  40  des  §  12,  oder  auch  der  sehr  bekannten  für  die  Schwer- 
punktslage des  Trapezes  geltenden  Formel,*)  daß  g  die 
Strecke  ist,  um  welche  der  Schwerpunkt  eines  Kreisring- 
elementes vom  Zentrum  absteht,  wenn  das  Element  die  Form 
eines  zu  unendlich  kleinem  Zentriwinkel  gehörigen  Ring- 
ausschnittes hat.) 

D. 

Der  mittlere  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden. 

Ein  Punkt  0  (siehe 
die  Figur  4)  möge  in 
Bezug  auf  eine  Strecke 

PoPn  =  Sn 

gegeben  sein  durch  die 
Abstände 

OPo  =  ro  imd  OPn  =  rn; 
z.  B.  sei  in  einer  ebenen 
Gegend  eine  Ortschaft 
0  bezüglich  einer  gerad- 
linigen Eisenbahn-  oder 
Kanalstrecke  in  der  ge- 
nannten Weise  gegeben. 


*)  Ligowski,  Taschenbuch  der  Mechanik;  2.  Auflage:  S.  44. 
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Es  soll  der  mittlere  Abstand,  welchen  0  von  s»  hat,  be- 
rechnet werden;  auch  soll  man  das  Ergebnis  auf  den  Fall  an- 
wenden, in  welchem  0  in  ^^  oder  dessen  Verlängerung  liegt. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Man  denke  sich  Sn  in 
n  gleiche  Teile  von  der  Länge  ^Sn  geteilt  und  verfahre  dann 
so,  wie  es  im  §  9  der  Schrift  „Fuhrmann,  naturwissenschaft- 
liche Anwendungen  der  Integralrechnung^   gezeigt  worden  ist. 

Näheres  durch  Seite  137  und  138  der  im  „Literatur- 
verzeichnis" genannten  Arbeit  von  Drobisch,  über  die  mittleren 
Radien  u.  s.  w.  Femer  durch  den  §  4  der  Schrift:  Grunert, 
über  die  mittlere  Entfernung  u.  s.  w.;  1848.  Oder  durch  Seite  289, 
Beispiel  1,  der  3.  Auflage  des  U.  Teils  von  Schlömilchs  Übungs- 
buch zum  Studium  der  höheren  Analysis. 

E. 

Der  „mittlere  Radius''  einer  Linie,  einer  Fläche 

oder  eines  Körpers. 

Das  unter  D.  bezüglich  des  mittleren  Abstandes  eines 
Punktes  von  einer  Geraden  Vorstehende  ist  ein  besonderer  Fall 
der  Lehre  vom  „mittleren  Radius*'.  Letztere  betreffend 
sehe  man  die  im  „Literaturverzeichnis^  genannten  Arbeiten  von 
Bermann,  Drobisch,  Grunert  und  Zwicky.  Femer:  Schlö- 
milch,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis;  Teil  11, 
§  34  der  3.  Auflage;  oder  §  37  der  4.  Auflage  (von  R.  Henke). 

—  Auch  beachte  man:  Röscher,  Grundlagen  der  National- 
ökonomie, Band  I,  Seite  48  (nebst  den  zugehörigen  Anmerkungen 
Nr.  1—4)  der  19.  Auflage.  —  Schönberg,  Volkswirtschafts- 
lehre; Band  I,  Seite  610;  Band  11,  Seite  81—83,  der  2.  Auflage. 

—  V.  Thünen,  der  isolirte  Staat,  3.  Auflage,  Teil  I,  Seite  92—103 ; 
mit  Teil  II,  Abteilung  2,  Seite  433— 439.*) 

Es  bezieht  sich  diese  Literatur  teilweise  auch  auf  die  wirt- 
schaftliche Bedeutung  des  mittleren  Radius.  (Mittlere  Ent- 
fernung des  Ackers  vom  Hofe;  mittlerer  Abstand  eines 
Grundstücks  von  der  Betretungsstelle.) 


*)  Die  für  die  Berechnung  des  „mittleren  Radius**  nötige  Inte- 
gration ist  sehr  oft  eine  mehrfache.  Man  sehe  §  21,  Unter- 
abschnitt in. 
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Die  mittlere  hydraulische  Tiefe  eines  Wasserprofils. 

Unter  derselben  (oder  unter  dem  „mittleren  Profil- 
radius ^)  versteht  man  das  (im  Sinne  der  Figur  5  gemeinte) 
Verhältnis  des  Flächeninhaltes 

F=APBB^P^A 


^Y 


zu  dem  benetzten  Umfange 

p  =  BFAP^B^. 
Da  bekanntlich,  bei  symmetrischer  Profilform, 


5) 
und 

6) 


0 


^=#+(-Äy^-'- 


Ist,  wenn  OÄ  =  a,  so  kommt  die  Berechnung  jener  mittleren 
Tiefe,  welche  r  heißen  möge,  im  allgemeinen  auf  die  Bestimmung 
zweier  Integralwerte  hinaus. 

Man   führe    die   Rechnung   durch   für   den   Fall,    daß   das 

Profil  BABi 

a)  ein  Halbkreis, 
ß)  eine  Halbellipse 

Fnhrmann.  Anwendung^en  d.  InßnitefliinalrcchiiuiiK.    T.  IV.  2 
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ist.  Für  den  letztgenannten  Fall  untersuche  man  auch,  welchen 
Grenzwert  r  hat,  wenn  bei  unveränderlicher  Breite  BBi  =  2b^ 
die  Tiefe  OÄ  =  a  ins  Unendliche  wächst. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Beim  Halbkreise  ist 

7)  r  =  0,5  6. 

Für  die  Halbellipse  ergibt  sich,  wenn  man  a  ins  Un- 
endliche wachsen  läßt, 

8)  Lim  r  =  0,78  b. 

Literatur:  Lueger,  die  Wasserversorgung  der  Städte; 
Seite  47,  53  und  54.  (Auch,  wegen  der  Rektifikation  der  Ellipse: 
Schlömilch,  Compendium  der  höheren  Analysis;  Band  I, 
Seite  386  und  387  der  5.  Auf  läge.)*) 

G. 

Der  mittlere  Neigungswinkel  einer  krummen  Linie  und  der 
mittlere  Böschungswinkel  einer  krummen  Fläche. 

Beide  Winkel  sind  für  manche  Bauzwecke  von  Wichtigkeit; 
so  z.B.  für  die  Beurteilung  des  Durchschnittsgefälles  von 
Bächen,  Flüssen  und  Strömen. 

Unter  dem  mittleren  Neigungswinkel  einer  Kurve  ver- 
steht man  den  Winkel,  dessen  Tangente  das  arithmetische  Mittel 
der  Tangenten  der  Neigungswinkel  der  einzelnen  Kurvenelemente 
ist,  hierbei  jede  Tangente  genommen  mit  einem  Ge^wichte,  pro- 
portional der  Horizontalprojektion  des  Elementes. 

Für  den  mittleren  Böschungswinkel  einer  krummen 
Fläche  gilt  die  entsprechende  Begriffserklärung;  und  zwar 
derartig,  daß  an  die  Stelle  des  Linienelementes  das  Flächen- 
element tritt. 

Näheres  durch  Seite  11  von  Loewes  „Straßenbaukunde* 
(Wiesbaden,  1895)  und  durch  die  im  „Literaturverzeichnis''  ge- 
nannte Arbeit  von  Finsterwalder  über  die  topographische 
Fläche.  (Man  sehe  auch:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche 
Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  7  und  §  29.) 


•)  über  elementare  Formeln  zur  Berechnung  des  Ellipsen- 
umfanges  sehe  man  die  im  „Literaturverzeichnis^  genannte 
Abhandlung  von  W.  Hey  mann. 
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§  5.   Der  Rauminlialt  sänleiiföniLiger  oder  faßförmiger  Körper. 

A, 
Ein  ümdrehungskörper,  von  welchem  die  Figur  6  einen 
die  Achse  ÄAi    in    sich  enthaltenden    ebenen  Schnitt  darstellt, 
möge  durch  die  Abmessungen 

OA  =  OAi  =  a, 

AB  =  ABi  =  AiD  =  AiDi  =  6, 

0C=  OCi  =  c 

und  durch  die  Art  seiner  Meridiankurve  BCD  gegeben  sein. 
Letztere  sei  eine  gemeine  Parabel,  deren  Achse  längs  CO 
liegt  und  deren  Scheitel  sich  in  C  befindet. 


^Y  C 


Man  berechne  durch  bestimmte  Integration  das  Volumen  V 
jenes  säulenschaftförmigen  oder  faßförmigen  Körpers  und 
zwar  ausgedrückt  durch  a,  b  und  e. 

Das  Ergebnis  wende  man,  zur  Prüfung  desselben,  auf  den 
besonderen  Fall  OC=AB  an. 

Lösung.  Wird  das  Koordinatensystem  so  gelegt,  wie  die 
Figur  6  es  zeigt,  so  hat  das  an  der  allgemeinen  SteDe  PQPi 
liegende  kreisscheibenförmige  Yolumenelement  den  Inhalt 

1)  dr=ny^dx, 

wobei  OQ  =  x  und  QP  =  y  ist. 

2* 
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DemgemäB  gilt  für  das  gesuchte  Volumen  die  Gleichung: 


2)  r=2f7iy*dx*, 


) 


Zwischen  x  und  y  aber  besteht  hier,  was  die  analytische 
Geometrie  lehrt,  zufolge  des  Krümmungsgesetzes  der  Linie  BCD^ 
die  Beziehung 

3)  x^  =  2piC'r^y), 

wenn  mit  p  die  Länge  des,  zunächst  unbekannten,  Halbpara- 
meters der  Parabel  BCD  bezeichnet  wird. 

Wendet  man  diese  Gleichung  Nr.  3  auf  den  Punkt  C  an, 
so  gibt  sie: 

4)  a*  =  2p(c  —  l). 
Es  ist  also,  gemäfi  Nr.  3  und  4: 

daher 

c  —  6    • 

6)  y  =  c ^^' 

Hiermit  geht  Nr.  2  über  in: 

a 

7)  F=27r  r(c-^-=^a;«yda;. 

Die  Durchfährung  der  Integration  liefert: 

8)  F=  ^  (36^  +  46c  +  8o2), 

als  Formel  für  das  Volumen  eines  parabolisch  gekrümmten 
Säulenschaftes  oder  eines  parabelförmig  gekrümmten 
Fttsses. 

In  dem  besonderen  Falle 

9)  OC  =  ÄB,  also  c  =  b, 
gibt  das: 

10)  V=2nab\ 

was  durch  die  Anschauung  bestätigt  wird. 


*)  Über  Sätze  und  Formeln  bezüglich  der  Rauminhaltsberech- 
nungen mittels  einfacher  Integration  sehe  man:  Schlömilch, 
Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  Teil  II, 
Seite  131—133  der  4.  Auflage. 
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B. 

I.  Ganz  so,  wie  es  im  vorhergehenden  Abschnitte,  unter  A,  für 
parabolische  Exümmung  geschehen  ist,  kann  die  Berechnung  des 
Rauminhaltes  von  säulenschaftförmigen  oder  fafiförmigen 
Körpern  auch  dann  erfolgen,  wenn  andere  Krümmung  vor- 
liegt. Auszugehen  hat  man  immer  von  der  für  das  Volumen 
des  Umdrehungskörpers  geltenden  Gleichung  Nr.  2.  In  dieser 
ist,  mittels  der  (aus  der  analytischen  Geometrie  entnehmbaren) 
Meridiangleichung,  zunächst  dafür  zu  sorgen,  daß  nur  eine 
Veränderliche  unter  dem  Integralzeichen  vorkommt.  Hierauf 
kann  zur  Durchfuhrung  der  Integration  geschritten  werden. 

n.  Ist  z.  B.  kreisförmige  Krümmung  vorhanden,  also 
die  Kurve  BCD  der  Figur  6  ein  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebener Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  M  auf  CCi  oder 
dessen  Verlängerung  liegt,  so  besteht,  was  man  leicht  erkennt, 
zwischen  x  und  y  die  Beziehung 

11)  x^  +  (c  —  yy  =  2r(c  —  y). 

Mittels  derselben  ist  y  in  die  Gleichung  Nr.  2  einzuführen  und 
dabei  zu  beachten,  daß  r  sich  aus  dem  mit  Nr.  11  gleichartigen 
Zusammenhange 

12)  a«  -t-  (c  -  6)"  =  2r  (c  —  6) 
ergibt.*) 

HI.  Ist  elliptische  Krümmung  und  zwar  derartig  vor- 
handen, daß  die  Strecke  00  der  Figur  6  die  Länge  der  kleinen 
Halbachse  bildet,  so  folgt  der  Wert  des  y  aus  der  gewöhnlichen 
Form  der  Ellipsengleichung. 

IV.  Kennt  man  die  Art  der  Krümmung  des  Meridians  BCD 
(Fig.  6)  nicht,  wohl  aber  die  Lage  von  n  Punkten  desselben, 
so  ist  näherungsweise  die  Gleichung 

13)  y  =  Co  +  Cia?  +  C2a:*  +  C8a;*  + +  c^_ia:"-^ 

anwendbar.     Es  sind  dann  die  n  Koeffizienten 

^Oi    ^1?    ^5    ^3    •  •  •  •    Cn—i 


*)  Statt  Nr.  11  und  12  kami  man  auch  die  Gleichungen 
«^  +  (y  +  c)«  =  (m-fc)« 
und 

aa  +  (m-l-6)«  =  («  +  c)«, 

in  denen  m  die  Strecke  OM  bedeutet,  benutzen. 
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aus  der  Lage  jener  n  Punkte  abzuleiten.  (Man  sehe:  Fuhr- 
mann, naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Differential- 
rechnung, §  23  der  2.  Auflage.) 

V.  Liegt  der  säulenwulstförmige  Körper  vor,  von 
welchem  die  Figur  7  einen  Achsenschnitt  darstellt,  so  ist,  unter 
Beibehaltung  der  für  die  Figur  6  benutzten  Bezeichnungen, 

14)  c  =  a  +  b 
und 

15)  y  =  6  +  »^a«  — ic2. 


Damit  geht  Nr.  2  über  in: 


16) 


F=  27t  f{b  +  Va^  —  x^)^  dx. 


Man  führe  auch  für  diesen  Fall  die  Integration  durch  und 
vergleiche  das  Ergebnis  mit  dem  aus  Nr.  11  und  12  abgeleiteten 
für  das  Volumen  des  kreisförmig  gekrümmten  Säulenschaftes. 
Femer  wende  man  es,  zur  Bestätigung  der  Rechnung,  an  auf 
den  Fall 

17)  6  =  0, 

für  welchen  sich  das  Kugelvolumen  ergeben  muß.*) 


•)  Für  alle  Säulenteile,  welche  Um drehungskörper  sind,  kann 
der  Rauminhalt  so  berechnet  werden,  wie  es  in  den  vorstehen- 
den Abschnitten  A  und  B  fUr  den  Säulenschaft  und  den 
Säulenwulst  angedeutet  worden  ist. 
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Folgende  Literatur  sei  der  Beachtung  empfohlen: 

Schlömilch,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Ana- 
lysis,  Teil  II,  Seite  103,  Nr.  6  und  7  der  3.  Auflage.  (Volumen 
des  parabolisch  und  des  elliptisch  gekrümmten  Fasses;  Ter- 
gleichung  beider.) 

Femer  die  im  „Literaturverzeichnis*^  genannten,  die  Fässer- 
berechnung anlangenden  Arbeiten  von  Adam,  Broda,  v.  Frank, 
Franz,  Grunert,  Mansion,  Schlömilch  und  Stoll. 

Es  bezieht  sich  diese  Literatur  zum  Teil  auf  elementare 
Faßberechnung  und  auf  Näherungsformeln. 

§  6.  Die  Kubatur  von  Turmspitzen,  Euppeb,  Gewölben  u.  s.  w., 
welche  die  Form  von  ümdrehnngskörpern  haben. 

A. 

Die  Oberfläche  einer  Turmspitze,  von  welcher  OÄBC 
(Figur  8)  den  vierten  Teil  darstellt,  möge  dadurch  entstanden 


gedacht  werden,  daß  der  mit  dem  Halbmesser  a  aus  dem 
Punkte  M  beschriebene  Kreisquadrant  ÄPG  eine  volle 
Drehung  um  die  Achse  OC  gemacht  hat.  Man  soll  den  Raum- 
inhalt 

1)  r=  4t.  OÄBC 

jener  Turmspitze  durch  bestimmte  Integration  berechnen. 
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Lösung.  Wird  das  in  der  Figur  angedeutete  Koordinaten- 
system benutzt,  werden  also  die  Koordinaten  OP^  und  PP  des 
allgemeinen  Kurvenpunktes  P  mit  x^  bezüglich  g^  bezeichnet, 
so  hat  das  an  der  allgemeinen  Achsenstelle  i2  befindliche  kreis- 
scheibenförmige Yolumenelement  den  Rauminhalt 

2)  dV=nx^de. 

Es  ist  also 


3)  V=l  nx^dg. 

O 

Hierbei  besteht  zwischen  x  und  e^  wie  die  (erweitert  zu  denkende) 
Figur  8  es  lehrt,  die  Beziehung 

4)  a  —  x=^yj8(2a  —  B). 
Man  hat  also,  gemäß  Nr.  3  und  4: 

a 

6)  F=  nj{a  —  Vg(^U  — a)f^»y 

O 

mithin 
6)        V=  nj(a'  —  2a  V7(2a-M)  +  «  (2  o  —  *))  dt. 

0 

Bei  der  weiteren  Durchfuhrung  der  Rechnung  empfiehlt  es 
sich  zu  beachten,  daß 


7)  J=  fva{^a  —  z) 


leicht  geometrisch  gedeutet  werden  kann,  nämlich  als  Fläche 
des  Viertelkreises  ACM.    (Vergleiche  §  1  unter  cT^.) 
Man  hat  dann  sogleich: 

8)  F=7r(a»  — 2a.-^7ra2-f  2a.  Ja^-Ja»), 

daher 

Anmerkung.  Es  ist  ratsam,  dieses  Volumen  mit  dem 
der  zugehörigen  Halbkugel  (vom  Radius  a)  zu  ver- 
gleichen; femer  mit  dem  des  zugehörigen  Zylinders  und 
Kegels. 
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B. 

Zu  berechnen  sei  das  Volumen  V  de£rjenigen  kupp  ei- 
förmigen oder  gewölbeartigen  Umdrehungskörpers ,  von 
welchem  die  Figur  9 
durch  OABG  den 
vierten  Teil  andeutet ; 
und  zwar  sei  die 
Rechnung  durchzu- 
führen für  den  Fall, 
daß  die  Meridian- 
kurve ÄPC 

L  ein  Kreis- 
bogen, 
n.  ein    Ellip- 
senbogen, 
in.  ein    Para- 
belbogen 

von   näher  anzuge- 
bender Art  ist. 

Femer  soll  die 
Aufgabe  vorliegen, 
Rauminhalt  V  des  turm- 
spitzenförmigen  Rota- 
tionskörpers, von  welchem 
durch  die  Figur  10  ein 
Viertel  dargestellt  wird, 
zu  ermitteln,  falls  man 
die  Gleichung  der  Meri- 
dianlinie A  C  nicht  kennt, 
wohl  aber  die  Lage  hin- 
reichend vieler  Punkte 
(-4,  Cy  Pi,  Pa  und  so 
fort)  derselben. 


Andeutungen  zur 
Lösung.  Aus  naheliegen- 
den Gründen  kann  die  Be- 
rechnung der  verlangten 
Rauminhalte    im   wesent- 


den 


^X 
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liehen  so  erfolgen,  wie  es  im  §  5  für  säulenförmige  Körper 
geschehen  ist  und  in  dem  vorstehenden  Abschnitte  Ä  für  eine 
kreisförmig  gekrümmte  Turmspitze. 


§  7.   Das  Volnmen  einiger  Dächer  und  Oewölbe,  welche  nach 

Zylinderflächen  gehrfimmt  sind. 

A. 

Das  kreisförmige  Elostergewölbe.*) 

Der  überwölbte  Grundriß  OÄB  (Figur  11)  sei  ein  recht- 
winkliges Dreieck  mit  den  Eathetenlängen 

OA  =  a,  AB  =  l. 

Figr.  11. 


^yy^B 


Der    Scheitel    C    des    Gewölbes    CNABPC    (Zylinderfläche 
gleichgerichtet  AB)  liege  senkrecht  über  0  im  Abstände 

OCf=c. 


•)  Über  die  Formen  der  verschiedenen  Gewölbearten  sehe  man: 
Gottgetreu,  Lehrbuch  der  Uochbaukonstruktionen,  Band  I, 

Seite  121—211  der  1.  Auflage  (v.  J.  1880);  oder  Seite  170—316 

der  2.  Auflage  (v.  J.  1899). 

Lueger,  Lexikon    der   gesamten  Technik,  Band  4,   Seite 

651-657. 
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Die  Wölblinie  CNA   sei   ein    aus   Q   (senkrecht   unter  0)   be- 
schriebener Kreisbogen. 

Man  benutze  ein  Koordinatensystem,  ^yelches  so  liegt,  wie 
die  Figur  11  es  zeigt,  und  berechne  durch  unbestimmte  Inte- 
gration*) 

I.  den  Inhalt  Vx  des   Gewölbevolumens  OGNLMP,    aus- 
gedrückt durch  a,  6,  c  und  x,  nämlich  Oi, 
n.  den  Inhalt  F«  =  OCAB; 
auch  wende  man  die  Ergebnisse  auf  den  besonderen  Fall 

OQ  =  o 

an. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Das  rechteckig-plattenformige 
Volumenelement  am  Ende  der  Abscisse  x  (angedeutet  durch 
LMPN)  hat  den  Wert 

1)  dV  =  LM.  LN.  dx  =  yedx. 

Dabei  ist,  was  man  leicht  der  Figur  11  entnehmen  kann, 

2)  LM=y  =  \x', 

femer,   wenn   der  Kreishalbmesser  (QO,  QN,  QA)  mit  r  be- 
zeichnet wird, 

8)  LN=0  =  Vr»  —  x^  —  Vr^^^'i 

endlich 

„  a'  +  e' 

Hiermit  ergibt  sich: 

5)  Vx  =  ^  f^  {Vr^^l^^  —  J^r2^=^)  dx, 

mithin,  bei  gehöriger  Berücksichtigung  der  Integrationskonstante, 

6)  rx  =  ^ [ir^  —  lV(r^'^^y --  IVr^  —  a^x^], 

[  } 

wobei  r  durch  Nr.  4  bestimmt  ist. 


*)  Der  Rauminhalt  (und  Oberflächeninhalt)  mancher  Gewölbe  läßt 
sich  auch  elementar  (ohne  Benutzung  der  Integralrechnung) 
ermitteln.  Siehe  hierüber  §  226-234  (Seite  174—180)  der  im 
„Literaturverzeichnis''  genannten  „Genetischen  Stereometrie" 
von  K,  Ueinze. 
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Ferner  folgt  (für  x  =  a): 


y  ^6c(3aM-c5 


')  ■"-         12« 

Den  in  der  Aufgabe  genannten  Sonderfall  hat  man  nun  für 

8)  c  =  a; 
nämlich: 

9)  Va=\a?h. 

B. 
Das  elliptische  Elostergewölbe. 

Ist  die  Wölblinie  GNA  (Figur  11)  eine  halbe  Ellipse,  für 
welche  OA^=a  und  OC=c  die  Halbachsenlängen  sind,  so  hat 
der  Gewölberaum  CNABPC  den  Inhalt 


10) 


ra  =  ^,fxVa^-x^dx, 


mithin 

11)  Va  =  '\ahc. 

Er  beträgt  also  dann  das  Doppelte  des  Volumens  der  Pyramide 

OABC> 

Man  weise  Nr.  10  und  11  nach,  die  Rechnung  in  der  vorher 
(unter  A)  angedeuteten  Weise  durchführend. 

C. 
Das  parabolische  Elostergewöibe. 

Wenn  die  Wölblinie  eine  gemeine  Parabel  ist,  deren 
Scheitel  in  0  (Figur  11)  liegt  und  deren  Achse  in  die  Richtung 
CO  fällt,  so  hat  man: 

12)  Fa  =  |a6c, 

also  2  des  Volumens  der  Pyramide  OABC.*) 

Auch  dies  möge  so  abgeleitet  werden,  wie  es  in  dem  vor* 
stehenden  Abschnitte  A  gezeigt  wurde. 


*)  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik,  Teill, 
Seite  73  der  2.  Auflage. 
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D. 

Schlußbemerkungen. 

I.  Die  in  der  Baapraxls  vorkommenden  Grundrisse,  welche 
durch  Zylindergewölbe  überspannt  werden,  lassen  sich  meist 
auf  das  unter  A,  B  und  C  behandelte  rechtwinklige  Dreieck 
zurückführen.  Man  zeige  dies  an  einigen  Beispielen;  etwa 
für  das  durch  die  Figur  12  dargestellte  Rechteck  und  für  das 
durch    die    Figur  13    gegebene   regelmäßige    Sechseck,    die 


Fig.  18. 


Fig.  12. 


man  sich  als  die  Grundrisse  zylindrisch  gekrünunter  Turm- 
dächer denken  möge. 

n.  Auch  gebe  man  an,  wie  (entsprechend  dem  vorstehenden 
Abschnitte  A)  Grundrisse  zu  behandeln  sind,  welche  nicht  auf 
das  rechtwinklige  Dreieck  zurückgeführt  werden  können. 

in.  Endlich  zeige  man,  wie  sich  die  Berechnimg  des  Ge- 
wölbevolumens V  durchführen  läßt,  wenn  man  die  Gleichung 
der  Wölblinie  CNA  nicht  kennt,  wohl  aber  die  Lage  einiger 
Punkte  derselben  einzumessen  vermag.     (Siehe  §  5,  B,  IV.) 


§  8.    Erdmassen- Bar eohnimg. 
A. 

Inhalt  von  Erdkörpern,  welche  zwischen  „Querprofilen" 

liegen. 

Für  dieselben  handelt  es  sich,  mindestens  beim  Straßen- 
und    Eisenbahnbau,     zunächst    um    die    Lösung    folgender 


Digitized  by 


Google 


30 


Emfache  IntegratioDeii. 


Aufgabe:  Ein  Körper  ABCDA^BiCiB^  (Figur  14)  hat  als 
Grundfläche  das  bei  A  und  D  rechtwinklige  Trapez  ABCD^  als 

Seitenflächen    die    boi 
Fi»- 1*  A,  B,  C  und  B  eben- 

falls  rechtwinkligen 
Trapeze   AAiB^B, 
BBtC^C,   CCiBtD 
und  BBiAiA.    Seine 
Deckfläche  AiBtCiDi 
ist  eine  windschiefe, 
beschrieben  durch  eine 
Gerade   Ei  Fi,   weiche 
auf  den  Leitlinien  Ai  Di 
und  Bi  Ci  derartig  glitt, 
daß  sie  den  parallelen 
Seitenebenen  AAiBiB 
und  BBiCiC  gleichgerichtet  war.     Bekannt   sind  die  Kanten- 
längen 

1)  AB=-b,  AB  =  a,  BG=c, 

2)  AAi=-hi,  BBi  =  h2,  CCi  =  Aj,  DDi  =  A^ 

Das  Volumen  V  des  Körpers  ABCDAiBiCiBi  soll  (durch 
Integration)  berechnet,  also  durch  die  unter  Nr.  1  und  2  ge- 
nannten sieben  Längen  ausgedrückt  werden. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Das  in  der  Figur  14  durch 
EEiFiF  angedeutete  zu  BBiCiC  parallel  liegende  Volumen- 
element hat  den  Rauminhalt 


3) 


wenn  mit  x  der  Abstand  BE  bezeichnet  wird. 

Berechnet  man  nun  die  Strecken  EEi^  FFi  und  EF 
(unter  Benutzung  ähnlicher  Dreiecke,  welche  in  der  Figur  14 
durch  Parallelen  von  Dj  zu  BA^  von  C^  zu  CB  und  von 
C  zu  D  JL  leicht  erhalten  werden),  setzt  die  Ergebnisse  ein  in 
Nr.  3  und  integriert  dann  zwischen  den  Grenzen  o  und  a,  so  folgt: 

)!■ 

Anmerkung.  Wie  die  Technik  diese  Gleichung  und  einige 
ihrer  Sonderfälle  bei  der  Erdmassen -Berechnung  verwendet, 
wenn  Querproiile  bekannt  sind,  darüber  sehe  man  Seite  1G4 — 171 
des  Werkes:  Loewe,  Straßenbaukunde;  1895. 


4)  F=  .> (6 (2A,  +  2Ä,  +  A3  +  Ä*)  +  c (Ä.  +  Ä,  +  2*,  +  2AjJ 
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B. 

Rauminhalt  von  Erdmassen,  deren  Form  durch 

„Schichtlinien^  bekannt  ist. 

Die  Gestalt  einer  Bodenfläche,  z.  B.  eines  Hügels,  möge 
gegeben  sein  durch  die  Schichtlinien  (Gleichhochlinien, 
Isohypsen) 

Äo,    Sj,    Sj,,    S^ Sh, 

deren  Ebenen  um  je  A  Längeneinheiten  von  einander  abstehen 
und  deren  Flächeninhalte 

■fo,    ^1,    F^y    JF3 Fn 

bekannt  sind,  oder  leicht  ermittelt  werden  können. 

Man  zeige,  -wie  der  zwischen  Sq  und  Ä,  befindliche  Raum- 
inhalt B  näherungsweise  berechnet  werden  kann 

I.  durch    Benutzung    von    Zylindern,     abgestumpften 

Kegeln  oder  Prismatoiden, 
n.  durch  Anwendung  der  „Simpsonschen  Regel^. 
Auch    wende    man    die    erhaltenen    Formeln    auf    einen 
Sonderfall  an,  in  welchem  die  Flächeninhalte  Fq,  jFj,  -F,  . .  . 
in  Quadratmetern  bekannt  sind  und  A  =  1  Meter  ist. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Die  unter  I  verlangten 
Näherungswerte  von  JB  ergeben  sich  leicht  mittels  der  aus  der 
elementaren  Geometrie  bekannten  Formeln  fiir  den  Rauminhalt 
des  Zylinders,  abgestumpften  Kegels  und  Prismatoids.  (Über 
das  Letztere  sehe  man,  wenn  nötig:  Schlömilch,  Geometrie 
des  Maßes,  TeU  ü,  Seite  73  der  2.  Auflage.) 

Bezüglich  der  „  Simpson  sehen  Regel"  (Fuhrmann,  natur- 
wissenschaftliche Anwendungen  der  Integralrechnung;  §  5.)  ist 
zu  beachten,  daß  die  Flächenzahlen  Fq,  Fj,  JP2  •  •  •  •  ^^  ^ie 
Stelle  der  Längenzahlen  yo?  ^i?  y«  •  •  •  •  treten. 

Anmerkung.  Man  sehe  Seite  21 — 24  der  im  „Literatur- 
verzeichnis" genannten  Arbeit  von  Hiebel  über  die  topo- 
graphische Fläche.  —  Femer  beachte  man,  daß  das  im 
vorstehenden  Abschnitte  B  Gesagte  oder  Angedeutete  nicht 
nur  für  Erdmassen  gilt,  sondern,  im  wesentlichen,  für  die 
näherangsweise  Berechnung  der  Rauminhalte  aller 
Körper,  fiaUs  die  Flächeninhalte  gleichweit  von  einander  ab- 
stehender Parallelschnitte  derselben  bekannt  sind. 
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C. 

Literaturangaben. 

Außer  der  in  den  vorstehenden  Abschnitten  A  und  B  schon 
genannten  Literatur  sei  die  folgende  besonderer  Beachtung 
empfohlen : 

Francke,  A.,  über  Massenberechnung.  (Zeitschrift  des 
Architekten-  und  Ingenienrvereins  zu  Han- 
nover, 1874;  Bd.  XX;  S.  639—548.) 

Lueger,  Lexikon  der  gesamten  Technik,  Bd,  3,  S.  783—784, 
^Erdmassenberechnung^. 

Puller,  Beitrag  zur  Berechnung  der  Körper- Inhalte  bei 
Erd-  und  Mauerarbeiten.  (Zeitschrift  des  Archi- 
tekten- und  Ingenieurvereins  zu  Hannover;  1893; 
Bd.  39;  S.  550—570.) 

Zwicky,  E.,  zur  Erdmassen-Berechnung  bei  Straßen-  und 
Eisenbahnbauten.  (Schweizerische  Bauzeitung; 
Band  XV;  1890,  I;  S.  14—15.) 


§  9.   Der  Oberfläoheniiilialt  von  TnnnBpltzen,  Däohern 
und  Gewölben,  welche  die  Form  von  ümdrehnngskörpern  haben.*) 

A. 

Eomplanation    einer   kreisförmig   gekrümmten   Turmspitze. 

I.  Es  möge  zunächst  die  Aufgabe  gestellt  sein,  für  die  im 
§  6  imter  A  behandelte  Turmspitze  (Figur  8  auf  Seite  23)  den 
Oberflächeninhalt 

1)  8=4.. ABC 

durch  bestimmte  Integration  zu  berechnen,  hierbei  x,  also  OP^y 
als  unabhängige  Yeränderliche  benutzend. 

Lösung.     Wird,  wie  im  §  6,  F*P  mit  z  bezeichnet,  wird 
femer  unter  s  die  Länge  des  Bogens  CF  verstanden,    so  hat 
man  für  das  gürtelförmige  Oberflächenelement,    welches  durch 
den  Bogen  P^  zu  einem  Viertel  angedeutet  ist  den  Wert 
1)  d8=2nxd8. 


*)  Man  sehe  den  §  6. 
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Demgemäß: 


x=aa 


2)  S=2n     xds. 

Xsso 

Dabei 


=  2n  j  Xi 


3)  ds  =  Vdx^  +  djs^  =  /l  +  {^y  dx ; 

femer,  was  leicht  der  Figur  8  entnommen  werden  kann : 
a  —  e^=Vx{2a  —  x). 


4)  z  —  a  —  Vx{2a  —  x), 
Aus  Nr.  4  folgt: 

5)  de  =  -7=Jr^  dx-, 

Vx(2a  —  x) 

mithin  ist 

6)  ]/i   I   f^^V=  a  _  a 

V     "^W/       Vx(2a  —  x)       V2ax  —  a? 

Wegen  Nr.  6  und  Nr.  3  geht  Nr.  2  über  in: 


xdx 


7)  S=2na{- , 

o 

Bekanntlich  aber  gilt  die  Formel 

C!tdx_VT^_e^  fd^ 

in  welcher 

9)  T=Co  +  CtX  +  C2.i^ 

ist.     Sie  gibt: 

JV2ax  —  x^  ^   JV2ji  —  x* 

Femer  hat  man: 

^^.    /'        dx  r  dx  .    X  —  a 

1 1)  /    ■■  =  /    .  =  arc  sin ; 

JV2ax  —  x^     J  Va*  —  (a  —  x)^  a 

•)  Über  die  Ableitung  dieser  Gleichung  Nr.  8  sehe  man,  wenn 
nötig,  eines  der  im  „Literaturverzeichnis^  genannten  Lehrbücher 
der  Integralrechnung;  z.  B.  Schlömilch,  Compendium  der 
höheren  Analysis,  Band  I,  Seite  336  der  5.  Auflage. 

Fuhrmann,  Anwendung^cu  d.  Inflnitesimalrechnung.   T.  rv\  3 
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also 

12)     r      ^^^       =-f^2aa:-a;«  +  aarc8m^"^ 
J  Y2ax  —  x^ 


a 
Daher  ist,  gemäß  Nr.  7, 

13)  Ä  =  7r(7r-2)a« 
der  gesuchte  Oberflächeninhalt. 

Anmerkungen,     a)   Näherungsweise,    nämlich    dann, 
wenn  n  gleich  y  genommen  wird,  gibt  Nr.  18: 

S=-^,«a«  =  3,59  a«. 

ß)  Zu  dem  Flächeninhalte    der   zugehörigen   (mit   dem 

Halbmesser  a  beschriebenen)  Halbkugel   verhalt  sich  8 

wie  n — 2  zu  2,  also  nahezu  wie  1,14:2,  oder  wie  4:7. 

n.   Es   möge   nun    verlangt  werden,    den  Flächeninhalt  S 

durch   bestimmte   Integration    zu    berechnen,    indem   man    die 

Bogenlänge  s   (an   Stelle    der   Abscisse  x)    als   unabhängige 

Veränderliche  benutzt. 

Lösung.    Statt  der  Gleichung  Nr.  2  liegt  dann  die  Gleichung 

*  =  }  na 

14)  S^-infxds 

Ms=0 

vor. 

Dabei  ist,  was  man  sofort  der  Figur  8  entnimmt, 

15)  X  =  a  —  a  cos  od  =  a  (1  —  cos  oö), 

wenn   mit  o»   der  Winkel   CMP  bezeichnet  wurd,    gemeint   in 
Bogenmaß  für  den  Radios  1. 
Femer  hat  man: 

16)  8  =  aca.  Ol  =  —  ; 

a 

also 

17)  a:  =  a|  1  —  cos  —  j. 

Damit  geht  Nr.  14  über  in: 

\na 

18)  5  ==  2  Tra  r(l  —  cos  -)  ds. 
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Dies  gibt  sofort  die  Gleichung  Nr.  13.     Es  ist  also  diese  Art 
der  HerleituDg  von  S  viel  einfacher  als  die  anter  I  benutzte. 
III.   Man  berechne  femer  durch  unbestimmte  Integration 
den  Oberflächeninhalt 

19)  8,=4.ABQP 

(Figur  8  auf  Seite  23),  hierbei  die  Ordinate  ^,  nämlich  P*P, 
als  unabhän^ge  Veränderliche  benutzend.  Das  Ergebnis  wende 
man  an  auf  b  =  a  und  auf  ^  =  y  a. 

Lösung.     Auch   hier   bildet,    wie  unter  I,    die  Gleichung 
Nr.  1  den  Ausgangspunkt  der  Rechnung, 
Dabei  ist 

20)  ds  =  Vdx'  +  di^=  i{j^y  +  1  d^ ; 
femer,  der  Figur  8  entnommen, 


also 

a  —  x  =  V0{2a'-'e), 

21) 

Nr.  21  gibt: 

22) 
daher: 

x  =  a  —  Yz{2a  —  a). 

z  —  a      j 
dx  =  -} da ; 

23)  /(^y+i=^__. 

Mit  Nr.  20,  21  und  23  geht  Nr.  1  über  in: 


dS=  2  na  (.^    **    —  —  \\  de. 

\ye{2a  —  e)       ) 

8s  =  2 na  f(~==^^==  -  l)dg. 
J  \Ve(2a  —  e)        ) 


de  .    0- 

=  arc  sin 


\a  —  ef  « 

ist,  so  erg;ibt  sich: 

27)        5,  =  2  TTO I  o  arc  sin '  )  "t"  Konstante. 


3* 
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Der  Wert  der  Integrationskonstante  folgt  hierbei  aus  der  Be- 
dingung, daß  Sg  verschmnden  muß,  wenn  a  zu  Null  wird.  Dies 
liefert,  gemäß  Nr.  27: 

28)  0  =  2  7ta  (—  Y  ^  )  +  Konstante. 
Damit  geht  Nr.  27  über  in: 

29)  Sz  =  2na  (a  (^  —  arc  sin  ^~^\  _  ^J. 

Man  hat  also  schließlich  für  den  gesuchten  Oberflächeninhalt: 

30)  Se  =  27i [arc  cos ^^^  —  —  j a^. 

Wird  hierin 

31)  jer  =  a 

genommen,  so  ergibt  sich  wieder  die  Gleichung  Nr.  13. 
Für 

32)  ^  =  {-  a 
liefert  Nr.  30: 

33)  ig,^  =  27ra2(arccos^  _  1)  =  |;r(27r— 3)a2; 

oder,  näherungsweise,  wenn  n=.^-  gesetzt  wird: 

34)  Sj,  =  3,44a2. 

IV.    Es  sei  endlich  verlangt,  den  Oberflächeninhalt 

35)  ^0,  =  4  .  CPQ 

durch  unbestimmte  Integration  zu  berechnen,  indem  man  den 
Winkel  «,  nämlich  GMP,  als  unabhängige  Veränderliche  be- 
nutzt. Auch  soll  das  Ergebnis  auf  die  Sonderfälle:  w  :=  jTT  und 
ft)=  2  ^  angewendet  werden. 

Lösung.      Zunächst    gilt    wieder    die    Gleichung    Nr.    1. 
Dabei  ist 

36)  x  =  BP  =  BN—PN=a(l—cosw). 
Ferner  hat  man:  '      . 

37)  ds^ad(a. 
Hiermit  geht  Nr.  1  über  in: 

38)  dS^  =  2  7ta^  (1  —  cos  w)  dco. 
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Es  ist  also 

39)  S^  =  ^ na^  Kl  —  cos  w)  dia ; 
daher: 

40)  ^o)  =  2  ^^^  (**  —  ®^^  ^)  +  Konstante. 

Weil  8^  verschwinden  muß,  wenn  co  zu  Null  wird,  so  hat  lüer- 
bei  die  Integrationskonstante  den  Wert  Null;  mithin  ist 

41)  S^  =  2  TT  («— sin«)  a^ 
der  verlangte  Oberflächeninhalt. 

Für  den  in  der  Aufgabe  genannten  ersten  Sonderfall, 
0)  =  {tt,  gibt  das: 

42)  ^i7f  =  ^ 2 ^' 

also  näherungsweise,  nämlich  dann,  wenn  7r=  "/v  und  V2:=  l,4i 
genommen  wird: 

43)  ASj^=0,5ia2. 

Für  den  zweiten  Sonderfall,  «=  g-TT,  liefert  Nr.  41  den 
Wert  Nr.  13,  wie  es  sein  muß.  (Aus  Nr.  13  und  Nr.  41  kann 
auch  wieder  Nr.  30  entnommen  werden.) 

Anmerkung.  Die  im  vorstehenden  Abschnitte  A  (unter 
I — IV)  benutzte  Anwendung  von  verschiedenen  unab- 
hängigen Veränderlichen  möge  auch  für  andere  FäUe  Be- 
achtung finden. 

B. 

Eomplanation  einer  Euppelfläche  mit  rechteckigem 
Grundriß. 

Der  Kugelmittelpunkt  liege  in  0  (siehe  die  Figur  15,  auf  S.  38); 
der  Kugelhalbmesser,  habe  die  Länge  OC=c.  Der  überwölbte 
Grundriß  sei  das  Rechteck  OADB  mit  den  Seitenlängen  OÄ  =  a 
und  0J5  =  &. 

Man  soll,  durch  unbestimmte  Integration,  den  Inhalt  ßf,.  des 
Gewölbeflächenteiles  CNPG  berechnen,  dabei  x,  nämlich  OL, 
als  unabhängige  Veränderliche  benutzend;  aus  Sx  soll  man  den 
Inhalt  Sa  der  ganzen  Gewölbefläche  CEFG  entnehmen ,  (aus- 
gedrückt durch  a,  b  und  c). 
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Lösung.      Das   längs   NP   liegende   Flächenelement    hat 
den  Inhalt 

44)  dS^  =  Bogen  NP .  dSy 

M^enn  mit  s  die  Länge  des  Bogens  CN  bezeichnet  wird. 
Dabei  ist  der 

45)  Bogen  NP  =  jer  arc  sin  -  =  jer  arc  sin  - , 

falls   unter   y  und  a   die  Strecken   LM^   bezüglich  LNj    ver- 
standen sind. 


Fig.  15. 


:yB.   a 


Femer  hat  man: 


46) 

und 

47) 
Daher 

48) 
folglich 

49) 


ds  =  Vdx'-j-de'  =  \U  +  (^)*  dx 


,  =  Kc«  -  X». 


de 
dx 


X 
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Also 

Demgemäß  ist,  laut  Nr.  44,  45,  47  und  50, 

51)  dSx  =  c  arc  sin   .  dx, 

Vc^  —  x* 

Mithin 

52)  8x  =  c  I  arc  sin  .        —  dx, 

J  Vi^^x^ 

Benutzt  man  Produkt-Integration,  so  geht  Nr.  52  über  in: 

53)  8x  =  c  [x  arc  sin  .  —  /  .r .  d  arc  sin  .  ) . 

Da 

b  bx  dx 


d  arc  sin  - 


Vc'  —  x^     (c" — x")  Vc^  —  6"  —  x^ 
ist,  so  hat  man  statt  Nr.  53: 

64)  8j.=s  elx  arc  sin  —  bjA^ 

\  Vc^  —  x^  ) 

wenn,  zur  Abkürzung, 

ßgx  r a;^^  ^  j 

j  (c^  —  x^)Vc^  —  b^  —  x^        ' 
gesetzt  wird. 

Wegen 


a;*:(c«  — a;»)  =  ~l  + 


c^-x^ 
folgt  aus  Nr.  55: 

oder,  abgekürzt  geschrieben, 

57)  Ji  =  -.7,  +  cV,, 

wobei,  gemäß  Nr.  66: 

nnd 
69)  .^.  -  f jf 


Digitized  by 


Google 


40  Einfoche  lotegrationen. 

Da  nun,  laat  Nr.  68, 

dx 


60)  J,  = 


»^-^'/l-^. 


ist,    so  hat  man,    nach  einer  sehr  bekannten  Grundformel  der 
Integralrechnung : 

X 


61)  J2  =  ^^^  sin 


Vc«  — 6« 

Femer  ergibt  sich  für  Jj,   gemäß  Nr.  59,  wenn  mittels  der 
Substitution 

62)  X  ==  Vc^  -  6«  sin  w 

eine  neue  Veränderliche  eingeführt  wird: 

du 


63)  Ja  ^ji 


c*  cos*  w  +  ft*  sin'ti' 

Dies  kann  auf  die  Form 

1 


64)  «'s 


r     -j^sec^udu 


C 

gebracht  werden.    Bekanntlich  aber  ist 

65)  d  tan  t;  s=  sec*  v  dv\ 
daher,  laut  Nr.  64: 

66)  Js  =  V-  arc  tan  (—  tan  u\. 

Da  nun 

sinu 


67)  tan  ti  = 
)  hat  man,  gemäß  Nr.  6i 

68)  tan  u  i 


cosu 
so  hat  man,  gemäß  Nr.  62^ 

X 


V^i^l^  —  x^' 
also 

69)  Jj  =  V-  arc  tan 


hc  cVc^—h^  —  x^' 

Demnach,  laut  Nr.  57,  61  und  69: 

70)    Ji  =  —  arc  sin  .  +  -^  arc  tan  — — -  , 
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Daher  ergibt  sich,  gemäß  Nr.  54  und  70: 

71)  &  =  c{a;arc8mp=L=  +  6arc8inj^=^^ 

—  c  arc  tan  — —zr=^^-^ 1  +  Konstante. 

Hierbei  folgt  die  Integrationskonstante  aus  der  Bedingung, 
daß  füi  X  =^0  auch  S^^  o  sein  muß.  Es  ist  also  jene  Kon- 
stante gleich  Null.  Demgemäß  hat  man  für  den  gesuchten 
Inhalt  des  Gewölbeflächenteiles  CNPG  den  Wert 

72)  S:g  =  clx  arc  sin  ..,  +  &  arc  sin  .        — - 

bx 
— -  c  arc  tan 


öx    ^ 

"  — &»  — :r^r 


cVc 
also  für  den  der  ganzen  Gewölbefläche  GEFOi 

73)  Sa=^cla  arc  sin  .  +  6  arc  sin-;^ izrr 

ab  \ 

—  c  arc  tan  —  =^\ . 

cVc^  —  l^  —  a^f 

Bei  quadratischem  Grundriß  (0B^=  OA=::a)  wird  dies 
zu  dem  weit  einfacheren  Werte 

74)  Sa  =  c|2aarcsin— ==^— c  arctan — ; ^^l. 

Anmerkungen.    I.  Man  zeige,  daß  Nr.  73  übergeht  in 

75)  S«=-2-;rc(a  +  6-c)  =  |nc(a  +  >^^^"=^«-c), 

wenn  der  Punkt  D  (Figur  15)  nach  Di  oder  Dj  rückt,  also  F  auf 
dem  Viertelkreise  Ai  D^  Z>,  QBi  liegt. 

Auch  untersuche  man,  für  welche  Werte  von  a  der  Flächen- 
inhalt Sa  dann  zu  Null  wird;  femer:  für  welchen  Betrag  von  a 
er  seinen  Größtwert  erlangt  und  wieviel  dieser  beträgt.     (Das 

Maximum  von  5«  tritt  ein,  wenn  a=  --    ist;   es  hat  den  Wert 

y2 1  2 

- — 2 —  n  c^  also,  abgerundet,  j  c\  Zu  Null  wird  Äfa  für  a  =  o  und 

für  a  =  c.     Die  Anschauung  bestätigt  diese  aus  Nr.  75  rech- 
nerisch entnehmbaren  Ergebnisse.) 
IL  Bekanntlich  gilt  die  Gleichung 

76)  arc  tan  t  =  arc  sin  -r^-.  .:=_-  . 

^  Kl  +  «'^ 
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77) 


Sie  kann  sofort  der  Figur  16  entnommen  werden,  in  weicher 
AD=t  und  OÄ^sOB^l  Torausgesetzt  ist 

Man  zeige,  daß  sich  Nr.  73  mit  Benutzung  von  Nr.  76  auf  die 
Form 

b         .  .__.,_         a 


Sc 


.,{, 


aarcsin 


—  c  aresin 


4*  ^  urc  sin  , 

ab  \ 


bringen  läßt;  also  auch  auf  die  sehr  einfache  Form 

78)  Sa^c{aa  +  bß'-cy}, 

wenn    unter    «,    ß    und    y 
Fig.  10.  diejenigen  Ereisbogenlängen 

(des  ersten  Quadranten)  yer- 
standen  sind,  für  welche  die 
Gleichungen 

81)     sin  /  SS  sin  «  sin /! 
gelten, 
m.  Wird  zur  Wertsermittelung  des  Integrab  J^  (Gleichung 
Nr.  59)  die  Substitution 


82) 


«  =  - 


ev 


Ve'^  +  v^ 
an  Stelle  Ton  Nr.  62  benutzt,  so  geht  Nr.  59  über  in 

83)  J,^^f—=Jl 

Das  gibt  sofort: 


84) 


r         l  .  bv 

Js  =  1—  arc  sm  — , 

bc  cVc^-b^ 


Also  bei  der  Wiedereinführung  von  x: 


85) 


/,= 


1 


bx 


-  -  arc  sin  -7-  — . 


Demgemäß  unmittelbar  die  Gleichung  Nr.  77. 
Man  unterlasse  nicht,  dies  nachzuweisen. 
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§  10.    Der  Oberfläoheidiilialt  zylindrisch  gekrttmmter  Däeher 

und  aewölbe.*) 

A. 

Eomplanation  eines  parabolischen  Elostergewölbes. 

Der  in  Betracht  kommende  Grandriß  sei  das  rechtwinklige 
Dreieck  OAB  (Figur  17)  mit  den  Kathetenlängen 

1)  OÄ  =  a,  AB  =  l. 

Die  Wölblinie  CNA   sei  eine   gemeine  Parabel,    deren  Scheitel 
senkrecht  über  0  in  dem  Abstände 

2)  OC=e 

liegt  und  deren  Achse  die  Richtung  CO  hat. 

Man   soll   (das  in  der  Figur  17   angegebene  Koordinaten^ 
System  benutzend)  den  Inhalt  8x  des  (Jewölbeflächenteiles  CNF 

Fig.  n. 


durch  bestimmte  Integration  berechnen  (ausgedrückt  durch  a,  6, 
c  und  a',  nämlich  OL),  dann  aber  aus  ihm  den  Inhalt  Sa  des 
Gewölbeflächenteiles  CNABPC  entnehmen. 

Lösung.     Wird    die   Bogenlänge   CN  mit   5,   femer   die 
Strecke  LM  mit  y,    endlich  üfP,    also    auch  LN^   mit  0  be- 

*)  Man  sehe  den  §  7. 
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zeichnet,  wie  das  vorgeschriebene  Koordinatensystem  es  verlaügt. 
so  hat  das  durch  NP  angedeutete  Flächenelement  den  Inhalt 

3)  d8  =  yds. 
Dabei  ist,  was  die  Figur  17  sogleich  lehrt, 

4)  y  =  -x; 

femer,  zufolge  der  Gleichung  der  Parabel  CNA: 

5)  x^  =  2i>  (c  —  z) 

und  dabei  der  Halbparameter  ^  bestimmt  durch: 

6)  a*  =  2pc. 
Mithin 

7)  x^  =  j(e-~0). 
Da  nun 

ist,  so  ergibt  sich  gemäß  Nr.  7: 

9)  ds  =  \  y^a^  +  Ac^x^  dx. 
Man  hat  also,  laut  Nr.  3,  4  und  9: 

10)  dS=\x  j/ä*T^47^r«d.r. 
Demzufolge: 

X 

11)  &  =  ^Ax  ya*  +  4c».r»  da:. 

Weil  a'eZ^r  im  wesentlichen  das  Differential  des  Radikanden  ist 
so  kann  dieser  Integralwert  (Nr.  11)  sofort  nach  der  allgemeiB 
bekannten  Formel 

12)  Tt;"*  dv  =  -^^Vt  +  Konstante,  m >  —  1, 

angegeben  werden. 
Das  führt  zu: 

^^^       ^' = 1-2  W«  (y«*+ 4^*  -  «•)• 

Hieraus  folgt,  indem  man  x  •=  a  nimmt: 
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Anmerkungen.  Man  sehe:  Fuhrmann,  bauwissen- 
schaftliche Anwendungen  der  Differentialrechnung,  §  44,  A. 

Femer  zeige  man,  wie  der  Flächeninhalt  8a  als  Rechteck 
aus  den  Strecken  a,  b  und  c  konstruiert  werden  kann. 

B. 

Komplanation  eines  kreisförmigen  Klostergewölbes. 

Die  Wölblinie  GNA^   Figur  18,    sei   ein    aus    dem  Mittel- 
punkte R  mit  dem  Halbmesser 

15)  BO=k 

beschriebener  Kreisbogen.     Bekannt  seien  femer,    wie    in  dem 

Fig.  18. 


vorhergehenden  Abschnitte  A,  die  Strecken  OA  =  a^  AB  =  b. 
Endlich  sei 

16)  ItQ  =  n 

gegeben. 

Zu  berechnen  sei,  durch  unbestimmte  Integration,  der  Inhalt 
Sjß  des  Gewölbeflächenteiles  CATP,  ausgedrückt  durch  a,  ft,  Ä,  n 
und  X  =  OL, 
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Aus  Sx  soll  dann  wieder  5«,  nämlich  der  Flächeninhalt 
von  CNäBPC,  entnommen  und  das  Ergebnis  geometrisch 
gedeutet  werden. 

Auch  möge  der  für  Sa  erhaltene  Wert  auf  die  Sonder- 
fälle Anwendung  finden,  in  welchen  der  Kreismittelpunkt  B 
in  Q  oder  in  0  liegt. 

Lösung.  Es  gelten  zunächst  wieder  die  Gleichungen 
Nr.  3  und  4. 

Dabei  besteht  aber  jetzt  für  jgr,  nämlich  fUr  LN^  die  (aas 
der  Figur  18  leicht  ablesbare)  Gleichung 

17)  e  =  Vk*—(n  +  xy  —  m, 

wenn  mit  m  die  Strecke  OQ  bezeichnet  wird. 
Aus  Nr.  17  folgt  durch  Differentiation: 
18^  d^^  n  +  x 

^  dx  Vk^  —  (n  +  xy 

Es  ist  also,  gemäß  Nr.  8: 

k 

19)  €18=  ,  (?.r;*) 

mithin  laut  Nr.  3,  4  und  19: 

20)  dS==  —  -y-=^==-dx; 
daher: 

21)  8g,=  —  I  7) —  .  — ^ dx.  , 

Setzt  man  I 

22)  n-^x  =  w,  ] 
so  geht  Nr.  21  über  in                                                                    | 

6i  /•  u  —  n 


Dies  ist  ersetzbar  durch 

CT    &*f  r  «*^«*        r  ^^ 


*)  Diese  Gleichung  Nr.  19  läßt  sich  in  der  Form 
dsidx^RNxSN 
veranschaulichen  (geometrisch  deuten). 
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Der  Wert  des  ersten  dieser  beiden  Integrale  ist  nach  der 
vorstehenden  Grundformel  Nr.  12  angebbar;  der  des  zweiten 
nach  der  ebenfalls  sehr  bekannten  Formel 

/dx 
,  =  arc  sin  x  +  Konstante. 

Das  führt  zu 

26)     5a,  =  —  |—  yW^~ü^  —  n  arc  sin  j\  +  Konstante; 

oder,  gemäß  Nr.  22,  aal* 

27)  &  =  ^ {—  H^  —  in  +  xy-  n arc  sin -^^^-^}  +  Konstante. 

Da  nun  für  x  =  o  auch  Sx  =  o  sein  muß,    so  hat  man,    laut 
Nr.  27,  zur  Bestimmung  der  Integrationskonstante  die  Gleichung: 

28)  o  =  —  i—  KiF^^^n»^—  n arc  sin ll  +  Konstante. 
Folglich  ergibt  sich: 

29)  Sx  =  ^ffk^-n^  —  Vk^-(n  +  x)^ 

arc  sm  — ^ arc  sm  j-j} 

als  Inhalt  des  Gewölbeflächenteiles  CNP. 
Mithin: 

30)  Ä=^{Vir:^7?  — yt«  — (a  +  w)« 

—  n  I  arc  sm  — ^ arc  sm  ^j>. 

Es  ist  aber,  wie  die  Figur  18  zeigt, 

31)  K*2_n2  =  QC 
und 

32)  yk^—(a  +  ny=  TA, 
also 

33)  Vjc^ril-2_  |/i2_(^^^)2=  00=  c. 

Femer: 


34)  arc  sin  ^^i^  =  arc  iJ^T  =  arc  B E/^ 
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und 

35)  arc  sin  ^r  =  arc  BCQ. 

Mithin,  weil  BÜQ  den  Aufienwinkel  des  Dreiecks  BCÜ  bildet, 

36)  arc  sin  ——^ arc  sin  ^  =  arc  ÜBC  =  arc  ABC. 

Gemäß  Nr.  33  und  36  läßt  sich  also  Nr.  30  ersetzen  durch 

37)  Sa  =^/c  —  n  arc  ^UBOl 

Bezeichnet  man  die  Länge  des  Bogens  Alf'C  mit  ^  und 
beachtet,  daß 

38)  kwccÄB0=8 
ist,  so  geht  Nr.  37  über  in: 

39)  Sa  =  ^lck  —  n$\. 

Dies  kann  aus  a,  b,  c,  k,  n  und  s  leicht  konstruiert  werden. 
Liegt  der  Kreismittelpunkt  iZ  in  Q,  so  hat  man,  entnommen 
aus  Nr.  39: 

40)  8a  =  -ck, 

OL 

FäUt  B  nach  0,  so  ist  (;  =  Ä  =  a,  mithin,  gemäß  Nr.  40: 

41)  S^  =  ab, 

also  das  Doppelte  der  Grundrißfläche  OAB. 

Anmerkung.  Es  sei  empfohlen,  die  für  den  Stich- 
bogen und  für  den  Viertelkreis  geltenden  Ergebnisse 
Nr.  40  und  41  auch  unmittelbar  abzuleiten,  nämlich  so. 
wie  es  bezüglich  der  Gleichungen  Nr.  29  und  30  im  vor- 
stehenden Abschnitte  B  geschehen  ist. 

C. 

Komplanation  eines  gedrückten  elliptischen 
Klostergewölbes. 

Der  zu  überwölbende  Grundriß  sei  wieder  (siehe  die  Ab- 
schnitte A  und  B)  das  rechtwinklige  Dreieck  OAB  (Figur  19. 
S.  49)  mit  den  bekannten  Kathetenlängen  OA  ==  a  und  AB  =  b. 
Die  Wölblinie  CNA  sei  eine  Viertelellipse  mit  der  kleinen  Halb- 
achse OC=c  und  der  großen  Halbachse  OA  =  a, 
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Zu  berechnen  sei,  durch  unbestimmte  Integration,  der  Inhalt 
Sx  des  Gewölbeflächen  teils  CNP^  ausgedrückt  durch  a,  6,  c 
und  ;r,  nämlich  OL. 

Fig.  \U. 

z 


Das  Ergebnis  soll  wieder  auf  den  Inhalt  Sa  der    ganzen 
Gewölbefläche  CNABP  angewendet  werden. 

Lösung.    Die  Gleichungen  Nr.  B,  4  und  8  haben  auch  hier 
wieder  Giltigkeit. 
Dabei  ist 

c 


a  ^ 


42) 
Daraus  folgt: 

wobei,  zur  Abkürzung, 

44)  V^^^l  =  , 


g'esetzt  wurde,    letzteres    also  die  numerisdie  Exzentrizität  der 
elliptischen  Wölblinie  bezeichnet. 
Man  hat  nim: 

an    Stelle  der  Gleichungen  Nr.  II  und  21. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Inflnitesimalrechnung.    T.  IV. 


4 
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Wird  die  Substitution 

46)  /a2^=^«  =  u 
benutzt,  so  ist 

47)  .r  =  ya^  —  u^ 
und 

48)  rf.r  = 7^=    --     ; 

also 

49)  Ä;.  =  -  ^  /j/V«  +  *'w2 du  =  -  ^^  f  j/c2  +  (*M)'rf(««). 
Nach  der  sehr  bekannten  Formel 

r>0)    /  i/aF^:?  d,v  =  l  A'  )/a2  ~^^  +laH  (.r  +  /a^ +".<  2)  -f  Konst. 

gibt  das: 
Ol)  S,  =  —  ^  ({  f  M  /c«  +72^2  ^  1  cH  (6U  +  /c2Tj:7ä^i2)l  ^  Kon>t. 

Oder  auch,  mit  Wiedereinsetzung  des  AVertes  von  w: 

52)  S,=K-  ^^  {/(a^  - .?)  (a*  -  *^?)  +  ^  i  (*  v^«"^".? +j/a*-t»>»)| • 

wobei  K  die  Integrationskon  staute  bezeichnet. 

Da  Sx  und  ;r  gleichzeitig  zu  Null  werden  müssen,  so  tritt. 
zur  Bestimmung  der  Integrationskonstante  if,  hiei-zu  die  Bt- 
dingung: 

53)  o  =  2ir-2*-{a*+  '%(*«  +  «))• 

Durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

-^l  *    «  ]/a2  — .r2-|-j/rt«— f-^./l 

als  Inhalt  des  Gewölbeflächenteiles  CNP, 
Für  X  =  a  ergibt  sich  hieraus : 

55)  S„  =  :b  iy-\.'~l±^}J-jL\ 

0(1  l'l' 

als  Inludt  der  ganzen  Gewölbefläche  CNABP. 
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Die  Gleichungen   Nr.   54   und  56    sind    beide    gemeint    für 
den  Fall 

57)  a  >  c, 

also  für  das  ^gedrückte"  elliptische  Klostergewölbe. 

In  Nr.  56  ist  2  ah  tler  Inhalt  der  überwölbten  Grundrißfläclie, 
was  Beachtung  verdient. 

Anmerkung.    Setzt  man  in  Nr.  54  und  5G 

58)  a  =  c, 

geht  also  zu  einem  Ilaibkreis-Klostergewölbe  über,  so  er- 
geben sich  zunächst  unbestimmte  Werte  von  Ar  und  Sa.  Man 
sehe  hierüber;  Fuhrmann,  bauwissenschafdiche  Anwendungen 
der  Differentialrechnung,  §  44,  Abschnitt  B. 


D. 

Komplanation  eines  überhöhten  elliptischen  Kloster- 
gewölbes. 

Die  Wölblinie   CNA    (Figur  20)    sei    wieder    eine   Viertel- 
ellipse,    aber   mit    der 
großen  Halbachse  OC 
=  c  und  der  kleineu 
OA  =  a;  also 

59)     a<c. 

Im  übrigen  sei  alles 
wie  in  dem  vorstehen- 
den Abschnitte  C;  es 
sei  also  auch  wieder  Sx 
zu  berechnen  (durch  un- 
bestimmte Integration) 
und  aus  Sj.  sei  wieder 
Sa  ZU  entnehmen. 

Lösung.  Zunächst 
gelten  die  Gleichungen 
Nr.  3,  4,  8  und  42. 
Aus  der  Letztgenannten 
folgt,  statt  Nr.  43, 


(;0) 


'   ydj'J"  a'  —  X' 


4' 
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wenn,  zur  Abkürzung, 

a 
gesetzt  wird. 

Man  hat  also,  an  Stelle  von  Nr.  45, 

b 


62)  S^  =  ^fx]/t±^d,v 

aj     V  a^  —  x^ 


Wird  nun  wieder  die  Substitution  Nr.  46  benutzt,  so  gelten 
auch  wieder  die  Gleichungen  Nr.  47  und  48. 
Demgemäß  erhält  man,  statt  Nr.  49, 


63) 


8^  =  -  ^//ä^  (1  +  >l*)  -  ^'w'  äu. 


Da  nun,  gemäß  Nr.  61: 
G4)  c*  =  a«(l  +  i2) 

ist,  so  geht  Nr.  63  über  in 

65)  S^=—^  f\fc^  —  X^u^du  =  —  ^  l'/c^  -  (luyd  (In). 
Nach  der  bekannten  Formel: 

66)  f^W^l^  dx  =  l  X  l/k^'^'V^  +  l  k^  arc  sin  ^  +  Konst. 
gibt  das: 

67)  ,S^==_A|l;it*y^^2^Iir^4.^-c2arc8in^J; 
und  bei  Wiedereinsetzung  des  Wertes  von  u: 

+  j  arc  sin     ^  ^    -  -}  +  Konstante : 
oder  auch: 

68)  S^^K-^Jy  j/(a2  -  .1-2)  (a^  +  JL^.r«)  +  ^^ arc  sin  ^ i/ä*"-'^^' |  • 

wobei  iT  die  Integrationskonstante  bedeutet. 
Wegen  der  zu  erfüllenden  Bedingung 

69)  Sx  =  0,  wenn  .r  =  o 
tritt  hierzu: 

70)  0  :=  K^  ^  [a"  +  f  arc  sin  ^  a} . 
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Demgemäß  hat  man,  laut  Nr.  68  und  70, 

71)  ^-  =  ^  {«'  -  j/(a2-a;«)(a«  +  i«T«) 

+  ,  (arc  sin  -  a  —  arc  sin  -  ]/a*  —  x^)] . 

Da  bekanntlich: 

72)  arc  sin  x  —  arc  sin  y  =  arc  sin  {x  /l  —  y^-^  y}/l  —  a*^) 
ist,  so  darf  statt  Nr.  71  auch  geschrieben  werden: 

oder 

+  y  arc  sin  ^(a  }/ c^  —  X*  {a"  —  x^)  -  /(a«— a.*)(c»"-^I*a«))| . 
Man  hat  also: 

+  y  arc  sin  4  (a  /(c«  —  i V)  +  ;i*a;«  -  /(c'-il'a'Xa'-j,*))} ; 
and  bei  Benutzung  von  Nr.  61: 
'^^  ^'  =  ¥-a  {*'  ~  v'(«'-A-')(«'  +  ^'^ 

+  ^  arc  sin  ^  (j/ä^+l^?  -  /^^"^"i*)  } 

als  Inhalt  des  Gewölbeflächenteiles  CNF. 
Hieraus  ergibt  sich  für  x=a: 

oder: 

75)  Ä  =  2  a6  [\  +  ^2^c  sm  — j 

als  Inhalt  der  ganzen  Gewölbefläche  CNABP. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


54  Einfache  Integrationen. 

Dafür  kann  auch  gefciclirieben  werden: 

7b)  Sa  =  .,  aö ;  1  H '       Äf^  sin  -7       -  -    ; 

oder: 

77)  Sa  =  {ab[l  +  -^—  arc  Um  Jlj , 

was  der  Gleichung  Nr.  56  entspricht. 

Anmerkung  zum  §  10:  Man  beachte:  Gerhards,  J.. 
Oberflächen-  und  Gewichtsbestimmung  der  Buckelplatten. 
(Centralblatt  der  Bauverwaltung;  J.  VIII;  188B; 
S.  443—444.) 


§  11.    Gewiohtsbereclmimgeii. 
A. 

Einleitende  Bemerkungen. 

Das  Gewicht  Q  eines  jeden  gleichförmig  dichten  (homo- 
genen) Körpers  ergibt  sich,  wenn  man  sein  Volumen  V  mit  dem 
Gewichte  y  der  Volumeneinheit  multipliziert. 

Es  kommt  also  die  Gewichtsberechnung  derartiger  Körper 
zurück  auf  ihre  Rauminhaltsermittelung.     (Siehe  die  §§5—8.) 

Ist  das  Gewicht  G  eines  ungleichförmig  dichten  Körpers 
zu  berechnen,  so  hat  man  zunächst  dasjenige  eines  seiner 
Volumenelemente  zu  bestimmen,  dann  aber  alle  die  hierdurch 
gewonnenen  Gewichtselemente  (Differentiale  des  G)  zu  ad- 
dieren, ausgehend  von  der  Gleichung 
1)  dG  =  y.dr. 

Haben  jene  Gewichtselemente  nur  eine  unendlich  kleine 
Abmessung  (Dimension),  so  ist  diese  Addition  (Integration)  eine 
einfache;  haben  sie  zwei  oder  drei  unendlich  kleine  Ab- 
messungen, so  wird  doppelte,  bezüglich  dreifache  Addition 
(Integration)  nötig,  um  aus  dem  Differential  von  G  das  G  zu 
erhalten. 

Den  ersten  Fall,  welcher  der  günstigste  ist  muß  man 
dadurch  zu  erreichen  suchen,  daß  man  die  Form  der  Volumen- 
elemente geschickt  wählt,  nämlich  dem  betreffenden  Dichtigkeits- 
gesetze sich  gut  anpassend. 
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Die  Grenzen  der  Integrationen  ergeben  sich  iu  jedem  be- 
sonderen Falle  aus  der  Form  des  betreffenden  Körpers.  — 

Für  Körper,  welche  in  der  Technik  vorkommen,  ist  zu- 
weilen die  Entstehungsweise  (z.  B.  durch  Gießen,  Häm- 
mern, Walzen)  der  Grund  für  die  Verschiedenheit  der 
Dichte,  also  auch  des  Gewichtes  der  Volumeneinheit;  mani^hmal 
liegt  jener  Grund  in  Belastungen,  Erwärmungen  oder 
anderen  Umständen  (z.  B.  bei  Baumstämmen  in  der  Art  des 
Gewachsenseins).  — 

Unter  dem  mittleren  Gewichte  (a  der  Volumeneinheit  eines 
ungleichförmig  dichten  Körpers  von  dem  Volumen  V  und  dem 
Gewichte  G  wird  dasjenige  Gewicht  verstanden,  welches  durch 
die  Gleichung 

definiert  ist.*)  Es  stimmt  also  dieses  f*  überein  mit  demjenigen 
Gewichte  der  Volumeneinheit,  welches  der  Körper  haben  müßte, 
wenn  er  bei  gleichförmiger  Dichte  das  Gewicht  G  haben  sollte, 
welches  er  bei  ungleichförmiger  tatsächlich  hat. 

B. 
Prismen -Gewichte. 


eines    geraden   Prismas,    z.  B. 


Fig.  21. 


I.  Die  Dichtigkeit  irgend 
die  einer  prismatischen 
Erdmasse  (siehe  die 
Figur  21),  sei  derartig 
veränderlich,  daß  das 
Gewicht  y  der  Volumen- 
einheit nach  dem  Ge- 
setze 

3)  r  =  Co  +  c^e 
zunehme,  in  welchem 
z  den  senkrechten  Ab- 
stand von  der  Deck- 
fläche {ABCDE)  be- 
zeichnet,  c^  und  Ci  be- 


•)  Bezüglich  der  Verschijedenartigkeit  des  Begriffes  „Mittel- 
wert sehe  man:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  An- 
wendungen der  Integralrechnung,  §  7—11,  29  und  31. 
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kannte  positive  Zahlen  sind.  Es  bestehe  also  y  ^'is  einem  kon- 
stanten Teile  c^  und  aus  einem  veränderlichen,  welcher  dem 
Abstände  z  proportional  ist,  für  die  Einheit  desselben  aber  deu 
Wert  Cx  hat.*) 

Das  Prisma  möge  den  Querschnittsinhalt  j  und  die  Höhe  h 
haben. 

Sein  Gewicht  G  soll  berechnet  werden;  desgleichen  da.^ 
mittlere  Gewicht  ^k  der  Volumeneinheit  und  seine  Beziehung  zu  y. 

Auch  soll  man  das  Ergebnis  anwenden  auf  den  Sonder- 
fall, in  welchem  das  Kubikzentimeter  an  der  Deckfläche 
1,3  Gramm,  an  der  Grundfläche  1,7  Gramm  wiegt,  der  Quer- 
schnitt 12  Quadratmeter,  die  Höhe  1,4  Meter  beträgt  und  daj> 
Gewicht  Q  in  Kilogrammen  verlangt  wird. 

Lösung.  Zufolge  der  Art  des  Dichtigkeitsgesetzes  (Gleichung 
Nr.  3)  sind  Platten,  welche  im  Abstände  z  der  Deckfläche  parallel 
liegen  und  die  Dicke  da  haben,  als  Elemente  zu  benutzen.  Eine 
solche  Platte  hat  das  Gewicht 

4)  dQ  =  (qde)  /  =  J  (c«,  +  ^i^)  ^^• 

Mithin  ist 


5) 


Das  gibt  bei  der  Durchführung  der  Integration: 

6)  G  =  gh(ßo+\c,K), 

Demgemäß  hat  man,  laut  Gleichung  Nr.  2,  für  das  mittlere 
Gewicht  der  Volumeneinheit: 

Es  ist  also,  wie  die  Vergleichung  von  Nr.  3  und  Nr.  7  lehrt: 

nämlich  gleich  demjenigen  Gewichte  der  Volumeneinheit,  welches 
in  der  Hälfte  der  Höhe  (Tiefe)  h  herrscht. 


*)  Der  in  der  Gleichung  Nr.  3  mit  c^  verbundene  Faktor  f  ist  als 
unbenannte  Zahl  gemeint,  nicht  als  Strecke;  c^  imd  Cx  sin^l 
Gewichte. 
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Für  den  am  Ende  der  Aufgabe  genannten  Sonderfall  hat 
man,  gemäß  Nr.  3,  wenn  zunächst  das  Zentimeter  und  das 
Gramm  als  die  Einheiten  benutzt  werden,  die  Gleichungen 

9)  l,3  =  c.  +  0 
und 

10)  hl  =  Co  +  140  Ci. 
Sie  geben: 

11)  Co  =  1,3 
and 

12)  Ci==  0,002857, 
letzteres  auf  6  Dezimalstellen  abgerundet. 

Ferner  hat  man 

13)  ^  =  120000, 

14)  A  =  140. 
Demgemäß,  laut  Nr.  6: 

15)  ö  =  25  200  Kilogramm ; 
endlich,  laut  Nr.  7: 

16)  j[*  =  1,5  Gramm 
für  das  Kubikzentimeter. 

n.  Man  löse  die  im  vorstehenden  Abschnitte  (unter  I)  be- 
handelte Aufgabe  auch  für  den  Fall,  daß  für  das  Gewicht  der 
Volumeneinheit  das  Gesetz 

17)  y  =  Co  +  CiJ^  +  €2£}\ 
oder,  allgemeiner, 

18)  y  =  Co  +  CtJS  +  <^JS^  +  Czß^+ +  Ch2" 

bestellt,  wobei  c©,  Ci,  Cg c»  irgend  welche  konstante  positive 

Zahlen  sind  (und  der  Potenzexponent  n  als  ganze  positive  Zahl 
vorausgesetzt  ist). 

Femer  löse  man  die  Aufgabe  für  den  Fall,  daß  das  Gesetz 

19)  r  =  Co  +  Cn\z 

vorliegt    und    der   Wurzelexponent  n    gleich  2,   3, ge- 
meint w^ird.*) 


*)  Für  die  Gleichungen  Nr.  17,  18  und  19  sind  die  der  Gleichung 
Nr.  3  angefügten  Bemerkungen  zu  beachten. 
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Aach  lulire  man  das  bei  I  gegebene  Zahleiibeispiel  für 
die  drei  durch  die  Gleiclmngen  17,  18  und  19  gegebenen  Fällp 
durch,  alle  Ergebnisse  mit  den  unter  I  gewonnenen  vergleicliend. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Liegt  das  Gesetz  Nr.  IT 
vor,    so  ist 

h 


20) 

daher 
21) 

mithin 
22) 


(j^  =  q  I  (Co-^-  Cx«  -j-  ^a-sr^)  ^*'5 


G  =  gÄ(C,+  -Jc,Ä  + 1^2*2); 


Es  besteht  also  liier  nicht  die  Beziehung  Nr.  8. 

Ähnliches  gilt,  wenn  die  Gesetze  Nr.  18  oder  19  vorliegon. 


C. 
Pyramiden- Gewichte. 

Eine  Pyramide  AB  GBO  (Figur  22)  sei  gegeben  durch  ihre 
Höhe  MO  =  h  und  durch  die  Längen  Aü=2a,  BD  =  2b  ihrer 
bei  M  sich  rechtwinklig  schneidenden  Grundflächendiagonalen. 


In  jedem  der  Basis  parallel  liegenden  Querschnitte  PQRS 
sei  das  Gewiclit  y  der  Volumeneinheit  nach  einem  der  Gesetze 
Nr.  3,  17,  18  oder  19  veränderlich,  wobei  js  den  senkrechten 
Abstand  von  der  Spitze  0  bezeichnen  soll. 
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Man  berechne  für  jeden  dieser  vier  Fälle  das  Pyramiden- 
Ij^ewicht  G  und  das  mittlere  Gewicht  gj,  der  Volumeneinheit; 
auch  führe  man  ein  Zahlenbeispiel  für  diese  vier  Fälle  durch. 

Ferner  vergleiche  man  alle  Ergebnisse. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Der  Flächeninhalt  q  des 
durch  PQB8  angedeuteten  plattenförraigen  Elementes  (von  der 
Dicke  de)  ist  hier  nicht  konstant,  wie  in  dem  vorstehenden  Ab- 
schnitte B,  sondern  veränderlich,  nämlich 

23)  q  =  2al/^^. 

Welchen  Einfluß  dies  auf  die  Rechnung  und  deren   Ergebnisse 
hat,  läßt  sich  leicht  erkennen. 

D. 
Zylinder- Gewichte. 

I.  Wenn  das  Gewicht  y  der  Volumeneinheit  eines  geraden 
Kreiszylinders,  von  dem  Grundflächenhalbmesser  a  und  der 
Höhe  Ä,  nach  einem  der  durch  die  Gleichungen  Nr.  3,  17,  18 
oder  19  ausgedrückten  Gesetze  veränderlich  ist  und  ^  in  den- 
selben den  senkrechten  Abstand  von  der  Grundfläche  oder  von 
der  Deckfläche  bezeichnet,  so  kommt  die  Berechnung  des  Zylinder- 
Gewichtes  G  im  wesentlichen  auf  das  hinaus,  was  in  dem  vor- 
stehenden Abschnitte  B  behandelt  wurde. 

Die  Gründe  dafür  sind  selbstverständlich. 

IL  Ist  aber,  was  für  das  Folgende  vorausgesetzt  werden 
mö^e  •  das  Gewicht  y  der  Volumeneinheit  veränderlich  nach 
einem  der  Gesetze 


+  Cnr"* 


in  welchen  Cq,  Cj,  C2 . . .  .  c«  die  für  Nr.  3,  17,  18  und  19  ge- 
nannte Bedeutung  haben,  k  eine  positive  Konstante  und  r  den 
Abstand  von  der  Achse  des  Zylinders  bezeichnet,  so  wird  die 
Sache  wesentlich  anders. 

Man  führe  die  Berechnung  von  G  und  fi  für  jedes  der 
Gesetze  Nr.  24  bis  28  durch,  gebe  auch  für  jeden  der  fünf  Fälle 
ein   Zahlenbeispiel   und    vergleiche  die  Ergebnisse   sowohl  unter 


24) 

25) 
26) 

y  =  Co  +  Cir, 

y  =  Co  +  Cir  +  er«, 

y  =  Co  +  Cir  +  Cjf«  +  . . 

27) 

r  =  Co  +  eny'r, 

28) 

1      c, 
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sich,    wie  mit   den  in   den  vorstehenden  Abschnitten  B  und  C 
erhaltenen. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Es  sind,  aus  naheliegendem 
Grunde,  Elemente  zu  benutzen,  welche  die  Form  von  hohlen, 
unendlich  dünnwandigen  Kreiszylindern  haben,  deren  Achsen 
zusammenfallen . 

Ein  derartiges  Element  hat  das  Gewiclit 
29)  dO  =  (2nrh)rdr. 

Es  ist  also 


30) 


-/ 


2nrhrdr. 


In  dieses  Integral  hat  man  die  Werte  Nr.  24—28  einzuführen. 
Das  Übrige  ist  wolü  selbstverständlich.    (Siehe:  Fuhrmann, 
naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  17. 
Abschnitt  B.) 

§  12.    Schwerpunkte.*) 
A. 

Der  Schwerpunkt  des  Kreisbogens;   der  Flächeninhalt 
von  Kuppeln  und  Dächern. 

I.  Ein  materieller,  homogener  Kreisbogen  ABAi  (Figur  23) 
möge  die  Halbmesserlänge  OÄ  =  a  und  die  Sehnenlänge  AAi  =  h 

Fig.  28. 

"7 


*)  Man  sehe  den  §  17.    Ferner:   Fuhrmann,  naturwissenschaft- 
liche Anwendungen  der  Integrabrechnung,  §  18  und  19. 
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haben;  es  soll  die  Lage  seines  Schwerpunktes  8  berechnet 
werden.  Auch  soll  man  das  Ergebnis  auf  den  besonderen  Fall 
des  Halbkreises  anwenden. 

Lösung.  Selbstverständlich  liegt  8  auf  der  Halbierungs- 
linie des  Zentriwinkels  AOÄi- 

Femer  ist  die  Strecke  08,  welche  fj  heißen  möge,  bestimmt 
durch  die  Bedingung,  daß  das  statische  Moment  des  Gewichtes 
der  Bogenlänge  ABAi,  die  mit  s  bezeichnet  werden  soll,  gleich 
sein  muß  der  Sunune  der  statischen  Momente  der  Gewichts- 
elemente jener  Bogenlänge,  beide  Momente  bezogen  auf  die 
durch  0  parallel  zur  Sehne  ÄAi  gelegte  X-Achse. 

Dies  w^ird  (man  vergleiche :  Fuhrmann,  naturwissenschaft- 
liche Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  18,  Abschnitt  A 
und  B)  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 


x  =  +  ib 

1) 

in  welcher  .r 

die 

Abscisse  OP*    und  y  die  Ordinate  P^P  be- 

deutet,  also 

2) 

y  ==  |/a2  —  x^ 

ist. 

Wegen 

3) 

'•^-i^+O'''-'' 

gibt  das 

4) 

ab 

es  verhält  sich  also 

5) 

fiia  =^h:s. 

Für  den  Halbkreis  hat  man  hiemach,   auf  vier  Dezimalstellen 
abgemndet: 

6)  ^  =  0,G366a, 
mithin  näherungsweise: 

7)  ?->. 
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Anmerkungen.    «)  Statt  Nr.  4  darf,  was  man  sofort  erkennt, 
gesetzt  werden: 


sm 


^) 


v  = 


wenn  mit  y  der  Zentriwinkel  ÄOAi  (gemeint  in  Bogenmaß  fin- 
den Halbmesser  1)  verstanden  ist. 

Für  Nr.  8  kann,  bei  sehr  kleinen  Werten  von  y,  also  bei  sehr 
flachen  Bögen,  die  Sinusreihe  (Fuhrmann,  bauwissenschaft- 
liche Anwendungen  der  Differentialrechnung,  §  75,  E,  II  und  §  82,  1) 
vorteilhafte  Benutzung  finden.  (Je  kleiner  y  ist,  desto  mehr 
nähert  sich  17,  laut  Nr.  4  und  8,  der  Grenze  a,  was  die  An- 
schauung bestätigt.) 

ß)  Man  leite  Nr.  8  ab,  statt  x  die  unabhängige  Veränderliche 
ü)==BOP  benutzend,  also  Polarkoordinaten  verwendend. 
(Literatur:  Navier,  Lehrbuch  der  höheren  Meclianik;  deutsch 
von  Mejer;  1858:  §  85.  Oder:  Rühlmann,  GrundzOge  der 
Mechanik,  Seite  181  der  3.  Auflage.) 

y)  Über  elementare  Ableitung  von  Nr.  4  sehe  man:  Weis- 
bach-IIerrmann,  theoretische  Mechanik,  Seite  205  der  5.  Auf- 
lage. Es  erfolgt  diese  Ableitung  scheinbar  ohne  Differentiation 
und  Integration,  aber  doch,  im  wesentlichen,  unter  Benutzung  der 
Grundgedanken  jener  beiden  Rechen  weisen. 

IL    Die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  von  Spitzbogeu- 
kuppehi   ohne   oder  mit  Laternen aufsatz    (Figur  24  und   25)*) 


Fig.  25 


Fijff.  24. 


*)  In  diesen,  wie  auch  in  den  drei  folgenden  Figuren  26,  27  und  28, 
bedeutet  AB  den  Kreisbogen,  welcher  bei  einer  vollen  Um- 
drehung die  Kuppel  beschreibt,  M  seinen  Mittelpunkt,  /)/>j 
die  Drehaclise. 
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läßt  sich  mittels  des  Guldin sehen  Satzes  (Fuhrmann,  natur- 
wissenschaftliche Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  19,  I.) 
ganz  elementar  aus- 
führen, wenn  der  Satz 
von  der  Schw  erpunkts- 
lage  des  Kreisbogens 
(Gleichung  Nr.  4,  5  oder  8) 
bekannt  ist. 

Dasselbe  gilt  für  die 
Flächen  inhaltsberechnung 
von  Spitzkuppeln  ohne 
oder  mit  Laterne  (Figur  26 
und  27),  wie  auch  für 
die  von  Kuppeltrichterdächern  (Figur  28). 

Man  führe  diese  Berechnungen  durch,  dabei,  wenn  nötig,  fol- 

Fig.  27. 


ß\—v 


^ende   Literatur   benutzend:     Heinzerling,    der    Eisenhochbau 
(irr  Gegenwart;  Heft  III;  Fußnoten  der  Seiten  12—15  und  18.  — 


Weisbach-Herr  mann,    Lehrbuch  der  theoretischen  Meclianik; 
.S.  235,  Beispiel  4,  der  f).  Auflagen. 
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B. 
Der  Schwerpunkt  des  Kettenlinienbogens. 

I.    Eine    gleichförmig    dichte    Seilkurve    oder    gemeine 
Kettenlinie    AGB   (Figur  29)    möge    auf    ein    rechtwinkliges 


Fig.  29. 


F'  3' 


Koordinatensystem    in    der    gewöhnlichen  Weise    bezogen   sein, 
also  derartig,  daß  ihre  Achse  mit  der  IT-Achse  und  ihre  Direktrix 
mit  der  X-Achse  zusammenfällt. 
Es  sollen  die  Koordinaten 

?  =  05'  und  fi=S'S 
des  Schwerpunktes  S  des  Bogen s  (7P,  für  welchen 

x=Or  und  y  =  P*P 
ist,  berechnet  werden,  beide  als  Funktionen  von  ;r. 

Lösung.  Wird  die  Länge  des  Bogen s  CP  mit  s  bezeiclinot, 
so  sind  die  verlangten  Schwerpunktskoordinaten  $  und  ^  be- 
stimmt durch  die  Bedingung,  daß  das  st-atische  Moment  des 
Bogengewichtes  gleich  sein  muß  der  Summe  der  statischen 
Momente  der  Gewichte  aller  Bogenelemente  ds  und  zwar  bezogen 
auf  jede  der  beiden  Koordinatenachsen. 

Dies  ist  (entsprechend  Nr.  1)  analytisch  ausgedrückt  dunb 
die  Gleichunofen: 


9) 


sl 


-!■ 


vds 
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und 


10) 


!=j  yds. 


in  welchen  für  ds  die   Gleichung  Nr.  3  Giltigkeit  hat  und  für 
s  die  Gleichung 

X 


")         «=//'+©'"- 


Unter  den  vorher  genannten  Voraussetzungen  gilt  (siehe  §  2, 
Abschnitt  A)  für  die  Kettenlinie  die  Gleichung 


e   +e      j, 


wobei  k  den  Parameter  der  Kurve  bedeutet,  nämlich  (laut  Nr.  12) 
die  Länge  OC  der  Scheitelordinate. 

Aus  Nr.  12  folgt: 
Demgemäß  ist 

Damit  gehen  die  Gleichungen  Nr.  9,  10  und  11  über  in: 

X 

/x  ^  X 

x(e^'-j-e    *)da', 


16)  sn  =  ^j{e''  +  e    *)rf.i 


und 

17) 


X 


Sie  geben,  wenn  die  drei  Integrationen  durchgeführt  werden 
(wobei  für  Nr.  15  der  Satz  von  der  Produktintegration  zu  be- 
nutzen ist,  für  Nr.  16  die  Auflösung  des  Quadrates): 

Fährmann,  Anwendungen  d.  Tnflnit<'simalreclinung.    T.  IV.  5 
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/  X  X^  XX  \ 

18)    *$=*Uc'-r'j-Ä(/  +  «~*)  +  2*  , 
und 

20)    .  =  A(/-r*). 

Mithin   hat  man    für    die    zu   berechnenden   SchwerpuDkt?- 
koordinaten  die  Werte 

X  __  X  x_  __  ^ 

.r(c*-e    *)-yfcfe*+c    *)  +  2i 
21)  i^-*^ ^^ ^— ^ 


e   — e 


und 


il  -2*- 


hie  *-e     *)  +  4.r 
22)  7  =  -^^ s -, . 

IL  Es  sollen  nun,  mittels  der  Gleiclmngen  Nr.  21  und  22, 
Konstruktionen  für  J  und  ^  gefunden  werden.  Dabei  ist  zu- 
erst zu  beachten,  daß  hierfür  die  Strecken  t,  .r  und  y  als  un- 
mittelbar bekannt  anzusehen  sind.  Ferner  hat  man  in  Betraclit 
zu  ziehen,  daß  es  möglich  sein  wird,  die  Bogenlänge  s  aus  Jr 
und  y  zu  konstruieren;  daß  es  mithin  darauf  ankommt,  5  und  ^ 
mit  Benutzung  von  Nr.  21  und  22  als  Funktionen  von  h  .r,  y 
und  s  darzustellen. 

Lösung.    Gemäß  Nr.  12  und  20  hat  man: 

23)  s  =  ^/f'^Tf^ 

es    ist   also    die  Bogenlänge  s   als  Kathete    aus  y   und  i  kon- 
struierbar. 

Femer  gibt  Nr.  12:  * 

*  —  ^  o 

24)  e'  +e    '=-j-yi 

und  Nr.  20  liefert: 
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25)  e'-e    '=jS.  -^ 
Durch  Benutzung  dieser  beiden  Gleichungen  geht  Nr.  21  iiber  in: 

26)  5  =  .^_*Ör=i). 

s 
femer  Nr.  22  in: 

27)  ,=  ;(y  +  ^). 

Wie  diese  Werte  von  J  und  fj  aus  A,  a*,  y  und  s  (oder, 
wegen  Nr.  23,  aus  A,  .r  und  y)  durch  Konstruktion  ableitbar 
sind,  versteht  sich  von  selbst;  es  bedarf  nämlich  nur  der  Be- 
nutzung ähnlicher  Dreiecke. 

Anmerkungen  zu  I  und  II: 
a)  Man  zeige,  daß  die  Gleichungen  Nr.  26  und  27  durch 

28)  5  =  a:  — (y  — ifc)cotT, 
bezüglich 

29)  »;-|(y  +  a;cotr) 

ersetzt  werden  können,  wenn  unter  r  der  Tangentenwinkel  des 
Bogenpunktes  P  verstanden  wird. 

ß)  Femer  weise  man  nach,  daß  die  Schwerpunktskoordinaten 
I  und  7  des  allgemeinen  Eettenlinienbogens  P1P9  bestimmt 
sind  durch  die  GleichuDgen 

30)  t^?ik:z.hli 
und 

31)  ,  =  ?i^9:^fi'?i, 

8^  —  8i 

wenn  unt^  8i  und  8^  die  Bogenlängen  CPi,  bezüglich  CP^,  ver- 
standen werden,  unter  ^1  und  71,  bezüglich  ^a  ^^d  1/3,  die  Koordi- 
naten ihrer  Schwerpunkte  (herleitbar  nach  dem  Vorhergehenden). 
y)  Endlich  beachte  man  die  am  Schlüsse  des  Abschnittes  A 
des  §  2  stehende,  auf  Hyperbelfunktionen  sich  beziehende, 
Anmerkung  ß, 

C. 

Der  Schwerpunkt  des  Kreisausschnittes, 

des  Kreisabschnittes  und  der  gewöhnlichen  Wölbsteine. 

L  Man  berechne  zunächst  für  den  materiellen,  gleichförmig 
dichten  Kreisausschnitt  OÄBAi^  welchen  die  Figur  30  (S.  68) 
andeutet,  die  Lage  seines  Schwerpunktes  S,  hierbei  voraussetzend, 
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(laß  jener  Ausschnitt  durch  die  Halbmesserlänge  OÄ  =  a  uuil 
durch  den  Zentriwinkel  AOAi  =  y  gegeben  sei. 


^  /" 


Auch  wende  man  das  Ergebnis  der  Rechnung  auf  die 
Fläche  des  Halbkreises  und  des  Viertelkreises  an. 

Lösung.  Es  liegt  S  (vergleiche  den  vorstehenden  Ab- 
schnitt A)  auf  der  Symmetrieachse  OB, 

Dabei  ist  der  Abstand  OS^  den  wir  wieder  17  nennen,  be- 
stimmt durch  die  Gleichung 

32)  Ffj  =  I  (^  a^di^  I  a  cos  (ö  =  y  a^  /  cos  10  dm\, 

wenn  der  Flächeninhalt  des  Sektors  OABÄi  mit  F  bezeichnet 
und  wenn  der  AVinkel  o)  =  BOF  als  unabhängige  Veränderlielie 
benutzt  wird.*) 

Diese  Gleichung  Nr.  32  spricht  aus,  daß  das  statische 
Moment  des  Gesamtgewichtes  der  Fläche  gleich  ist  der  Summe 
der  statischen  Momente  der  Gewichte  aller  Flächenelemente. 

Aus  Nr.  32  folgt  durch  Ausführung  der  Integration: 

33)  F^y  =  |a^sin|^ 


*)  Der  Satz  von  der  Lage  des  Dreiecksschwerpunktes  soll  liier 
und  im  folgendca  für  bekannt  gelten. 
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Da  nun  bekann  Üicli 
34) 
ist,  so  hat  man: 

35) 

Es  veriiält  sich  also 
36) 


F=\a^r 


2  sin -3  r 

n=i— — «• 


a  =  b: 


wobei  b  und  s  die  in  dem  vorstehenden  Abschnitte  A  genannte 
Bedeutung  haben.     (Sielie  Nr.  4  und  5.) 

Für   die   Halbkreisfläche    gibt   Nr.  36,    wenn    auf    vier 
Dezimalstellen  abgerundet  wird: 


37) 


fl  =  ~-.a  =  0A2Ua; 


für  die  Fläche  des  Viertelkreises: 
38)  fj  =  0,6002  a. 

Anmerkungen  zu  I. 

a)  Man  unterlasse  nicht,  die  Ergebnisse  Nr.  37  und  38  unter 
Benutzung  von  Eartenpapier  dturch  Unterstützungsversuche  zu 
prüfen. 

ß)  Nr.  35  lehrt,  daß  i;  gegen  die  Grenze  y  a  konvergiert,  wenn  y 

gegen  Null  hin  abnimmt.   Die  Anschauung  bestätigt  das.    Beides 
möge  nachgewiesen  werden. 

y)  Man  denke  sich  den  Sektor  AOAi  in  unendlich  viele  un- 
endlich schmale  sektorförmige  Elemente  zerlegt  und  beachte,  daß 
für  jedes  derselben  der  Schwerpunkt  (als  der  eines  Dreiecks)  um 

g  a  vom  Zentrum  0  absteht.    Hieraus  leite  man,  die  Gleichung 

Nr.  4  als  bekannt  voraussetzend,  den  Satz  Nr.  36  ohne  Integral- 
rechnung ab. 

n.  Ein  gleichförmig  *^* 

dichter  Kreisabschnitt 
ÄBAi  (Figur  31)  sei  ge- 
geben durch  die  Halb- 
messerlänge OA=:.a  und 
den  Zentriwinkel  ÄOAx 
=  y.  Man  zeige,  daß 
sein  Schwerpunkt  S  vom 
Zentrum  0  absteht  um 
die  Strecke 
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39) 


sin»  {  r 


a. 


'    Y  —  sin  / 

Auch  wende  man  das  Ei^ebnis  an  auf  den  besonderen  Fall, 
in  welchem  der  Abschnitt  ABA^  eine  Halbkreisfläche  ist. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Das  statische  Moment  des 
Kreisausschnittes  OABAi  muß  gleich  sein  der  Summe  der 
statischen  Momente  des  Kreisabschnittes  ABAi  und  des  Dreiecks 
OÄAi,  alle  drei  Momente  bezogen  auf  die  durch  0  senkreclit 
zur  Winkelhalbierenden  Geraden  OB  gelegte  X-Achse. 

Drückt  man  diese  Bedingung  durch  eine  Gleichung  aus 
und  benutzt  für  dieselbe  den  Satz  Nr.  35,  so  ergibt  sich  (unter 
alleiniger  Anwendung  von  Elementarmathematik)  Nr.  39. 

Letztere  Gleichung  liefert  für  den  in  der  Aufgabe  ge- 
nannten besonderen  Fall,  wie  es  sein  muß,  den  Wert  Nr.  37. 

in.    Die  Stirnfläche  der  gewöhnlichen  Wölbsteine  hat 
die  Form  eines  durch  die  Figur  32  dargestellten  Kreisringaus- 
schnittes AAiCiC.    Man  berechne 
Fig.  82.  fjif  einen  derartigen  Ausschnitt  die 

„yj  Strecke  iy,  um  welche  der  Schwer- 
^  punkt  S  von  dem  Kreismittelpunkte 
0  absteht,  hierbei  voraussetzend,  daß 
die  Halbmesser  OA  »  a,  OC=c  und 
der  Zentriwinkel  y  gegeben  seien, 
auch  der  Satz  Nr.  35  für  bekannt 
gelten  dürfe. 

Das   Ergebnis    der  Berechnung 
wende  man  (zur  Prüfung  desselben) 
an  auf  den  Sonderfall,  in  welchem 
der  Kreisringausschnitt  AAtCiC  zu 
^  Y       einer  Halbkreisfläche  wird. 
■"■^  Andeutungen    zur    Lösung, 

Die  Bedingung,  daß,  bezogen  auf  die 
X-Achse,  das  statische  Moment  des  Ausschnittes  OAAi  gleich 
sein  muß  dem  des  Ausschnittes  OCCi  vermehrt  um  das  des 
Ringausschnittes  AAtCiC,  führt,  durch  eine  Gleichung  ausgedrückt, 
schnell  zu 


-X 


An\      -1   ^^°^^    o'  — c»_  a  8in|y  ai-j-gc  +  c» 
*")    V-,'     i^       -a^  —  c^"'»      '  a-\-c 

2  '  2  '  ' 
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Für  den  genannten  Sonderfall  gibt  dies  wieder  Nr.  37, 
womit  eine  Bestätigung  für  die  Richtigkeit  von  iNr.  40  erhalten 
ist.  (Man  sehe:  Weisbach- Herrmann,  Lehrbuch  der  theo- 
retischen Mechanik,  Seite  214  der  5.  Auflage,  wo  sicli  auch  ein 
Zahlenbeispiel  befindet.) 

D. 
Der  Schwerpunkt  der  Kettenlinienfläche. 

I.  Die  Seilkurve  oder  gemeine  Kettenlinie  ACB^ 
welche  durch  die  Figur  33  dargestellt  wird,  möge,  bezogen  auf 
das  angegebene  Koordinatensystem,  die  Gleichung 


haben,  wobei  x  =  OP,  y  =  PT,  k=OG  ist. 
vorstehenden  Abschnitt  B.) 


(Vergleiche  den 


Fig.  38. 


Man  soll  die  Schwerpunktskoordinaten  ^z=OS*  und 
fl=z  S*S  der  (gleichförmig  dicht  vorausgesetzten)  Fläche  OCFF* 
als  Funktionen  von  x  berechnen. 

Lösung.  Das  statische  Moment  der  Fläche  OCPP*^  deren 
Inhalt  F  heiBen  möge,  muß,  bezüglich  beider  Koordinatenachsen, 
gleich  sein  der  Summe  der  statischen  Momente  ihrer  (der 
F-Achse  gleichgerichtet  gemeinten)  streifenförmigen  Elemente. 
Dies  wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen 
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z 

42)  Fl=(xydx 
und 

X 

43)  Fn=\jy^dx; 

o 

also  gemäß  Nr.  41  durch 

X 

44)  J'5=|/x(e^  +  e~*)(?ur, 

0 

bezüglich 

X 

45)  F^  =  ^f(e^-[.e~^Jdx. 

o 

Bei  einiger  Aufmerksamkeit  bemerkt  man,  daß  die  in  Nr.  44 
und  45  vorkemmenden  Integrale  mit  den  in  Nr.  15  und  16  auf- 
tretenden übereinstimmen.  Demgemäß  hat  man,  entsprechend 
Nr.  18  und  19: 


46) 

Jfl-- 

=  2'f\!  -'    ) 

-k\e'^e    -j  +  2*, 

bezügli 
47) 

ßh 

--I^j-IG^'- 

c    'j  +  2a;  . 

Da 

k  nun, 

laut  Gleichung  Nr.  2 

;  des  §  2,  der  Flächeninhalt 

48) 

-l'G' 

-'-') 

ist,  so 

folgt: 

N 

.r(e*'-r"*)- 

*(e^+r^)  +  2* 

49) 

?  = 

X 

X 

e"'- 

-e    ' 

und 

50^ 

M     — -     

2x 

8(e*_c    *) 
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falls  man  sich,  der  Aufgabe  gemäß,  zunächst  darauf  beschränkt, 
beide  Schwerpunktskoordinaten  als  Funktionen  der  Abscisse  x 
anzugeben. 

Die  Vergleichung  von  Nr.  49  mit  Nr.  21  und  von  Nr,  60 
mit  Nr.  22  lehrt  sogleich  den  sehr  beachtenswerten  Satz:  die 
Abscisse  des  Schwerpunktes  der  Fläche  der  gemeinen  Ketten- 
linie ist  gleich  der  des  Bogens;  die  Ordinate  des  Schwer- 
punktes der  Fläche  beträgt  die  Hälfte  von  der  des  Bogens. 

n.  Hiermit  ist,  gemäß  Nr.  H  des  vorstehenden  Abschnittes  B, 
auch  die  Aufgabe  gelöst:  die  Koordinaten  g  und  tj  des  Flächen- 
schwerpunktes der  Kettenlinie  aus  A,  x  und  y  zu  konstruieren, 
nachdem  man  Nr.  49  und  50  unter  Benutzung  von  y  und  s 
umgeformt  hat.     (Siehe  die  Gleichungen  Nr.  26  und  27.) 

ni.  Ferner  erkennt  man  leicht,  wie  die  Ermittelung  der 
Schwerpunktskoordinaten  der  Fläche  GP'^P  (Figur  33)  auf  die 
der  Fläche  OCPP*  zurückgefülurt  w^erden  kann.  (Vergleiche 
Seite  69  und  70,  nämlich  Nr.  II  und  HI  des  vorstehenden  Ab- 
schnittes C.) 

E. 

Der  Schwerpunkt  der  Oberfläche  eines  Viertelkreis- 
Klostergewölbes. 

Für  den  (gleichförmig  dicht  vorausgesetzten)  zylindrischen, 
der  F-Achse  gleichgerichteten  Gewölbeflächenteil  CNABPC 
(Figur  34)    sei    der  Grundriß  ein   rechtwinkliges  Dreieck  OAB 


Fig.  34. 


^5^' 
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mit  den  gegebenen  Kathetenlängen  OA  =  a,  AB  =  by  die  AVölb- 
linie  CNA  sei  ein  aus  0  beschriebener  Kreisquadrant. 

Man  soll  die  auf  das  rechtwinklige  System  OXYZ  be- 
zogenen Koordinaten  J,  fj  und  f  des  Schwerpunktes  jenes  Kloster- 
gewölbeflächenteiles  berechnen,  ausgedrückt  durch  a  und  h. 

Lösung.  Das  statische  Moment  des  Gesamtgewichtes  der 
Fläche  GNABPC  muß  gleich  sein  der  Summe  der  statischen 
Momente  aller  Elemente  derselben  und  zwar  bezogen  auf  alle 
drei  Koordinatenebenen. 

Da  OL  ==  Xj  LM^  NP  =  y,  MP  =  LN^e  ist,  so  wird 
diese  Bedingung,  w^enn  man  die  Bogenlänge  CN  mit  s  und  den 
Inhalt  der  Gewölbefläche  CNABPC  mit  F  bezeichnet,  aus- 
gedrückt durch  die  drei  Gleichungen 


51) 

Ft=jxyd8, 

■ 

af  =  o 

x=sa 

62) 

Ff,=Jly^ds, 

Z=S0 

«  =  a 

53) 

F^^jj^yds. 

«=0 

Dabei  ist 

xssa 

54) 

F=fyds, 

x  =  o 

b 

55) 

y  =  -a:, 

56) 

e^-^/a'—x^ 

57) 

ds^^/^  +  (il)\ 

Aus  Nr.  56  und  57  folgt: 
8)  ds  = 

Es  gehen  mithin  die  Gleichungen  Nr.  51  bis  54  über  in: 


58)  ds  =   ,_-_---^  dx*) 

/a2  —  .1-2 


*)  Diese  für  den  Kreis  beachtenswerte  Gleichung  kann  leicht 
geometrisch  dargestellt,  also  veranschaulicht  werden.  (-'^ 
sagt  aus,  daß  d8:dx  =  a:  z.) 
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a 

59)  F^^bf-j=^^-=rdx, 

o 
a 

61)  Fi=bjxdx, 

0 

a 

62)  F  =  t  l-j -'\ dx . 


Der  Wert  von  J'g  ergibt  sich  leicht,  wenn   man   zunächst 
beachtet,  dafi  statt  Nr.  59  geschrieben  werden  darf: 

•a«  —  (a»  —  X') 


also 


oder 


J      i/a'-x' 


^='/{7Är-''"'-^>-^' 


63)  Ff-ll^a'f-^.Ji^-f^a'-.'ix\. 

o  o 

Das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  ist  nach  der  Grundformel 

64)  /     ,  —  =  arc  sin  t>  +  Konstante 

an^ebbar;  das  zweite  hat  man  am  schnellsten  durch  geometrische 
Deatung.     (Siehe  §  1,  Gleichung  3  und  14.) 
Es  ergibt  sich  auf  diesem  Wege: 

65)  F^  =  -\  na^b.*) 


•)  Dies  kann  aus  Nr.  59  auch  mittels  der  Substitution 

sc  =  a  cos  u 
abgeleitet  werden.    Sie  führt  auf 

in 

o 

was  sich  nach  einer  sehr  bekannten  Formel  angeben  läßt. 
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Hiermit  ist  auch  Nr.  60  erledigt,  weil 

66)  ^^=2^^^' 
mithin 

67)  Ffi-=j7tab^. 

Femer  folgen  aus  Nr.  61  und  62  mittels  der  Grundformel 


68)  /  trdv  =  — 

./  m  ■ 


m>-l, 


+  1' 
die  Werte: 

69)  Fi;^la^h, 
bezüglich 

70)  F^ab. 

Gemäß  Nr.  65,  67,  69  und  70  hat  man  also  fUr  die  ge- 
suchten Schwerpunktskoordinaten : 

71)  ^=lna, 

72)  *?=8^6, 

73)  f=>; 

oder  für  die  beiden  ersten  näherungsweise: 

74)  5=;ia  =  0,78a, 

75)  ,  =  .^6=0,39&. 

F. 
Der  Schwerpunkt  der  Oberfläche  eines  Kugelgewölbeteiles. 

Um  einen  Punkt  0  sei,  mit  dem  Halbmesser 
0A=  OB^  OC^a, 
ein  Halbkugelgewölbe  konstruiert,  von  welchem  die  Figur  35 
(S.  77)  den  vierten  Teil  andeutet. 

Es  sollen  die  auf  das  rechtwinklige  System  OXTZ  be- 
zogenen Koordinaten  J,  ff  und  f  desjenigen,  gleichförmig  dichten, 
Oberflächenteiles  DAB  berechnet  werden,  für  welchen  der  Winkel 

DOB  =  ß 

ist.     Auch  soll  man  die  Ergebnisse  auf  die  zwei  Sonderfälle 

ß=.BOG=\n 

und 

anwenden. 
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Losung.  Es  sei  LMN  ein  zu  OBG  paralleler  Schnitt. 
Es  werde  ferner  OL  mit  a*,  LM  mit  y,  der  Flächeninhalt  D-4jB 
mit  F^  die  Bogenlänge  DP  mit  s  bezeichnet.  Dann  hat  das 
durch  PM  angedeutete  Flächenelement  den  Inhalt 

76)  dF-^ßyds. 


Figr.  35. 


^Yy<^      M 


Werden  ferner  die  Schwerpunktskoordinaten  dieses  Elements 
.Ti,  yi  und  ^1  genannt,  so  drücken  die  Gleichungen 


77) 
78) 
79) 


FM=JxydF, 

x=o 

F^=jy,dF, 


x  =  o 
x  =  a 


F:=^J0,dF 


die  bezüglich  der  Schwerpunktslage  des  Flächenteils  DAB  zu 
erfüllenden  Bedingungen  aus.  Sie  sagen  nämlich,  daß  das 
statisclie  Moment  dieses  Flächen  teils  gleich  sein  muß  der  Summe 
der  statischen  Momente  aller  Flächenelemente  und  zwar  bezogen 
auf  die  drei  Koordinatenebenen. 

Dabei  ist  dF  durch  Nr.  76  bestimmt.     Ferner: 


80) 


y  s=  j/a^  —  .^2^ 
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Mithin,  gemäß  Nr.  56,  57  und  58, 

Weiter  ist: 

82)  a\  =  iV. 

Endlich  ergibt  sich  leicht,  mit  Beachtung  von  Nr.  5,  welchem  für 
PM  GUtigkeit  hat: 

sin  ß 

83)  y^  =  -j^y; 

sowie 

2  sin2  l  ß 

84)  ^1  =  '  '^  " 


ß         - 

Wegen  Nr.  76  und  80 — 84  gehen  die  Gleichungen  Nr.  77 
bis  79  über  in: 

a 

85)  F^  =  aßf.rd.r, 

o 
a 

86)  Fij  =  a  sin  /S  Hc^^^^¥~  dx , 

o 
a 

87)  Ff  =  2a  sins  l  /s//o2— .r«  d.i-  =  tan|/» .  F^. 

Nr.  85  gibt: 

88)  F^  =  ya\ 

Aus  Nr.  86  folgt,   am  einfachsten  durch  geometrische  Deutung: 

89)  Ffi^\7tsmß.a\ 
Hiermit  wird  Nr.  87  zu 

90)  Ft  =  j7tsm^\ß.a\ 

Ferner  ist  aus  der  Elementargeometrie  bekannt,  daß 

91)  F=ßa^. 

Man  hat  also,  gemäß  Nr.  88—91,  für  die  gesuchten  Schwer- 
punktskoordinaten des  Gewölbeflächenteiis  DÄB  die 
Werte: 

Ö2)  ?=./«'. 
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94)  f  =  .^  TT  -     ^-—  a. 


ß 

In  dem  durch  die  Aufgabe  genannten  ersten  Sonderfalle  ist 
hiemach: 

95)  5  =  ,  =  f=.^a. 

Für  den  zweiten  Sonderfall  geben  die  Gleichungen 
Nr.  92 — 94,  bei  Beachtung  des  bekannten  Satzes 

T .     sin  0) 

96)  Lim =  1.  ai*=o, 

die  Werte: 

97)  $=i-a,  iy  =  l/ra,  f  =  0. 

Anmerkungen.     I.    Letztere  Werte  (Nr.  97)  stimmen, 

5  und  §1  anlangend,  nicht  überein  mit  denen,  welche  aus 

Nr.  5.    für    den    Viertelkreisbogen    folgen;    nämlich    mit 

2 
j  — 5  ^  — .  _  05       Diese    Nichtübereinstimmung   rührt    daher, 

TT 

daß  in  dem  einen  Falle  ein  gleichförmig  dichter  Quadrant 
vorliegt,  in  dem  anderen  (Nr.  97  betreffenden)  ein  un- 
gleichförmig dichter. 

n.  Der  vorstehende  Abschnitt  F  behandelt  einen  spe- 
ziellen Fall  der  Theorie  der  Schwerpunktsberechnung  der 
Umdrehungsflächen.  Näheres  über  diese  Theorie: 
Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Li- 
tegralrechnung,  §  18,  Abschnitt  F.  —  Kraft,  Probleme 
der  analytischen  Mechanik;  Bd.  I,  S.  569  —  575;  auch  S.  603, 
Nr.  4. 

G. 

Der  Schwerpunkt  des  Volumens  eines  parabolischen 
Elostergewölbes. 

Für  den  gleichförmig  dichten  Bauminhalt  V  des  Gewölbe- 
teUs  OÄBC  (Fig.  17  auf  S.  43)  soUen  die,  auf  das  System  OXYZ 
bezogenen,  Koordinaten  J,  iy,  f  des  Schwerpunktes  S  berechnet 
werden,  und  zwar  als  Bruchteile  der  Abmessungen 

OA  =  a,  AB-=b,  OC -=- c, 
welche    man    als    gegeben   voraussetzt.      (Vergleiche    §  7,    Ab- 
schnitt C;   auch  §  10,  Abschnitt  A.) 
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Lösung.  Die  Strecken  OL,  LM^  MF  sollen,  wie  in  dem 
Abschnitte  A  des  §  10,  wieder  ,r,  y,  z  heißen.  Dann  sind  die 
gesuchten  Koordinaten  J,  ^,  f  bestimmt  durch  die  drei  Gleichungen: 

a 

98)  Vli=jxyedx, 

o 

a 

99)  Vti^^ljy^gdx, 

O 

a 

100)  FJ:=  *Jy«»da-, 

o 

in  denen,  nach  §  7,  Nr.  12, 

101)  V-^\ahc 
ist 

Ferner  hat  man,  gemäß  Nr.  4—7  des  §  10: 

102)  * 
und 

103) 

Damit  gehen  die  Gleichungen  Nr,  98 — 100  über  in: 

a 

104)  7%  =  -~  (x^  (a*  —  .r«)  dx , 

o 
a 

105)  F,  =  ^*^y.r^(a^-.r*)d.c, 

o 

a 

106)  r:=.^^Jx(a'-x'fdx. 

o 

Die  Art   der  Bereclmung   der  in  Nr.  104—106  vorkommenden 
Integrale  ist  selbstverständlich. 

Es  ergibt  sich:  ' 

107)  V^='^.ybc.       *  j 

108)  Vfj^l,a¥c,  I 

109)  V^^labcK  I 


y 

■"" 

a 

X 

=r 

c  — 

c 

.r« 

= 

e(,oi' 

a^ 

x^ 
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Folglich  hat  man,  laut  Nr.  101,  fiir  die  verlangten  Schwer- 
ponktskoordinaten  die  Werte: 

110)  g  =  Aa,,  =  i6,J:=i(:. 

H. 

Anregungen  und  Anmerkungen,  welche  Schwerpunkts- 
berechnungen betreffen. 

L  Bezüglich  der  Schwerpunkte  der  Bögen  ebener 
Linien  sehe  man  (zur  Erweiterung  der  vorstehenden  Ab- 
schnitte A  und  B) :  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen 
Mechanik,  Teil  I,  Seite  37—44  der  2.  Auflage.  —  Kraft, 
Probleme  der  analytischen  Mechanik,  Band  I,  Seite  530 — 542, 
600 — 601.  —  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte, 
Band  I,  Seite  84—86,  Nr.  5  und  6  der  2.  Auflage. 

Es  sind  liier  die  Schwerpunkte  der  Bögen  sehr  vieler 
ebener  Kurven  behandelt  (von  denen  für  die  Bauwissenschaft 
vorzüglich  der  Kreis,  die  Parabel,  die  Ellipse,  Hyperbel 
und  Kettenlinie  in  Betracht  konanen).  Auch  ist  in  den  ge- 
nannten Werken  auf  veränderliche  Dichtigkeit  der  Linien 
eingegangen. 

n.  Näheres  über  die  Schwerpunkte  ebener  Flächen 
(Abschnitt  C  und  D  des  Vorstehenden)  durch:  Fuhrmann, 
naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  18, 
D;  auch  §  32,  A.  —  Kraft,  Probleme  der  analytischen  Mechanik, 
Band  I,  Seite  546—569,  602,  603  und  605,  Nr.  10. 

HI.  In  Bezug  auf  die  Schwerpunkte  von  Umdrehungs- 
körpern, z.  B.  von  Kuppeln,  Säulen  u.  s.  w.,  sehe  man:  Fuhr- 
mann, Aufgaben  aus  der  analytischen  Statik,  Seite  76 — 79  der 
2.  Auflage.  —  Die  Berechnung  der  Schwerpimktslage  des  von 
einem  parabolischen  Kuppelgewölbe  überspannten  Raumes 
sei  empfohlen. 

IV.  Die  Schwerpunkte  von  Obelisken,  Dammkörpern 
und  Kübeln  finden  im  §  124  der  5.  Auflage  von  „Weisbach- 
Herrmann,  Lelirbuch  der  tlieoretischen  Mechanik"  elementare 
Behandlung. 

V.  Bezüglich  der  Schwerpunkte  ungleichförmig  dichter 
Körper,  etwa  gedrückter  Erdmassen,  möge  „Fuhrmann,  natur- 
wissenschaftliche Anwendungen  der  Integralrechnung**,  §  18,  Ab- 
schnitt G,  beachtet  werden. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Inflnitesimalrec'hnunjf.    T.  IV.  G 
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VI,  Über  näherungs weise  Schwerponktsennittelung 
(welche  in  der  Bauwissenschaft  besonders  für  un  gesetzmäßig 
begrenzte  Körper  in  Betracht  kommt)  sehe  man:  Fuhrmann, 
natorwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  5. 
(Simpsonsche  Regel.)  —  Mehrtens,  technische  Mechanik, 
Seite  509.  —  Weisbach -Herrmann,  Lehrbuch  der  theoreti- 
schen Mechanik,  §  127  der  5.  Auflage. 

Vn.  Für  elementare  Schwerpunktsberechnungen,  nämlich 
für  solche  mit  Umgehung  der  Integralrechnung,  ist  be- 
sonders zu  beachten:  Holzmüller,  lugenieurmathematik,  Teil  I. 
vom  Jahre  1897,  Seite  9—24,  233—261. 


§  13.    Trägheitsmomente.*) 
A. 

Einleitende  Bemerkungen. 

Das     Trägheitsmoment,     Drehungs-     oder     Massen- 
moment T  eines  materiellen  Punktes,    welcher  die  Masse  m 
hat  und  um  die  Strecke  r  von  einer  Drehachse  absteht,  ist,  be- 
zogen auf  letztere,  bekanntlich  definiert  durch  die  Gleichung 
1)  T=mr^. 

Die  Trägheitsmomente  materieller  (mit  Masse  ausgestatteter) 
Linien,  Flächen  und  Körper  ergeben  sich,  wenn  man  die 
ihrer  „Elemente"  summiert. 

Analytische  Ausdrücke  für  diese  Elemente  bietet  die  Diffe- 
rentialrechnung dar.  Ihre  Summierung,  nachdem  sie  gemäß 
der  Gleichung  Nr.  1  das  Differential  des  betreffenden  Trägheits- 
momentes gegeben  haben,  ist  Sache  der  Integralrechnung. 
Man  kommt  dabei  auf  einfache  oder  auf  mehrfache  Integrale, 
je  nachdem  der  Weit  des  betreffenden  Elementes  einen  unend- 
lich kleinen  Faktor  oder  mehrere  unendlich  kleine  Faktoren 
enthält.  — 

Auf  Grund  dieser  einleitenden  Bemerkungen  löse  man,  mit 
Benutzung  bestimmter  einfacher  Integrationen  die  unter  B  bis  F 
folgenden  Aufgaben,  welche  für  die  Bauwissenschaft  be- 
sonders in  Betracht  kommen. 


*)  Man  sehe  den  §18;  auch:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche 
Anwendungen  der  Integralreclinung,  §  21. 
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B. 
Das  Trägheitsmoment  der  gemeinen  Kettenlinie. 

Das  auf  die  Drehachse  OT  (Figur  1  auf  Seite  4)  bezogene 
Trägheitsmoment  T  des  von  x  =  o  bis  x  =  a  gemeinten  Bogens 
der  im  Abschnitte  A  des  §  2  nälier  bezeiclmeten  Seilkurve 
(oder  gemeinen  Kettenlinie)  von  der  Gleichung 


2) 


j,  =  |(e^  +  e-^) 


soll  berechnet  v^rerden,  und  zwar 

a)  ausgedrückt  durch  a,  e,  k^  den  konstanten  (selir  klein 
gedachten)  Bogenquerschnitt  q  und  die  konstante  Dichtigkeit  c, 

ß)  ausgedrückt  durch  a,  A,  j,  «,  die  Bogenlänge  CB  =  s 
und  die  Einsenkungstiefe  DC=c. 

Lösung.  Das  zu  OP=x  gehörende  Bogenelement  von 
der  Länge  ds  hat,  entsprechend  der  Gleichung  Nr.  1,  das  Träg- 
heitsmoment 

3)  d.T=  (qd8)sx^  =  qex'^  /l+y'^d.r. 
Demgemäß  ist 

a 

4)  T  =  j qex^  |/l  +  y'* dx-, 
also,  wegen  Nr.  2, 

a 

5)  T  =  j-  g«r .T»  (e* "+  e~  *)  d.T. 

Nach  sehr  bekannten,  für  die  Berechnung  von  Litegral- 
werten  geltenden  Regeln  und  Formeln  gibt  das: 

6)  r=|ÄJ2J(a2  — 2aÄ;  +  2Ä2)e^  — (a2  +  2aÄ  +  2Ä2)e""^j 
oder 

7)  T=\  kqMa^  +  2  Ä^)  (f  —  e"  ")  —  2  aJc  (e^  +  e"  ^)l 
Es  ist  aber  (man  sehe  §  12,  Gleichung  24  und  25): 

tC 
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und 
9) 


h  ' 


Folglich  kann  Nr.  7  ersetzt  werden  durch 


2aA(c  +  ifc)|. 


10)  r=grir{(a*  +  2Ä«)Ä- 

Mit  Nr.  7  und  Nr.  10  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Anmerkungen.  1.  Man  beachte  die  am  Fuße  der  Seite  ) 
stehende,  die  llyperbelfiinktionen  anlangende,  Bemerkung  ß. 

U.  Femer  sehe  man:  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  ana- 
lytischen Mechanik,  Teil  IT,  Nr.  148  imd  152  der  2.  Auflage. 


Das  Trägheitsmoment  des  Trapezes    und    der    auf  dasselbe 
zurtickführbaren  Formen. 

I.    Ein  gleichförmig   dichtes  Trapez  P1P9Q9Q1,  Figur  36, 
hat  die  Abmessungen 

QiPi  =  ai,  C2P2  =  a2,  QiQ2  =  b, 

die  (sehr  geringe)  Dicke  d, 
^^'  die  konstante   Dichtigkeit  e. 

Man  soll  (ausgedrückt 
durch  Ol,  a2,  6,  d  und  i} 
das  Trägheitsmoment  T  jenes 
Trapezes,  bezogen  auf  die 
mit  Q1Q2  zusammenfallende 
Drehachse  ü  V  berechnen, 
es  zusammensetzend  aus  den 
Trägheitsmomenten  streifen- 
förmiger Elemente,  welche, 
wie  LM  und  NO,  mit  UV 
y     gleichgerichtet  sind. 

Das  Ergebnis    soll  An- 
wendung finden  auf  die  Son- 
derfälle, in  denen 

d)  das  Trapez  in  das  Rechteck  P1IIQ2Q1  übergeht, 
ß)  zu  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  QiPiQ-i  '^'ird. 

Lösung.     Man  hat  zunächst 
11)  T=T^-\-T2. 
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wobei   Ti    das  Trägheitsmoment   des    Rechtecks   Q^PiRQ2  be- 
deutet and  T2  das  des  rechtwinkligen  Dreiecks  P1P2R. 
Wird  Q2M  mit  y  bezeichnet,  so  ist 
dT^  =  (bdy)Ö€.y^; 
also 


12)  T^  =  hdsfy^dy. 


Das  gibt: 

13)  Ti=  Jd«ai'6. 

Wird  femer  unter  iy  die  Strecke  Q2O  verstanden,  so  hat  man: 
dT2  =  {N0.dfi)ds,fi\ 


mitliin 


Daher 


dT2  =  h^ "Ldsfdfi, 

a2  —  <h 


hds 


"2  —  'hj 


also 

15)  T2  =  ,?jd«(V  +  ««*0i  +  aj0i*  — 3ai')ft. 
Demnach  ist,  lant  Nr.  11,  13  und  15, 

16)  T=.^<f«(V  +  Vfl.  +  <»i«»*  +  a»*)ft, 
oder 

17)  r=ld.(«,«  +  a,')(a,  +  a,)6=;«J«?j4_«i?i^% 

das    auf   die    Achse    ÜV   bezogene    Trägheitsmoment    des 
Trapezes  PiPjöaöi- 

Für   das    Rechteck  PiBQ^Qi    (Sonderfall  a)    geben    die 
Gleichungen  Nr.  16  und  17: 

18)  T=l-d€ai'^b, 

übereinstimmend  mit  Nr.  13;    für    das    rechtwinklige   Dreieck 
QjPaQ,  (Sonderfall /J)  liefern  sie: 

19)  T=,2rf*a,»&, 
entsprechend  der  Gleichung  Nr.  15. 
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Anmerkungen,  a)  Bezeichnet  man  mit  m  die  Masse  des 
Trapezes  PiPsQaQi,  bezüglich  die  des  Rechtecks  P1RQ9Q1  und 
des  Dreiecks  QiPaQs,  so  hat  man  (gemäß  Nr.  17,  18  und  19)  ftir 
die  drei  Trägheitsmomente  die  Werte 

20)  I  m  (a,^  +  0,3),  J-  m(H\  |  ma^K 

Aus  diesen  folgen  sogleich  die,  bekanntlich  durch  die  Gleichung 

21)  T^m'Q^ 

definierten,  Beträge  der  Trägheitshalbmesser  ^  (welche   sich 
leicht  konstruieren  lassen). 

ß)  Vergleiche:  Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit;  I,  §  214 
(wo  auch  die  Beziehung  zu  den  Winkeleisen,  T-Eisen,  Bahn- 
schienen u.  s.  w. -erwähnt  ist). 


Fig.  37. 


^. 


n.  Man  berechne,  mit  Be- 
nutzung der  Gleichungen  Nr.  16 
oder  17,  das  auf  die  Achse  UV 
bezogene  Trägheitsmoment 

a)  des    Dreiecks    P1P2P3 
(Figur  37), 

ß)  des  Vierecks  PiPjPjP^ 
(Figur  38), 

r)  desn-EcksPiP,P8...P^ 
(Figur  39,  Seite  87), 


ausgedrückt  durch  die  Höhen 

.   die  Breiten 

die  (sehr  geringe)  Dicke 
d  und  die  konstante 
Dichtigkeit  «. 

Andeutungen  zur 
Lösung.  Für  das  auf 
die  Achse  UV  bezogene 
Trägheitsmoment  Tdes 
Dreiecks PjPjPj  hat 
man: 


^- 
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Fig.  8«. 


22)  T=r,-r,-r3, 

wobei  Ti,  T,  und  T,  die  Trägheitsmomente  der  Trapeze  öi  Pi  Pj  ^2, 
QiPiPzQz  und  es-Pa-Pj^a  bezeichnen. 

Gemäß  Nr.  16  oder 
17  ist  jedes  der  in 
Nr.  22  rechts  stehenden 
Momente  bekannt;  mit- 
hin hat  man  auch  T. 
(Siehe:  Winkler,  Ela- 
sticität  und  Festigkeit; 
Teü  I,  §  213.) 

Ebenso  liegt  die 
Sache  für  das  Viereck 
und  für  das  Vieleck. 


ß,    o.Q. 


III.  a)  Man  zeige  ferner,  daß  das  (auf  eine  Achse  TJV  be- 
zogene) Trägheitsmoment  einer  beliebigen,  ganz  oder  teilweise 
krummlinig   begrenzten  Fläche  Pi  P2  Ps P«    (Figur  40) 


\KsLii.. 


(/■ 


Q,Q,Q.Q,.A    Q..»Q, 


näherungsweise  erhalten  werden  kann  als  algebraische 
Summe  der  Trägheitsmomente  von  Trapezen,  also  mittels  der 
Gleichungen  Nr.  16  oder  17. 

/J)  Auch  möge  gezeigt  werden,  daß  (in  der  durch  die 
Figur  41,  Seite  88,  angedeuteten  Art)  die  algebraische  Summe 
der  Trägheitsmomente  von  Rechtecks  flächen  (Gleichung  Nr.  18) 
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Daherungsweise  an  die  Stelle  des  Trägheitsmomentes  einer  solchen 
beliebig  begrenzten  Fläche  gesetzt  werden  darf. 

Fig.  41. 


y)  Endlich  zeige  man,  wie  sich  die  „Simpsonsche  Regel" 
(Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integral- 
rechnung, §  5)  zur  näherungsweisen  Berechnung  der  Trägheits- 
momente beliebig  begrenzter  ebener  Flächen,  z.  B.  der  Quer- 
schnitte von  Eisenbahnschienen,  benutzen  läßt.  (An  die 
Stelle  der  Inhalte  der  in  der  Simpsonschen  Regel  vorkommenden 
Flächenstreifen  treten  die  Trägheitsmomente  derselben.  Siehe: 
K.  V.  Ott,  Baumechanik,  Teil  H,  Seite  120—122  der  2.  Auflage. 
—  Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit;  Teil  I,  §  219,) 

IV.  Bezüglich  der  Trägheitsmomente  (Biegungsmomente) 
von  Dreiecken,  Vierecken,  Vielecken  und  der  auf  diese 
zurückführbaren,  für  die  Technik  besonders  in  Betracht 
kommenden  Formen  (z.  B.  kreuzförmige,  rahmenformige 
und  T- förmige  Querschnitte)  beachte  man  besonders  folgende 
Literatur: 

Grashof,    Elasticität    und   Festigkeit;    2,  Auflage   (1878), 

Seite  61  und  62. 
V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik;  Teil  H,  Seite  112—120 

der  2.  Auflage. 
Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik;   5.  Auflage;    §  227—230    (Seite  443  —  453);    auch 
§  312  (Seite  696  und  697). 
Winkler,    Elasticität  und  Festigkeit;   Teil  I,  §  209—216 
(d.i.  Seite  199-205). 
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D. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Kreisfläche. 

Eine  materielle  Kreisfläche  sei  gegeben  durch  ihre  Halb- 
messerlänge a,  ihre  (konstante  und  sehr  geringe)  Dicke  d,  sowie 
durch  ihre  (konstante)  Dichtigkeit  e. 

Das  Trägheitsmoment  T  bezüglich  einer  senkrecht  zur 
Fläche  stehenden  und  durch  den  Mittelpunkt  derselben  gehenden 
Drehachse  soU  durch  bestimmte  einfache  Integration  berechnet 
werden. 

Lösung.  Ein  kreisringförmiges,  zum  Halbmesser  r  ge- 
hörendes Element  von  der  Breite  dr  hat  das  Trägheitsmoment 

23)  dT=(2nrdr)d€  .r\ 
Mithin  ist 

a 

24)  T=2ndefr^dr, 

o 

also 

25)  T=  Indea^; 
oder 

26)  1=1  Ma\ 

wenn  mit  M  die  Masse  der  Kreisscheibe  bezeichnet  wird. 

E. 

Das  Trägheitsmoment  eines  geraden  Kreiszylinders. 

Der  Grundflächenhalbmesser  sei  a,  die  Höhe  ä,  die  Dichtig- 
keit €.  Man  berechne  das  bezüglich  der  Achse  des  Zylinders 
vorhandene  Trägheitsmoment  T  durch  einfache  bestimmte  Inte- 
gration 

a)  unter  Benutzung  kreisscheibenförmiger  Elemente  und 
mit  Verwendung  der  vorstehenden  Gleichung  Nr.  25; 

ß)  ohne  letztere,  mit  Benutzung  von  Elementen,  welche  die 
Form  unendlich  dünner  Hohlzylinder  haben.^, 

Andeutungen  zur  Lösung.  Entsprechend  der  Gleichung 
Nr.  25  hat  ein  (zur  Achse  senkrecht  liegendes)  kr  eis  scheiben- 
förmiges Element,  dessen  Grundfläche  um  a  und  dessen  Deck- 
fläche um  a-\-da  von  der  Zylinderbasis  absteht,  das  Trägheits- 
moment 

27)  dT=  \nBaf'dz. 
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Mithin  ist 

h 

28)  T=j\nsa^dz. 

0 

Hingegen   hat  ein  Hohlzylinder  mit  dem  inneren  Halb- 
messer r  und  dem  äußeren  r  -^^  dr  das  Moment 

29)  dfT=(2  7rrÄdfr)«r2; 
also  ist 


a 

30)  ^=/ 


2  nshr^  dr. 


Die  Gleichungen  Nr.  28  und  30  geben: 

31)  T=lnea^h=l-Ma^, 
wobei  M  die  Masse  des  Zylinders  bezeichnet. 

Anmerkungen.  I.  Bei  Benutzung  der  Gleichung  Nr.  25,  zur 
Ableitung  Ton  Nr.  31  aus  Nr.  28,  bringt  man,  streng  genommen, 
eine  Doppelintegration  zur  Anwendung,  weil  Nr.  25  durch 
eine  einfache  Integration  gewonnen  ist  (aus  Nr.  23)  und  Nr.  28 
eine  nochmalige  einfache  Integration  verlangt. 

n.  Daß  aus  Nr.  31  auch  das  Trägheitsmoment  des  Hohl- 
zylinders (bezogen  auf  seine  Achse)  entnonmien  werden  kann, 
versteht  sich  wohl  von  selbst. 

F. 

Das  Trägheitsmoment  eines  geraden  Kreiskegels. 

Es  sei  der  Kegel  gegeben  durch  seine  Höhe  Ä,  seinen 
Grundflächenhalbmesser  a  und  seine  Dichtigkeit  «.  Das  bezüg- 
lich der  Achse  des  Körpers  vorhandene  Trägheitsmoment  T 
möge  berechnet  werden 

a)  unter  Benutzung  kreisscheibenförmiger  Elemente,  mit 
Verwendung  der  als  bekannt  vorausgesetzten  Gleichung  Nr.  25; 

ß)  ohne  diese,  unter  Benutzung  hohlzylindrischer  Ele- 
mente. 

Andeutungen  zur  Lösung,  a)  Ein  kreisscheiben- 
förmiges Element,  welches  so  liegt,  wie  das  im  vorhergehenden 
Abschnitte  (E)  verwendete,  hat,  gemäß  Gleichung  Nr.  25,  das 
Trägheitsmoment 

32)  dT=  Insfa^^^Ade, 
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Dies  führt  auf 


33) 


gibt  also: 

34)  T=l^nsa^h. 

ß)  Ein  hohlzylindrisches  Kegelelement  mit  dem  inneren 
Halbmesser  r  und  dem  äußeren  r-\-dr  hat  das  Trägheitsmoment 

35)  dT  =  (2 nr  .  ^^^ Ä  .  dr)  « .  r^ 
Das  gibt: 


36) 


T=ll!^Jr-(a-r)dr. 


was  ebenfalls  auf  Nr.  34  führt. 

Anmerkungen.  I.  Zu  Nr.  34  beachte  man  die  am  Schlüsse 
des  Yorhergehenden  Abschnittes  E  stehende  (auf  Nr.  25  sich  be- 
ziehende) Anmerkung  I. 

n.  Mit  Nr.  34  hat  man  selbstverständlich  auch  das  Trägheits- 
moment des  abgestumpften  Kegels. 


G. 
Anregungen  und  Anmerkungen.    Literaturangaben. 

I.  Über  Trägheitsmomente  der  Parabelfläche,  des  Kreis- 
abschnittes und  Kreisausschnittes,  des  Yollkreises  und 
der  Ellipsenfläche  sehe  man: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung; 3.  Auflage,  §  183. 

Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik; 5.  Auflage,  §  318. 

Winkler,  Elastioität  und  Festigkeit;  Teil  I,  §  216—218 
(Seite  205—208). 

II.  Bezüglich  der  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  flacher 
Wellbleche  durch  Zurückfuhrung  auf  eine  aus  kongruenten 
Parabelstücken  gebildete  Wellenlinie,  benutze  man  die  im  „Lite- 
raturverzeichnis*' genannte  Arbeit  von  P.  Feige. 

m.  Über  die  Trägheitsmomente  ebener  Flächen  im  all- 
gemeinen sehe  man  die  in  jenem  Verzeiclmis  angeführte  Ab- 
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handlung  von  0.  Mohr  (Bestimmung  und  graphische  Darstellung 
von  Trägheitsmomenten);  auch:  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik,  Band  XIX,  Seite  921—923,  wo 
F.  Kötter  ausführlich  über  die  Mohrsche  Arbeit  berichtet  hat. 
IV.  Endlich  beachte  man  die  betreffenden  (also  auf  Träg- 
heitsmomente, Widerstandsmomente  oder  Querschnitfcsmomente 
sich  beziehenden)  im  „Literaturverzeichnis**  genannten  Ab- 
handlungen von  Aksnes,  Davies,  Engesser,  JoUes,  Kirsch 
(über  eine  einfache  Charakteristik  von  Quersclmittsformen),  Land 
und  Rosskothen. 


§  14.   Landwertsberechnungen  nnd  Fläohenteilnngen  bei  gesetz- 
mäßig veränderlichem  Einheitswerte.*) 

A. 

Wert  eines  rechteckförmigen  Landteiles. 

I.    An  einem  Verkehrswege  (Straße,  Eisenbahn,  Kanal), 
dessen   Achse   UV  (Figur  42)   ist   und  welcher   die  Breite   2  5 

hat,  liegt  ein  rechteckförmiger 
Land  teil  (Bauplatz,  Feld  oder 
dergleichen)  Qi  -Pi  ^»  Q2  ?  dessen 
Abmessungen 

sind.  Der  Geldwert  w  der  Flächen- 
einheit (etwa  des  Quadratmeters) 
dieses  Landteils  setzt  sich  an  jeder 
Stelle  zusammen  aus  einem  kon- 
stanten Betrage  Co  und  aus  einem 
veränderlichen,  welcher  letztere 
dem  Abstände  von  V  V  umgekehrt 
proportional  und  für  die  Emheit 
desselben  gleich  Ci  ist;  es  hat  also 

jener  Geldwert  längs  der  zur  Südgrenze  Q1Q2  parallelen  Geraden 

Zf  Jf,  die  von  ÜV  um  y  absteht,  den  Betrag 


Fig.  42. 


tV  =  Co-{- 


y 


•) 


*)  Man  vergleiche  die  §§19  und  20. 

**)  Hier  und   in   den  folgenden  Gleichungen   sind   co^   <h   und  y 
positiv  gemeint. 


Digitized  by 


Google 


Einfache  IntegratioDen.  93 

Man  soll  den  Geldwert  W  des  Landteils  QiPiPjQj 
durch  bestimmte  einfache  Integration  berechnen,  ausgedrückt 
durch  a,  6,  «,  Co  und  Cj. 

Femer  soll  man  den  durch  die  Gleichung 

definierten  Mittelwert  m  der  Flächeneinheit  angeben,  wobei 
F  den  Inhalt  des  rechteckigen  Landteils  ^j  Pi  Pj  (^2  bezeichnet. 
Endlich  soU  diejenige  Vergrößerung  V  genannt  werden, 
welche  der  Urwert  JJ  des  Landteils  infolge  des  Verkehrsweges 
erfahren  hat,  falls  die  Gleichung 

3)  JJ=Fc, 
jenen  Urwert  definiert. 

Lösung.  Der  längs  LM  liegende  Flächenstreifen  von  der 
Breite  iy  hat  den  Wert 

4)  äW=^ (Jbdy)  m;  =  6  Tco  +  ^)  dy. 
Es  ist  also 

5) 

mithin 


»  +  a 


W^h{c,  +  '-^)i,; 


«,  «^=ai(..  +  5-(»4?), 


wenn  mit  l  der  natürliche  Logarithmus  bezeichnet  wird. 

Hieraus  folgt  für  den  Mittelwert  der  Flächeneinheit: 

Er  liegt  also  vor,  wo  LM  von  der  Aclise   ÜV  den  Abstand 

a 


8)  y«  = 


r*  +  « 


S 
hat 

Endlich  lehrt  Nr.  6,  daß  die  Wertsvermehrung 

9)  V=lc,l^-^ 

s 

ist. 
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IL  Man  löse  die  im  vorstehenden  Abschnitte  (unter  I)  be- 
handelte Aufgabe  für  die  Fälle,  in  welchen,  statt  Nr.  1,  die 
unter  Nr.  10  bis  13  folgenden  Gesetze  vorliegen,  nämlich 


10) 

«'  =  «»  +  11-' 

11) 

"-^'+i/r 

12) 

1  Ci 

13) 

"  =  «•  +  7  +  ?+- 

4-   *- 

wobei  die  c  wieder  als  positive  Konstanten  gemeint  sind  und  n 
ebenso  vorausgesetzt  ist.*) 

Es  sprechen  diese  Gesetze,  wie  Nr.  1,  aus,  daß  der  Wert 
der  Flächeneinheit  abnimmt,  wenn  der  Abstand  vom  Verkehrs- 
wege wächst;  auch  können  sie  (wie  Nr.  1)  leicht  in  Worte 
gefaßt  werden,  was  nicht  unterbleiben  möge. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Liegt  das  Gesetz  Nr.  10 
vor,  so  ist 

14)  w=Ji(e,+  ^iyy. 

8 

Dies  fuhrt  auf: 


.5)  w=at{c.+  ^^y 


s(s  +  a)' 


Man  hat  also: 

16)  m  =  eo-]- 

daher 

17)  y^=]/s(s-\-a), 

was,  als  geometrisches  Mittel  zu  SiQi  und  /S^iPi,  leicht  kon- 
struiert werden  kann. 
Endlich  hat  man: 

abci 


18)  r= 


s(s  -\-a)' 


*)  Über  die  Berechnung  dieser  Konstanten  aus  gegebenen  Werte- 
paarcn  sehe  man:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwen- 
dungen der  Differentialrechnung,  §  23  und  24  der  2.  Auflage. 
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Wenn  die  Gesetze  Nr.  11,  12  oder  13  vorliegen,  so  ist  die 
Sache  im  wesentUchen  ebenso.     Bei  Nr.  12  sind  die  Fälle 

19)  n=l 

und 

20) 
za  unterscheiden. 


«^1 


in.  Man  berechne  femer  den  Wert  W  des  Rechtecks 
QiPiP2Q2  (Figur  42  auf  Seite  92)  für  den  Fall,  daB  der  Ein- 
heitswert w  nach  dem  Gesetze 


21) 


tO=Co  + 


c2  +  y 

wächst,  wobei  c«,  Ci  und  €2  positive  Konstanten  bedeuten,  y 
jetzt  der  Abstand  von  der  Seite  Q1Q2  sein  soll  und  dabei  ge- 
dacht werden    möge,    daß  letztere   zm*  Achse   eines  Verkehrs- 


weges wird. 


Lösung.      Die  Aufgabe   kommt  im   wesentlichen    auf   die 
unter  I  behandelte  zurück.    Es  ist 


22) 

also 
23) 


o 


IV.  Femer  berechne  man 
den  Wert  TT  eines  rechteckigen 
LandteUs  AB  CD  (Figur  43) 
für  den  Fall,  daß  eine  Ver- 
kehrswegsachse g  ihn  parallel 
zu.  AD  durchschneidet,  der 
Wert  fv  der  Flächeneinheit 
hierdurch  wächst  und  zwar 
nach  dem  Gesetze  Nr.  21, 

Auch  untersuche  man, 
wie  sich  Ui  zu  a  verhalten 
muß,  wenn  W  am  größten 
sein  soll. 

Andeutungen  zur  Lö- 
sung.    Es    ist    der   gesuchte 


Fig.  43. 


A 

B 
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Wert  die  Summe  der  Werte  der  Rechtecke  AEFD  und  EBCF-, 
mithin,  gemäfi  Nr.  23, 

24)  W=ab{c,+  ^l^^^+^?^±^). 

Dies  wird  am  größten,  für 

25)  ai  =  2  a, 

also  wenn  der  Verkehrsweg  das  rechteckige  Landstück  in  der 
Mitte  durcliläufl. 

Anmerkung.  Man  vergleiche  das  aus  Nr.  25  folgende 
Wtnax  niit  den  TT- Beträgen,  welche  vorliegen,  falls  g  mit 
AD  oder  BC  zusammenfallt. 

V.  Als  ein  Gegenstück  zu  IV  berechne  man  den  Wert  W 
des  Rechtecks  AB  CD  (Figur  43  auf  Seite  95)  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  g  eine  Gerade  sei,  von  welcher  ab  der  Flächen- 
einheitswert W7  zunimmt  (statt  abzunehmen)  und  zwar,  nach 
AD  und  BG  hin,  entsprechend  dem  Gesetze 

26)  tv  =  Co  +  Ciy, 

wobei  mit  Co  und  C\  wieder  positive  konstante  Größen  gemeint 
sind.*) 

Auch  ermittele  man,  für  welche  Lage  von  g  (innerhalb 
AB  CD  und  parallel  zu  AD)  der  Landwert  W  am  größten 
oder  kleinsten  ist. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Zunächst  hat  man: 

27)  W=j(bdy)  (Co  +  ci  y)  +  jibdy)  (Co  +  Ct  y). 

o  o 

Das  gibt: 

28)  W=  [ae,  +  |  (a,^  +  a,^)  c,]  6, 

*)  Ein  Zunehmen  des  w  bei  wachsendem  y  kann  z.  B.  dann 
vorkommen,  wenn  die  Gerade  g  der  Figur  43  der  (erschwert 
zugängliche)  geradlinige  Rücken  eines  keilförmigen  Berges  ist 
auf  dessen  zwei  Seiten  die  rechteckigen  Landteile  EBCF  und 
EFDA  liegen;  oder  wenn  von  g  aus,  nach  BCnnd  AD  hin,  die 
Fruchtbarkeit  des  Landteils  zuninmit;  oder  wenn  JBC  und 
AD  die  Grenzen  von  Absatzgebieten  sind,  welche  in  Be- 
tracht gezogen  werden  müssen. 
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oder 

29)  W=[aeo  +  ^(a,^  +  {a-a,y)c,)b. 

Gemäß  Nr.  29  wird  W  am  kleinsten,  für 

30)  ai=}a. 
£s  hat  dann  den  Betrag 

31)  W^,n  =  (co  +  \ac,)F, 

wenn  F  den  Flächeninhalt  des  Rechtecks  AB  CD  bezeichnet. 
(Hingegen  ist 

32)  Wa,^o^Wa,  =  a=(Co+\aCt)F 

falls  die  Gerade  g  mit  AD,  bezüglich  BC  zusammenfallt.) 


Fig.  44. 


B. 
Wert  eines  dreieckigen  Landteiles. 

I.  Für  das  bei  P,  rechtwinklige  Dreieck  PiP^Pj  (Figur  44), 
welches  ein  gproßes  Landstück  darstellen  möge,  sei 

Femer  soU  J7F  die  Achse 
eines  Verkehrsweges  sein, 
der  die  Breite  2^  hat. 

Von  dem  Werte  tv  der 
Flächeneinheit  des  Land- 
stücks PjP^Pg  möge  vor- 
ausgesetzt werden,  daß  er 
(siehe  den  vorstehenden  Ab- 
schnitt A  unter  I)  nach  dem 
durch  die  Gleichung  Nr.  1 
aasgedrückten  Gesetze  ab- 
nehme, wenn  y  (nämlich 
S^M)  zunimmt. 

Man  berechne,  durch 
ein&che  bestimmte  Integra- 
tion, den  Wert  W  des  Land- 
teües  PiPjPs. 

Andeutungen   zur  Lösung.     Da 

aj  +  s  —  y 


33) 


LM-- 


flj  —  ai 


Fuhrmann.  Ajiwcndunge     d.  InflnitestinalreelinunK-    T.  IV. 
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ist,  so  hat  der  längs  LM  liegende  mit  der  Breite  dy  versehene 
Flächenstreifen  den  Wert 

Es  ist  also 

»  +  «, 

Demgemäß   ergibt   sich,    durch  Ausmultiplizieren    und   nachfol- 
gende Einzelintegration, 

n.  Man  löse  die  unter  I  behandelte  Aufgabe  auch  fiir  die 
Fälle,  in  welchen  der  Wert  u)  der  Flächeneinheit  durch  die 
Gesetze  Nr.  10 — 13  (siehe  Seite  94)  bestimmt  ist,  statt  durch 
das  Gesetz  Nr.  1. 

Andeutung  zur  Lösung.  Liegt  das  Gesetz  Nr.  10  vor, 
so  ist,  entsprechend  der  Gleichung  Nr.  35, 

Und  so  weiter,  wie  unter  I. 

in.  Ferner  berechne  man  den  Wert  W  des  dreieckigen 
Landteils  PiP^P^  (Figur  44  auf  Seite  97)  für  den  Fall,  daß 
der  Einheitswert  w  sich  nach  dem  Gesetze  Nr.  21  ändert  und 
dabei  c^  c^,  Cf  und  y  die  daselbst  angegebene  Bedeutung  haben. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Es  ist  dann 

Ol 

Dies  führt  auf: 

3„  ,K=»{-;(«,-»,).-(i-^<-ff±t)'l 

Man  vergleiche  Nr.  36. 

IV.  Es  möge  Nr.  39  zur  Berechnung  des  Wertes  W  eines 
beliebigen  Dreiecks  ABC  angewendet  werden,  dessen  Grund- 
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linie  ÄC  durch  die  Höhe  h  in  die  Abschnitte  bt  und  b2  zerlegt 
wird.  Dabei  soll  in  dem  Gesetze  Nr.  21  unter  y  der  Abstand 
von  AC  verstÄnden  sein. 

V.  Man  berechne  femer  den  "Wert  W  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  PiP^Pg  (Figur  44  auf  Seite  97)  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  für  M?  die  Gleichung  Nr.  26  gilt,  dabei  Co  und  Ci 
positive  Konstanten  sind,  y  aber  den  Abstand  von  QiQa,  nicht 
von  ÜVy  bedeutet     (Siehe  A,  Unterabschnitt  V,  auf  Seite  96.) 

Andeutungen  zur  Lösung.     Es  ist 
«. 

40)  W=  --±-^j(a,  -  y)  (Co  +  c,y)  dy; 

«X 

mithin 

41)  W=^b{(a^  -  ai)  Co  +  tW  +  (hai  —  2ai2)ci}- 
Dies  kann  in  der  Form 

42)  W=  {co  +  I  (aa  +  2a0  Ct)F 

gegeben  v^rerden,  wobei  Fden  Flächeninhalt  des  Dreiecks  PiPjPj 
bezeichnet. 

Hiemach  hat  man  für  denjenigen  Mittelwert  Wm  der 
Flächenefoheit,  welchen  die  Gleichung 

W 

43)  ^n.  =  '^ 

definiert,  den  Betrag 

44)  w„,  =  Co  +  j  («2  +  2ai)ci. 

Er  ist  also  gleich  demjenigen  w,  welches  im  Schwerpunkte 
des  Dreiecks  vorliegt. 

C. 

Wert  eines  trapezförmigen  Landteiles. 

I.  Es  sei  wieder  (vergleiche  die  Figuren  Nr.  42  und  44 
auf  Seite  92  und  97)  UV  die  Achse  eines  Verkehrsweges  von 
der  Breite  2s.  An  ihm  liege  ein  Landteil  Q1P1P2Q2  (Fig^  45 
auf  Seite  100),  welcher  die  Form  eines  rechtwinkligen  Trapezes 
hat.    Die  Abmessungen  desselben  sollen  sein: 

Q,Pi  =  au   Q,P2  =  (h.   QiQ2  =  h. 
Man  berechne,   unter  Benutzung  des  im  Vorstehenden  (unter  A 
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und    B)    Behandelten,     den    Wert   W    dieses    trapezfönnigen 
Landteils 

a)  für  den  Fall,  daß  der  Flächeneinheits-Wert  w  sich  nach 

dem  Gesetze  Nr.  1  (Seite  92)  ändert, 
ß)  für  den,  daß  er  nach  dem  Gesetze  Nr.  10  (Seit«  94)  ver- 
änderlich ist, 
wobei,  wie  früher,  Co  und  C\  positive  Konstanten  bedeuten,  y  den 
Abstand  von  der  Achse  UV  des  Verkehrsweges  bezeichnet. 

Andeutung  zur  Lösung. 
Fig-  *^  Die  gesuchten  Werte  folgen  aus 

den  vorstehenden  Abschnitten  A, 
I  und  B,  I,  bezüglich  A,  11  und 
B,  n,  weü  das  Trapez  Q^  P^P^  Q^ 
sich  aus  dem  Rechteck  Qi  Pi  R  Q-j 
und  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
PiP^R  zusammensetzen  läßt. 

IL  Femer  berechne  man 
den  Wert  W  des  trapezförmigen 
Landteüs  QiPiPtQ^ 

a)  für  den  Fall,  daß  das 
Gesetz  Nr.  21  besteht, 
ß)  für  den,  daß  Nr.  26  Gü- 
tigkeit hat, 
dabei  Co,  Ci  und  c^    positive  Konstanten   sind,    y  den  Abstand 
von  der  Grenzlinie  Q1Q2  bedeutet 

Andeutung  zur  Lösung.  Li  dem  ersten  der  beiden  Fälle 
folgt  W  aus  den  vorstehenden  Abschnitten  A,  III  und  B,  III; 
in  dem  zweiten  aus  A,  V  und  B,  V.  Für  das  Bestehen  des 
Gesetzes  Nr.  26  ergibt  sich 

45)      W=  I  b  {(ai  +  oj)  c.  + 1  (0^2  +  a,a,  +  a,^)  c,) . 

D. 

Wert  eines  vieleckigen  und  eines  beliebig  begrenzten 
Landteiles. 

Der  Flächeninhalt  eines  jeden  Dreiecks  P^P^Ps  (Figur  37 
auf  Seite  86)  läßt  sich  als  die  algebraische  Summe  der  Flächen- 
inhalte rechtwinkliger  Trapeze  ansehen.  Der  Wert  W  eines  jeden 
(JrelQi^kigen   Landteils   ergibt   sich   also,    tiir   jedes    auf  den 


^ 


^ 

^» 

p  ,y^ 

B 

Q. 
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Abstand  von  einer  Geraden  sich  beziehende  Veränderliclikeits- 
gesetz,  aus  den  betreifenden  Werten  der  zagehörigen  Trapeze. 
(Siehe  den  vorstehenden  Abschnitt  C.) 

Dasselbe  gilt  für  das  Viereck  (Figur  38  auf  Seite  86); 
überhaupt  für  das  Vieleck  (Figur  39  auf  Seite  87),  also  für 
jeden  geradlinig  begrenzten  Landteil. 

Näherungsweise  hat  es  auch  für  krummlinig  oder  ge- 
mischtlinig  begrenzte  Landteile  (Figur  40  auf  Seite  87) 
Giltigkeit. 

Bei  sehr  geringen  Genauigkeits -Ansprüchen  können  die 
Werteformeln  des  Rechtecks  (Abschnitt  A  auf  Seite  92)  an 
Stelle  der  des  Trapezes  Benutzung  finden.  Man  sehe  die 
Figur  41   auf  Seite  88,   überhaupt  §  13,  Abschnitt  C. 


Werte  kreisförmiger  Landteile. 

I.  In  den  vorhergehenden  Abschnitten  A  bis  D  (Seite  92 
bis  100)  ist  angenommen  worden,  daß  der  Wert  w  der  Flächen- 
einheit eines  Landteiles  irgend  eine  Funktion  des  Abstandes  y 
von  einer  festen  Geraden  sei.  Er  kann  aber  auch  nach  irgend 
einem  Gesetze  abhängen  von 


dem  Abstände  r,  den  die 
betreffende  Stelle  von  einem 
festen  Punkte  hat. 

Man  denke  sich  bei- 
spielsweise Felder  oder 
einen  Waldbestand  auf 
der  Oberfläche  eines  kreis- 
kegelfbrmigen  Berges  (Fi- 
gur 46*)  oder  eines  kreis- 
kegelförmigen  Kessels  (Fi- 
gur 46^).  Man  nehme  femer 
an,  daß  der  Bestand  jener 
Oberfläche  auszunutzen  sei 
an  dem  Umfange  k  des- 
jenig^en  Kreises  (Figur  46°), 
welcher  der  Grundriß  des 
Kegels  ist. 

Bann  wird  der  Wert«? 


Fig.  46»  bU  46«. 
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der  Flächeneinheit  vom  Mittelpunkte  S*  nach  dem  Umfange  k 
hin  zunehmen;  vielleicht  nach  dem  Gesetze 

46)  w  =  Co -\- CiT -\- e^f^, 

wobei  Co,  Ci  und  Cj  positive  Konstanten  sind,  r  den  veränder- 
lichen Halbmesser  S*P  (Figur  46*^)  bezeichnet,  also  auch  positiv 
gemeint  ist. 

Man  denke  sich  femer,  ebenfalls  beispielsweise,  in  einer 
Wagerechtebene  ein  kreisförmiges  Erzeugungsgebiet  mit  dem 
Halbmesser  8*Ä'  =  a.  (Figur  ^6^.)  Man  setze  dabei  voraus, 
daß  im  Zentrum  desselben  ein  Verkehrsmittelpunkt  sich  be- 
finde, etwa  eine  Ortschaft,  welche  ihren  Bedarf  aus  jenem 
Gebiete  bezieht,  oder  eine  .  Eisenbahn-Haltestelle,  nach 
welcher  die  Erzeugnisse  geschafft  werden  müssen,  oder  ein 
Wirtschaftshof,  von  welchem  aus  jenes  Gebiet  bewirtschaftet 
werden  muß. 

Dann  wird  der  Wert  to  der  Flächeneinheit  vom  Zentrum  S' 
nach  dem  Umfange  k  hin  abnehmen;  vielleicht  nach  dem 
Gesetze 

47)  „  =  ,.+  _^, 

in  welchem  Co,  ^i,  (h  ^^^  ^  wieder  die  bei  Nr.  46  angegebene 
Bedeutung  haben  soUen. 

Nun  berechne  man  den  Wert  W  des  kreisförmigen  Land- 
teils für  die  durch  Nr.  46  und  47  bezeichneten  FäUe. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Das  kreisringförmige  Flächen- 
element zwischen  den  Halbmessern  r  und  r-^-dr  hat  den  Inhalt 

48)  dF=2nrdr; 
mithin  den  Wert 

49)  dW=(2  7trdr)u). 
Demgemäß  ist  im  ersten  der  beiden  Fälle: 

a 

50)  W=  2  7tf(Co  4-  Ci  r  +  Ca  r«)  rdr; 

0 

im  zweiten: 

a 

Aus  Nr.  60  folgt: 
62)  W==  J  TT  (6  Co  +  4  aci  +  3  a%)  a*. 


Digitized  by 


Google 


Einfache  Integrationen.  103 

Aus  Nr.  61  ergibt  sich: 
53)  w=2nj^^a'Co  +  (a  +  c,l^^)e^Y 

n.  Man  löse  die  im  vorhergehenden  Abschnitte  I  behandelte 
Aufgabe  auch  noch  für  einige  andere  Veränderlichkeitsgesetze. 
Zunächst  für  solche,  welche,  wie  Nr.  46,  aussprechen,  daß  der 
Einheitswert  u;  mit  wachsendem  r  zunimmt;  sodann  für  solche, 
welche,  wie  Nr.  47,  aussagen,  daß  w  bei  wachsendem  r  ab- 
nimmt. 

in.  Femer  beachte  man,  daß  mit  der  Berechnung  der 
Werte  von  Vollkreisen  auch  die  von  Kreisringen  und 
Kreisausschnitten  erledigt  ist,  weil  erstere  sich  als  Unter- 
schiede und  letztere  sich  als  Bruchteile  von  Vollkreisen  auf- 
fassen lassen. 

IV.  Endlich  möge  Beachtung  linden,  daß  beliebige 
Flächenausschnitte  näherungsweise  durch  Kreisausschnitte 
ersetzt  werden  können ,  z.  B. 

Fig.  47. 

der  beliebige  Ausscimitt  OÄB^ 
den  die  Figur  47  darstellt, 
durch  den  Kreisausschnitt 
0  J-i^i),  daß  also  die  Werts- 
berechnung beliebig  be- 
grenzter Flächen  auf  die  von 
Kreissektoren  zurückgeführt 
werden  kann,  wenn  der  Ein- 
heitswert eine  Funktion  des  Abstandes  (r)  von  einem  festen 
Punkte  (0)  ist. 

F. 
Teilungen  von  Flächen,  deren  Einheitswert  veränderlich  ist. 

Die  in  den  vorstehenden  Abschnitten  A  bis  E  abgeleiteten 
Flächenwerts-Formeln  können  zur  strengen  oder  näherungs- 
weisen Lösung  von  Teilungsaufgaben  benutzt  werden. 

Man  zeige,  wie  sich  in  diesem  Sinne  die  hier  unter  I  bis  III 
folgenden  Aufgaben  lösen  lassen.*) 

I.    Der    durch    die   Figur  42    (auf  Seite  92)    dargestellte 


•)  Femer  beachte  man  die  im  „Literaturverzeichnis*  genannte 
Arbeit  von  Wilcke.  Sie  ist  aus  der  Praxis  des  Bauwesens 
hervorgegangen  und  gibt  Zahlenbeispiele. 
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rechteckförmige  Landteil  QiPtP^Q^  soll  durch  eine  parallel 
zu  Qi  Qi   liegende  Grenzgerade   in   dem  Werteverhältnis  m :  n, 
z.  B.  2  :  8,  geteilt  werden,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung, 
a)  daß  für  den  Flächeneinheitswert  to  das  Gesetz  Nr.  1 

(von  Seite  92)  gut, 
ß)  daß  für  ihn  das  Gesetz  Nr.  10  (von  Seite  94)  Giltig- 
keit  hat. 
Die  Lage  der  Grenzlinie  ist  zu  berechnen. 
Andeutung    zur   Lösung.      In   dem   Falle  a   kann    die 
Gleichung  Nr.  6  (von  Seite  93)  zur  Berechnung  der  Lage  der 
Grenzgeraden  benutzt  werden;    in    dem  Falle  ß  die  Gleichung 
Nr.  15  (von  Seite  94). 

n.  Das  durch  die  Figur  44  (Seite  97)  angedeutete  recht- 
winklige Dreieck  PiP^P^  sei  durch  eine  Parallele  zu  PiPj 
in  vorgeschriebenem  Werteverhältnisse  (min)  zu  teilen.  Man 
berechne  die  Lage  der  Teillinie  unter  der  Voraussetzung,  daß 
für  die  Veränderlichkeit  des  Einheitswertes  to  das  Gesetz  Nr.  26 
(Seite  96)  gelte. 

Andeutung  zur  Lösung.  Die  Gleichung  Nr.  41  (von 
Seite  99)  kann  benutzt  werden. 

in.  Die  durch  die  Figur  46®  (Seite  101)  dargestellte  Kreis- 
fläche soll  durch  eine  Kreislinie,  welche  S*  zum  Mittelpunkte 
hat,  so  geteilt  werden,  daß  der  Wert  des  inneren,  vollkreis- 
förmigen Teiles  zu  dem  des  äußeren,  kreisringförmigen  sich 
verhält  wie  m :  n.  Der  Halbmesser  des  inneren  Teiles  sei  zu 
berechnen  unter  der  Voraussetzung, 

a)  daß  für  den  Flächeneinheitswert  tv  das  Gesetz  Nr.  46 

(von  Seite  102)  gut, 
ß)  daß  für  letzteren  das  Gesetz  Nr.  47  (Seite  102)  Gütig- 
keit hat. 
Andeutung   zur   Lösung.     Die  Gleichungen  Nr.  52,  be- 
züglich Nr.  58  (von  Seite  102  und  103)  sind  zu  benutzen. 


§  15.   Anregungen  nnd  Anmerkungen^  welche  banwlssenschafüiche 
Anwendungen  einfacher  Integrationen  betreffen. 

Es  sei  die  Benutzung  der  unter  I  bis  XIV  nachstehenden 
Andeutungen  und  Literaturangaben  empfohlen.     Sie  wird 
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sehr  viele  Beispiele  für  banwissens<?haftliche  Anwen- 
duBgen  der  einfachen  Integration  darbieten;  auch  soll  sie 
die  Leser  zu  eigenen  Untersuchungen  veranlassen. 

L 

Näherungsweise  Ersetzung  einer  Funktion  f(jß) 

durch  eine  andere  Funktion  fp  («).•) 

a)  Soll  eine  Funktion  einer  Veränderlichen,  z.  B.  die  Funktion 

1)  f{x)  =  ^/^, 

näherungsweise  durch  eine  andere,  etwa  durch 

2)  (p{x)  =  a  +  ßXy 

innerhalb  bestimmter  Grenzen,  z.  B.  innerhalb  der  Grenzen 
z  =  x^  und  x  =  Xiy  ersetzt  werden,  so  handelt  es  sich  um  die 
Gewinnung  von  n  Gleichungen,  welche  die  n  Koeffizienten  von 
y)(x)  bestimmen;  in  dem  genannten  Sonderfalle  um  2  Gleichungen, 
durch  welche  die  2  Koeffizienten  a  und  ß  bestimmt  sind. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  gewinnen,  wenn  man  die 
Bedingung  stellt,  daß  die  Summe  der  Quadrate  aller 
^Fehler",  oder  —  was  auf  dasselbe  hinaus  kommt  —  daß  das 
arithmetische  Mittel,  Jf,  der  Quadrate  aller  „Fehler'' 
am  kleinsten  sein  soll.**)  Dabei  ist  unter  dem  „Fehler**, 
welcher  F  heißen  möge,  der  Unterschied  Yoiif(x)  und  (p(x) 
verstanden.    Man  hat  also  für  den  vorstehenden  besonderen  Fall: 

8)  F^  —  (yx  —  a  —  ßxy. 

Mithin  muß 

4)       M= — ^ —  f{v^— « — ß^y  ^^ 

zu  einem  Kleinstbetrage  gemacht  werden. 

Näheres  durch:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  An- 
wendungen der  Integralrechnung,  §  7;  femer  durch:  Schlö- 
milch,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  §  38 
der  4.  Auflage.  An  der  letztgenannten  Stelle  ist  z.  B.  gezeigt, 
daß  bei  Festhaltung  der  obigen  Bedingung 

6)  l/^=S+*-« 


•)  Man  vergleiche  §  21,  Abschnitt  I,  wo  dasselbe  für  mehrere 

unabhängige  Veränderliche. 
••)  Siehe  das  unter  ß  Folgende. 
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gesetzt  werden  rnnfi*   falls  x  zwischen  0  und  1  liegt.    Ferner 
wird  daselbst  nachgewiesen,  daß 

6)  ]/l  -(-  a;2  _.  0,93432  +  0,42695  X,  wenn  l>a;>0, 
und 

7)  ^^  =  4 "" T^  +  ¥ ^^  ^®^^  0 <: a: <  1. 

ß)  Man  kann  aber  für  die  näherungsweise  Ersetzung  von 
f{x)  durch  (p(x)  auch  andere  Bedingungen  stellen,  als  die 
unter  a  genannte.  So  kann  man  z.  B.  (was  bei  der  Behandlung 
nur  elementare  Mathematik  fordert)  verlangen,  daß  fiir  n  vor- 
geschriebene Werte  von  x  der  Fehler  der  Näherun gsformel 
gleich  Null  sein  soll. 

Oder  man  kann  verlangen:  Fehlerfreiheit  für  n  —  1  ge- 
gebene Werte  von  x  und  dazu  Flächengleichheit  für  die 
beiden  Kurven,  deren  eine  die  ursprüngliche  Funktion*  f{x)  und 
deren  andere  ihren  Näherungswert  qf(x)  darstellt.  Die  letzt- 
genannte Bedingung  fordert  die  Gleichheit  der  Werte  von 
zwei  einfachen  Integralen. 

Anmerkung.  Über  die  Fehler  von  Näherungsformeln 
von  der  Art,  wie  Nr.  5,  6  und  7,  sehe  man:  Fuhrmann, 
bauwissenschaftliche  Anwendungen  der  Differentialrechnung, 

§28. 

n. 

Graphische  Integration.*) 

Das  graphische  Integrieren  (die  Graphointegration) 
hat  lur  manche  Gebiete,  auch  für  die  der  Bauwissenschaft, 
erhebliche  Wichtigkeit  gewonnen. 

Man  benutze  bezüglich  derartiger  Integration  und  ihrer 
Anwendungen  die  folgende  Literatur: 

Abdank-Abakanovicz,  die  Integraphen  u.  s.  w.  1889. 
(Siehe  das  „Literaturverzeichnis".  —  Im  Anhange,  der 
die  Integralkurve  und  die  graphische  Integration  betrifft, 
befindet  sich  eine  ausfuhrliche  Literaturangabe.  —  Man 
beachte:  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der 
Mathematik,  Jahrgang  1886,  Seite  269;  auch  Jahr- 
gang 1889,  Seite  291  und  292.) 


*)  Siehe  den  Abschnitt  11  des  §  21. 
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Barker,  graphical  calculns;  1896.  (Siehe  den  im  „Lite- 
raturverzeichnis'' genannten  Krauseschen  Vortrag, 
welcher  sich  hauptsächlich  auf  die  neueste  englische 
Literatur  über  graphische  Methoden  in  der  Differential- 
und  Integralrechnung,  insbesondere  auf  das  Barkersche 
Werk  bezieht.) 

Holst,  K.G.,  graphic  Integration.  (American  Machinist, 
1902,  Seite  517—520.) 

Nehls,  graphische  Integration  und  ihre  Anwendung  in  der 
graphischen  Statik;  1877;  2.  Ausgabe  1882. 

,   der  einfache  Balken    auf  zwei  Endstützen;    1885. 

(Zunächst  Seite  1—25.) 

in. 

Der   „durchschnittliche'*,   5,mittlere"  und  „wahrscheinliche" 
Fehler  von  Beobachtungen. 

Man  sehe  bezüglich  dieser  Fehler:  Fuhrmann,  bauwissen- 
schaftliche Anwendungen  der  Differentialrechnung,  §  2,  Ab- 
schnitt D,  Nr.  10.  Femer:  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungs- 
kunde, Band  I,  §  90  und  91  der  3.  Auflage  (wo  es  sich  um 
das  Integral 

oo 

8)  J=  I  xe"*dx 

o 

handelt). 

IV. 

Zielweiten  und  Höhen   bei  Benutzung  eines  Stampferschen 
Nivellierinstrumentes. 

Siehe:  Vogler,  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie;  Teil  11, 
Seit«  255  und  256.  (Es  ist  hier  Gebrauch  gemacht  von  dem 
Satze:  Läßt  sich  die  Funktion  f{x)  näherungsweise  ersetzen 
durch 

Co '\- <hX -{- C2X\ 

so  ist  sie  auch  näherungsweise  durch  das  Integral 

9)  J  =  \(ci  -\-2eiX)dx 
ersetzbar.) 
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V. 
Die  „Arbeit"  einer  Kraft: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung; 3.  Auflage;  §  166  und  167.  (Arbeit  beim 
Einrammen  eines  Pfahles,  oder  beim  Einschlagen 
eines  Nagels.) 

Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Inte- 
gralrechnung; §  24  und  25.  (Arbeit  bei  einer  durch 
Eigengewicht  verursachten  Dehnung;  desgleichen  beim 
Zusammendrücken  der  Luft.) 

Kraft,  Sammlung  von  Problemen  der  analytischen  Mecha- 
nik; Band  TL;  Seite  214  und  215,  Nr.  7.  (Arbeit  beim 
Heraufziehen  eines  Körpers  auf  einer  beliebigen 
Zylinderfläche,  deren  Erzeugende  wagerecht  ist.) 

Weyrauch,  Arbeit.  (Lueger,  Lexikon  der  gesamten 
Technik;  Band  I,  Seite  424—426.) 

VI. 

Elastizität  und  Festigkeit; 

insbesondere:  Belastungslinien,  Biegung,  Bruch,  Deh- 
nung, Druckverteilung,  Formänderungsarbeit,  Knickung", 
Nullachsen,  Spannungen,  Stützlinien,  Trägheitsmomente, 
Widerstandsmomente,  Zerdrückung.*) 

Folgende  Lehrbücher-Literatur,  welche  von  einfachen 
Integrationen  Gebrauch  macht,  sei  zunächst  zur  Benutzung 
empfohlen: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  DijBferential-  und  Inte- 
grabrechnung;  3.  Auflage;  §  202  und  203.  (Relative 
Festigkeit  eines  Trägers,  welcher  an  dem  einen  Ende 
eingespannt,  am  anderen  belastet  ist;  Querschnitt  des 
Trägers  ein  Rechteck  oder  ein  Kreis.) 

Bach,  Elasticität  und  Festigkeit;  Seite  13 — 15  (Gleichungen 
der  Zugelasticität  und  Zugfestigkeit);  Seite  37 
und  38,  51  und  52  (Druckelasticität  und  Druck- 
festigkeit); Seite  53—57,  78—96  (Biegungsanstren- 
gung imd  elastische  Linie). 


♦)  Man  sehe  §  21,  I\';  §  27,  H;  §  33,  DI. 
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Fahr  mann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Inte- 
gralrechnung; §  23.  (Dehnung  eines  stabfomügen, 
senkrecht  aufgehängten  Körpers  durch  sein  Eigengewicht.) 

Gottgetreu,  Lehrbuch  der  Hochbau  -  Konstruktionen ; 
Theü  n,  Seite  68  und  69  (Schubspannungen  oder 
Tangentialspannungen  in  Balken);  Seite  96  und  97 
(Lage  der  neutralen  Achse  eines  gebogenen  Balkens; 
Nullachse). 

Keck,  Vorträge  über  Elasticitätslehre;  Seite  224  —  227 
(Biegung  krummer  Stäbe). 

,  Vorträge  über  Mechanik;  Seite  17 — 27  des  n.Theiles 

(Grundgleichungen  der  Biegungsfestigkeit;  Wider- 
standsmomente verschiedener  Querschnitte;  Veränder- 
lichkeit des  Biegungsmomentes). 

Y.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik;  2.  Auflage  des 
n.  Theiles;  §  12 — 14  (Spannungen  gebogener  Träger); 
§  32  und  33  (Theorie  der  Stützlinie  für  Gewölbe. 
Ableitung  der  DiflFerentialgleichung 

d^y  _   » 

dx^~  H 

der  Stützlinie.  Beziehung  zur  Belastungslinie.);  §  34 
und  35  (Beanspruchung  eines  an  beiden  Enden  ein- 
gemauerten wagerechten  Trägers,  bei  verschiedenartiger 
Belastung). 

Eitter,  Lehrbuch  der  Ingenieur -Mechanik;  2.  Auflage; 
Seite  1 — 13  (Allgemeines  über  Spannungen  und 
Widerstandsmomente);  Seite  199—206  (Biegungs- 
spannungen in  krummen  Balken). 

üblich,  die  Festigkeitslehre  und  ihre  Anwendung;  Seite  21 
bis  32  (Biegungsfestigkeit;  Lage  der  neutralen 
Achse;  Trägheits-  und  Widerstandsmomente  der 
wichtigsten  Querschnittsformen). 

Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik; 5.  Auflage.  §228—230.  (Die  Biegungsmomente 
von  Balken,  deren  Querschnittsformen  sich  auf  das 
Rechteck  oder  das  Dreieck  zurückführen  lassen).  §  232. 
(Maß  des  Biegungsmoments  eines  Cylinders  oder 
Cvlinderabschnittes;    z.  B.  eines    aus    einem  kreis- 
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cylindrischen  Baumstämme  geschnittenen  Brettes.  Es 
handelt  sich  hierbei,  auf  Seite  458,  um  das  Integral 
einer  Funktion  von  der  Form 

11)  f(e)  =  la^  cos*  Sde, 

Auch  wird,  auf  Seite  457,  eine  Ableitung  ohne  Be- 
nutzung der  Integralrechnung  gegeben.)  —  §  233.  (Da.s 
Maß  des  Biegungsmomentes  für  Balken  mit  gesetz- 
mäßig krummlinigen,  z.  B.  parabolischen  Quer- 
schnitten.) —  §373.  (Die  relative  StoBfestigkeit 
eines  wagerecht  liegenden  prismatischen  Bal- 
kens von  der  Länge  Z,  welcher  an  seinen  beiden  Enden 
unterstützt  ist  und  den  Schlag  eines  niederfallenden 
Körpers  aufiiehmen  muß.  Hier  handelt  es  sieh,  bei  der 
Berechnung  des  Bewegungsmomentes  und  der  leben- 
digen Kraft  des  Balkens,  darum,  die  Funktionen 

12)  /•(^)  =  (i_^  +  i^)rfa; 
und 

13)  y  (X)  =  [}  —  -p-  +  -  p-J  ^^ 
zwischen  0  und  g  l  zu  integrieren.) 

Weyrauch,  J.,  Aufgaben  zur  Theorie  elastischer  Körper, 
1885. 

Femer  beachte  man  die  folgenden,  auf  Elastizität  und 
Festigkeit  sich  beziehenden  Abhandlungen,  welche  auch  alle 
von  einfaclien  Integrationen  Gebrauch  machen: 

Bach,  C,  die  Biegungslelire  und  das  Gußeisen.  (Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1888,  Seite  193—199,  221 
bis  226). 

Barkhausen,  Druckvertheilung  im  rechteckigen  Mauer- 
querschnitte. (Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ingen. -Ver.  zu 
Hannover,  1883,  Seite  469— 482.) 

Bredt,  R.,  Zerknickungsfestigkeit  und  excentrischer  Druck. 
(Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch,  Ingen.,  1886,  Seite  621 
bis  625.) 

,   das   Elastizitätsgesetz   und    seine  Anwendung    für 

praktische  Rechnung.    (Ebenda,  1898,  Seite  694—699.) 
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Carlin  g,  W.,  zur  Berechnung  der  Stein-  und  Betonbalken. 
(Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1898, 
Seite  249—253.) 

Chaudy,  F.,  dötermination  des  prismes  d'igale  resistance 
charg^s  de  bout.  (Le  gdnie  civil,  1893,  Band  23, 
Seite  85—86.) 

Durand-Claye,  L.,  memoire  sur  les  procidfe  d'essai  de 
la  resistance  des  pierres,  ciments  etc.  (Ann.  d.  ponts 
et  chauss.,  1888,  II,  173—211.) 

Emp erger.  Fr.  v.,  zur  Theorie  der  verstärkten  Beton- 
platte.  (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver., 
1897,  Seite  351—355.) 

,  die  Knickfestigkeit  in  Theorie,  Versuch  und  Praxis. 

(Ebenda,  1897,  Seite  661—664,  708—717.) 

Engesser,  F.,  über  die  Knickfestigkeit  gerader  Stäbe. 
(Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ingen.-Ver.  zu  Hannover, 
1889,  Seite  455—462.) 

,  über  die  Berechnung  auf  Knickfestigkeit  beanspruch- 
ter Stäbe  aus  Schweiß-  und  Flußeisen.  (Zeitschr.  d. 
österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1893,  Seite  506— 508.) 

Pränkel,  W.,  das  Prinzip  der  kleinsten  Arbeit  der  inneren 
Kräfte  elastischer  Systeme  und-  seine  Anwendung  auf 
die  Lösung  baustatischer  Aufgaben.  (Zeitschr.  d. 
Arch.-  n.  Ingen.-Ver.  zu  Hannover,  1882,  Seite  63 
bis  76.) 

,   das  Prinzip  der  kleinsten  Deformationsarbeit    der 

inneren  Krätte  elastischer  Systeme.    (Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ingen.,  1884,  Seite  513— 515.) 

Francke,    A.,    die    Lage    der    NuUlinie    der    Biegungs 

Spannungen  bei  Annalime  der  Bach'schen  Formel 

(Bauingenieur-Zeitung,  1902,  Seite  131—132.) 

Frye,  A.  J.,  the  practical  column  under  central  or  ec- 
centric  loads.  (Proceedings  of  the  American 
Society  of  Civil  Engineers,  1901,  Seite  23—26.) 

Geusen,  L.,  Studie  über  das  Bach'sche  Gesetz  e  =  a(S^. 
(Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1898,  Seite  463 
bis  466.) 
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Hofmann,  die  Spannungen  in  auf  Biegung  beanspruchten 
Stein-  oder  Betonplatten.  (Deutsche  Bauzeitung, 
1897,  Seite  638—639.) 

Jasinski,  F.,  noch  ein  Wort  zu  den  Knickfragen.  (Schweiz. 
Bauzeitung,  1895,  Band  25,  Seite  172— 175.) 

Keck,  excentrische  Druckbelastung  eines  cjlindrischen 
Mauerkörpers  außerhalb  des  Kernes.  (Zeitschr.  d. 
Arch.-  u.  Ingen. -Ver,  zu  Hannover,  1882,  Seite  301 
bis  304.) 

Kirsch,  die  Theorie  der  Elastizität  und  die  Bediir&isse 
der  Festigkeitslehre.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ingen.,  1898,  Seite  797—807.) 

Koenen,  M.,  abgekürztes  Verfahren  für  die  analytische 
Behandlung  kontinuirücher  Balken.  (Gentralbl.  d. 
Bauverw.,  1882,  Seite  190—195,  198— 200) 

Kriemler,  C.  J.,  die  von  den  Querkräften  hervorgerufene 
Deformation  der  materiellen  Querschnitte  eines  auf  Bie- 
gung belasteten  geraden  rechteckigen  Stabes.  (Allge- 
meine Bauzeitung,  1896,  Seite  41 — 42.) 

Land,  R.,  einfachste  Spannungsermittlung  der  Biegungs- 
festigkeit bei  beliebiger  Belastung.  (Gentralbl.  d.  Bau- 
verw., 1893,  Seite  465—467.) 

,    einfache   Ableitung    der   Eulerschen   Knickformel. 

(Zeitschr.  d,  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1896,  Seite  99 
bis  101.) 

Latowsky,  R.,  die  Biegungselastizität  bei  Körpern  von 
ungleicher  Festigkeit.     (Ebenda,  1897,  Seite  941—943.) 

Mohr,  0.,  welche  Umstände  bedingen  die  Elastizitätsgrenze 
und  den  Bruch  eines  Materials?  (Ebenda,  1900,  Seite 
1524—1530,  1572—1577.) 

Müller-Breslau,  H.,  der  Satz  von  der  Abgeleiteten  der 
ideellen  Formänderungsarbeit.  (Zeitschr.  d.  Arch.- 
u.  Ingen.-Ver.  zu  Hannover,  1884,  Seite  211—214.) 

^   die  Sätze  von  der  Formänderungsarbeit  und  ihre 

Bedeutung  für  die  Festigkeitslehre.  (Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ingen.,  1884,  Seite  577—681.) 

,  zu  dem  Artikel;    ^Über  die  Elastizität  der  Defor- 


mationsarbeit.  (Civilingenieur,  1886,  Seite  553—658.) 
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Oesterreicher,  A.  S.,  die  Rey'sche  AulTassung  der  Bie- 

gungsfestigkeit     (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen., 

1892,  Seite  1111—1112.) 
Harnisch,  G.,  Bestimmang  des  wirklichen  Weges,  welchen 

ein  Punkt  eines  belasteten  massiven  Balkens  nach  er- 
folgter Biegung  desselben  zurückgelegt  hat.    (Dinglers 

Polytechn.  Journal,  1901,  Seite  330—331.) 
,  Beitrag  zur  Festigkeitslehre.     (Ebenda,  1902,  Seite 

277—280.) 
Rappaport,   S.,    neuere   Methoden   der   Festigkeitslehre. 

(Schweiz.  Bauzeitung,    1902,    Seite  220—221,   262 

bis  266.) 
Rosskothen,  F.,  Beitrag  zur  synthetischen  Untersuchung 

der  Normalspannungen  in  geraden  Stäben.    (Deutsche 

Bauzeitung,  1897,  Seite  443—448.) 
,    die    Berechnung    von    Querschnittsmomenten    und 

Normalspannungen.     (Ebenda,    1899,    Seite  344  —  345, 

368—371.) 
,    die  Randspannungen  in  Z-Eisen.     (Zeitschr.   d. 

Ver.  deutsch.  Ingen.,  1900,  Seite  1028—1031.) 
Ruttmann,  die  Festigkeit  der  Cementrohre.  (Süddeutsche 

Bauzeitung,  1896,  Seite  192—193.) 
Schulz,  B.,  Beitrag  zur  Biegungsfestigkeit     (Centralbl. 

d.  Bauverw.,  1897,   Seite  264—265.) 
,  zur  Frage  der  Berechnung  gekrümmter  stabförmiger 

Körper.     (Zeitschr.  d.  Ver.   deutsch.  Ingen.,    1899, 

Seite  501—502.) 
Thullie,  M.  R.  v.,  über  die  Berechnung  der  Monierplatten. 

(Zeitschr.   d.   österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,    1897, 

Seite  193— 197i   1902,  Seite  242—244.) 
Vianello,  L.,  graphische  Untersuchung  der  Knickfestigkeit 

gerader  Stäbe.     (Zeitschr.   d.  Ver.  deutsch,  Ingen., 

1898,  Seite  1436—1443;  1899,  Seite  308.) 
We  h  a  g e ,  H.,  analytische  Untersuchun g  verbogener  Schmied- 
eisenstäbe. (Der  Civilingenieur,  1880,  Seite  81— 106.) 
Wilcke,  Druckkräfte  bei  Mauerwerk  unter  Ausschluß  von 

Zugspannungen.      (Centralbl.    d.    Bauverw.,     1901, 

Seite  162—163.) 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Infinitesimalrechnung:.    T.  IV.  8 
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Vll. 
Holz-,  Metall-  und  Steinkonstruktionen; 

insbesondere:  Beton-  und  Betoneisenbaaten,  Bogen, 
Bogenträger,  Brücken,  Dächer,  Fachwerke,  Gitter- 
werke, Gewölbe,  Hängewerke,  Kuppeln,  Monierbauten, 
Sprengewerke,  Träger  und  Tragkonstruktionen,  Wider- 
lager.*) 

Man  benutze  zunächst  folgende  Literatur: 
Autenrieth,    statische    Berechnung   der    Kuppelgewölbe. 
Seite  10 — 15    (K  uppelgewölb  e -Theori  en    von 
Schwedler  und  Föppl). 
Keck,    Vorträge   über   Elasticitätslehre.      Seite  228—231. 
(Bogenträger  mit  zw^ei Kämpfergelenken  in  gleicher 
Höhe;  flacher  Parabelbogen.) 
Tetmajer,  die  Baumechanik.   H.  Theil;  1.  Haltte.  Seite  112 
bis  115.      (Körper  gleicher  Widerstandsfähigkeit 
gegen  Druck.    Sachgemäße  Fundamentbreiten.    Hohe 
Brückenpfeiler  für  Thalübergänge.)  —   Seite  147 
bis  151.     (Die  Walzenlager  eiserner  Brücken   und 
Dachstühle.) 
Femer  beachte  man  die  im  Folgenden  genannten,  auf  YH 
sich  beziehenden  Abhandlungen,    in   welchen    einfache  Inte- 
grationen benutzt  werden: 

Basta,  J.,  Studie  über  die  Elasücität  und  Festigkeit  der 

doppelt  gekrümmten  Träger.    (Allgem.  Bauzeitnng, 

1898,  Seite  27—37.) 
Belliard,    J.-Al.,    memoire    sur   Tencastrement   des  arcs 

paraboliques  et  des  arcs  circulaires.     (Ann.  d.  ponts 

et  chauss.,  1895,  I,  375—421.) 
Boulongne,  L.   de,  et  Bedaux,  note  sur  le  calcul  des 

arcs  metaUiques  surbaiss^s  de  section  peu  variable 

(Ebenda,  1902,  I,  135-180.) 
Bräuler,     Ziegeisteinge  wölbe     aus     verzahnten    Ringen. 

(Centralbl.  d.  Bauverw.,  1890,  Seite  263— 266.) 
Burchard,  A.,  die  Knickfestigkeit  der  Träger.     (Ebenda, 

1898,  Seite  322—323.) 


♦)  Siehe  §  21,  V;  §  27,  TIT:  §  3:^  Vf. 
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Collignon,  Ed.,  notc  sar  le  calcul  des  ponts  mätalliques. 

(Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1888,  ü,  137—172.) 
,  note  8ur  la  m^thode  des  deux  surcharges  continues 

pour  le  calcul  des  ponts  mätalliques  ä  poutres  droites. 

(Ebenda,  1895,  H,  5—76.) 
Ende,  M.  a.,  tlieory  of  a  parabolic  arch  with  three  pivots. 

(The  Engineer,  1893,  Band  75,  Seite  307—809.) 
Engesser,  Fr.,  die  Sicherung  offener  Brücken  gegen  Aus- 
knicken.    (Centralbl.   d.  Bauverw.,   1884,   Seite  415 

bis  417.) 
,    Nebenspannungen    der  Fachwerkstäbe   bei   steifen 

Knotenverbindungen.      (Zeitschr.    d.    Ver.    deutsch. 

Ingen.,  1888,  Seite  813—817.) 
,  Beanspruclnmg  des  Baugrundes  bei  den  Widerlagern 

von  Bogenbrücken.     (Centralbl.  d.  Bauverw.,   1900, 

Seite  308—309.) 
,  Einfluß  der  Neben  Spannungen  auf  die  Durchbiegung 

der   Fachwerkträger.      (Zeitschr.    f.  Architektur   u. 

Ingenieurwesen,  1900,  Seite  534 — 538.) 

die    zusätzlichen   Beanspruchungen   durchgehender 


Brückenconstructionen.    (Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1894, 
Seite  305—316.) 
-,  über  Bogenbrücken  mit  elastischen  Pfeilern.  (Ebenda, 


1901;  Seite  313— 351.) 

Fleck,  Beanspruchung  von  Fachwerksträgern  durch  wage-- 
rechte  Kräfte  in  der  Trägerebene.    (Centralbl.  d.  Bau- 
verw., 1886,  Seite  502— 504.  —  Man  sehe  auch:  1887, 
Seite  80.) 

Fränkel,  W.,  Berechnung  eiserner  Bogenbrücken.  (Civil- 
ingenieur,  1867,  Seite  57—76.) 

,  ungünstigste  Belastung  von  Bogenträgem  mit  zwei 

Gelenken.     (Ebenda,  1875,  Seite  585—614.) 

Francke,  A.,  kontinuirliche  Bogenträger.  (Zeitschr.  f. 
Architekur  u.  Ingenieurwesen,  1899,  Heftausgabe, 
Seite  589-600.) 

Füller,  "W.  B.,  the  groined  arch  as  a  covering  for  reser- 
voirs  and  sand  filters.  (Proceedings  of  the  Ameri- 
can Society  of  Civil  Engineers,  1899,  Seite  713 
bis  716.) 

8* 
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Gaudard,  J.,  application  du  Systeme  Cantilever  aux  combles 
metalliques.    (Le  G^nie  Civil,  Band  30,  Seite  89— 92.) 

Geusen,  L.,  einfache  Beziehungen  zwischen  den  Momenten 
statisch  bestimmter  und  statisch  unbestimmter  gerader 
Träger  von  constantem  Trägheitsmoment.  (Zeitschr. 
d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1895,  Seite  401 
bis  405.) 

,  Berechnung  der  Binder  und  Ständer  eiserner  Wand- 
fachwerke. (Zeitschr.  d.  Ver.  deutscli.  Ingen.,  1898, 
Seite  69—76,  88—96;  1900,  Seite  625-680,  708—712.) 

Gnuschke,  H..   Theorie   der  gewölbten  Bögen 

(Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1892,  Seite  73—106.) 

Goebel,  J.,  Berechnung  kontinuirlicher  Träger.  (Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1893,  Seite  1137—1140.) 

Grub  eck,  P.,  Zusatzmomente  in  einer  Hauptträgergurtung, 
hervorgerufen  durch  einseitigen  Anschluß  des  Wind  Ver- 
bandes.    (Ebenda,  1894,  Seite  585—586.) 

Haberkalt,  K.,  der  Neubau  der  Johannes-Brücke  in  Ischl. 
(Allgem.  Bauzeitung,  1899,  Seite  21—42.) 

Häseler,  E.,  Berechnung  eines  I-formigen  Trägers  auf 
Verdrehung  und  Biegung.     (Centralbl.  d,  Bauverw., 

1895,  Seite  233—234.) 

,    Berechnung    der    auf   Verdrehung    beanspruchten 

Brückenquerträger.  (Zeitschr.  d.Ver.  deutsch.  Ingen.. 

1896,  Seite  761—765.) 

Hermanek,  J.,  Einfluß  geneigter  Nivelletten  auf  symme- 
trische Gewölbe.  (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u. 
Arch.-Ver.,  1897,  Seite  565-567.) 

,  Einfluß  von  Temperaturschwankungen  auf  Gewölbe. 

(Ebenda,  1897,  Seite  419.) 

Hoech,  Th.,  Auslegerträger  mit  Mittelstoß.  (Centralbl. 
d.  Bauverw.,  1897,  Seite  113—115,  486—487.) 

Hof  mann,  J.,  Berechnung  des  zweigelenkigen  Bogens. 
(Ebenda,  1885,  Seite  463—464.) 

Hulewicz,  M,,  resistance  au  glissement  longitudinal  dans 
les  poutres  en  tole.  (Nouv.  Ann.  de  la  construct.). 
1892,  84—88.) 
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Koechlin,  M.,  arc  parabolique  supportant  une  Charge 
uniformement  r^paiüe  sur  toute  sa  longueur  et  suivant 
rhorizontale.  (Schweiz.  Bauzeitung,  1887,  I,  Seite 
63—64.) 

Koenen,  M.,  Grundzüge  für  die  statische  Berechnung  der 
Beton-  und  Betoneisenbauten.  (Centralbl.  d.  Bau  verw., 
1902,  Seite  229-234.) 

Kriemler,  J.,  eine  Anwendung  der  Formeln  für  die  Neben- 
spannungen der  Fach werksstäbe.  (Allgem.  Bauzeitung, 
1894,  Seite  37—40.) 

Krohn,  R.,  die  neue  Ferdinands -Brücke  über  die  Mut  in 
Graz.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1883, 
Seite  559-565.) 

Kulka,  S.,  die  Berechnung  großer  gewölbter  Brücken. 
(Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1894, 
Seite  365—369,  377—381.) 

Labes,  J.,  über  Berührungskipplager  mit  doppelter  Krüm- 
mung. (Centralbl.  d.  Bauverw.,  1889,  Seite  339—342.) 

,  die  Durchbiegung  gleichmäßig  belasteter  Parabel- 
träger.    (Ebenda,  1892,  Seite  399—400.) 

Landsberg,  Berechnung  freitragender  Wellblechdächer. 
(Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1891,  Seite  381—396.) 

,  Beitrag  zur  Theorie  der  Gewölbe.     (Zeitschr.  d. 

Ver.  deutsch.  Ingen.,  1901,  Seite  1765-1772.) 

L6vy,  M.,  note  sur  l'influence  d'un  inögal  6chauffement 
des  deux  semelles  d'une  poutre  h  appuis  surabondants. 
(Le  Ginie  Civil,  1895,  Band  27,  Seite  349—350.) 

Marloh,  eiserne  Dachbinder  und  Dachbinder  mit  Holz- 
streben und  eisernem  Spannwerk.  (Zeitschr.  f.  Bau- 
wesen, 1892,  Seite  565—576.) 

Martain-Coulomb  et  Darifes,  construction  d'un  nouveau 
rdservoir  d'eau  ä  Paris  (Charonne).  (Nouv.  Ann.  de 
la  construct.,  1898,  193—201,  217—224.) 

Melan,  J.,  Berechnung  der  Fülirungsgerüste  von  Gas- 
behältern. (Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1892,  Seite  417 
bis  456.) 

Mensch,  L.,  the  design  of  columns  for  sheds  exposed  to 

wind (Engineering  News,  Vol.  XLIII,  1900, 

Seite  79—80  und  211.) 
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Metcalf,  L.,  the  groined  arch  as  a  covering  for  reservoirs 
and  sand  filters.  (Proceedings  of  the  American 
Society  of  Civil  Engineers,  1899,  Seite  290—312.) 

Morsch,  Nebenspannungen  in  Briickengewölben  mit  drei 
Gelenken.  (Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieur- 
wesen, 1900,  Seite  194—202.) 

Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  der  elastischen  Bogenträger. 
(Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ingen.-Ver.  zu  Hannover, 
1870,  Seite  389—404.) 

,  Beitrag  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Construc- 

tionen.     (Ebenda,   1870,  Seite  41—63;   1877,  Seite  51 
bis  62.) 

Beitrag    zur   Theorie    des   Fachwerks.     (Ebenda, 


1875,  Seite  18—38.) 

Müller-Breslau,  H.,  Vereinfachung  der  Theorie  der  sta- 
tisch unbestimmten  Bogenträger.  (Ebenda,  1884,  Seite 
575—640.) 

,  Elasticitätstheorie  der  nach  der  Stützlinie  geformten 

Tonnengewölbe.    (Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1886,  Seite 
273-304.) 

,  einige  Aufgaben  der  Statik,  welche  auf  Gleichungen 


der  Clapeyron'schen  Art  führen.     (Ebenda,  1891,  Seite 
103—128.) 

,    über  Langersche  Brückenträger.     (Centralbl.  d. 

Bauverw.,  1891,  Seite  349—353.) 

,    die   Berechnung   statisch   unbestimmter   Ausleger- 


brücken.    (Ebenda,  1897,  Seite  501—504,  513—515.) 
-,  Beitrag  zur  Theorie  der  Kuppel-  und  Turmdächer . . . 


(Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1898,  Seite  1205 
bis  1213,  1233—1241.) 

die     Berechnung     achtseitiger     Turmpyramiden. 


(Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1899,  Seite  1126 
bis  1134.) 

Puller,  Ermittelung  größter  Momente  für  Bogenbinder. 
(Organ  f.  d.  Fortschritte  d.  Eisenbahnwesens, 
1897,  Seite  101—103.) 
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Ramisch,  G.,  Ableitung  eines  zweifach  statisch  unbe- 
stimmten Bogenträgers  aus  einem  dreifach  statisch  un- 
bestimmten. (Dingler's  Polytechn.  Journ.,  1901, 
Seite  725—728.) 

,  kinematische  Untersuchung  eines  belasteten  ebenen 

Stabzuges.     (Ebenda,  1901,  Seite  533—536.) 

,    kinematische    Untersuchung    eines    kreisförmigen 

Bogenträgers  mit  Kämpfergelenken (Ebenda,  1901, 

Seite  597—599.) 

,   kinematische  Untersuchung  des  doppelten  Hänge- 


werks.    (Ebenda,  1901,  Seite  213—218.) 

,     kinematische     Untersuchungen     eines     doppelten 

Sprengewerks.     (VerhandL   d.  Ver.  z.  Beförderung 
d,  Gewerbfleißes,  1902,  Seite  35—47.) 

,   Untersuchung   eines    einerseits  eingespannten   und 


andererseits  mit  festem  Auflagergelenk  versehenen  halb- 
kreisförmigen elastischen  Bogens.  (Dingler's  Poly- 
techn. Journ.,  1902,  Band  317,  Seite  581  —  584.) 

,   Untersuchung    eines   Balkens    auf  beliebig   vielen 

Stützen.     (Ebenda,  1902,  Seite  517—521.) 

Beitrag   zur  Theorie   des  Bogens  mit  zwei  festen 


Kämpfergelenken.     (Zeitschr.    d.   österr.  Ingen.-  u. 
Arch.-Ver.,  1902,  Seite  458—459.) 

-,  kinematische  Untersuchung  eines  halbkreisförmigen 


Bogenträgers (Ebenda,  1902,  Seite  816—820.) 

-,    Untersuchung    der   Endversteifung    einer   Balken- 


brücke.    (Dingler's  Polytechn.  Journ.,   1902,  Seite 
682—684.) 

Basal  et  Alby,  notes  sur  la  construction  du .  Pont 
Alexandre  III.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1898,  IV, 
59—144.) 

Röthlisberger,  J.,  calcul  de  la  pouss^e  de  l'arc  ^lastique 
k  deux  pivots.  (Schweiz.  Bauzeitung,  1887,  I,  73 
bis  75.) 

Rosshändler,  J.,  Anwendungen  und  Theorie  der  Beton- 
eisen-Konstruktionen.  (Ebenda,  1900,  H,  Seite  129—133.) 
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Rossi,  L.  V.,  travature  in  ferro  ed  in  legno.  (Annali 
della  societä  degli  ingegneri  e  degli  architetti 
Italiani,  1898,  parte  ü,  421—440;  1899,  parte  ü, 
43—52,  97—115.) 

,    suUa   freccia    d'  inflessione   nelle   travi  metalliche 

rettilinee  su  dae  appoggi  ....  (Ebenda,  1900,  Seite 
153—181.) 

Schmidt,  J.,  theoretische  Betrachtung  aber  einen  halb- 
kreisförmigen in  Scharnieren  gelagerten  Bogenbinder. 
(Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1892,  Seite  511 
bis  516,  595—600.) 

Schneider,  A.,  zusammengesetzte  Träger.  (Zeitschr.  d. 
österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1899,  Seite  649—663, 
672—676,  688—698.) 

Schulz,  B.,  Auslegerträger  mit  Mittelstoß.  (Centralbl.  d. 
Bauverw.,  1897,  Seite  210— 211;  1898,  Seite  121—123.) 

,  über  die  Berechnung  mehrfach  statisch  unbestimmter 

Systeme.  (Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieur- 
wesen, 1898,  Seite  58—70,  158—174.) 

Souleyre,  memoire  sur  les  arcs  articul6s  et  les  arcs  en- 
castrfe.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1895, 1,  618—657.) 

,  note  sur  Temploi  de  quatre  types  d'arcs  dans  les 

ponts,  viaducs  et  fermes  mötalliques  de  grande  port^e. 
(Ebenda,  1896,  I,  600-662.) 

Speer,  0.,  Beitrag  zur  Berechnung  von  steifen  Querrahmen. 
(Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieurwesen,  1901, 
Seite  185—191.) 

Stark,  F.,  Beitrag  zur  Theorie  statisch  unbestimmter  Bogen- 
träger.    (Techn.  Blätter,  1900,  IV,  Seite  103—126.) 

,  zur  graphischen  Statik  der  Bogenträger.  (Zeitschr. 

d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1902,  Seite  221 
bis  222.) 

Stöckl,  C,  die  eiserne  Bogenbrücke  über  die  Döblinger 
Hauptstraße (Ebenda,  1897,  Seite  405—409.) 

Szlapka,  H.,  a  new  formula  for  so  locating  two  plate 
girders  relative  to  a  curve  as  to  bring  equal  loads  to 
each.   (Engineering  News,  1897,  Band  37,  Seite  139.) 
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Tavernier,  HL,  reconstruction  des  ponts  Mprand  et  li9r 
fayette  sur  le  Rhone,  k  Lyon.  (Ann.  d.  ponts  et 
chauss.,  1893,  ü,  349—563.) 

Thallie,  M.  R.  v.,  Berechnung  der  gerippten  Betoneisen- 
träger, System  Hennebique.  (Zeitschr.  d.  österr. 
Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1899,  Seite  589—543.) 

,  Berechnung  der  Betoneisenträger  mit  oberen  Rippen. 

(Ebenda,  1900,  Seite  133—138.) 

Tourtay,   note  sur  le  calcul   de  la  poussöe   des  voütes. 

(Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1897,  n,  334—341.) 
,  mdthode  de  calcul  rapide  des  voütes  et  de  leurs 

cul^es.    (Nouv.  Ann.  de  la  construct.,  1902,  Seite 

135—144.) 

Un deutsch,  über  die  Stabilität  und  Festigkeit  von  cylin- 
drischen  Bassinwänden.  (Civilingenieur,  1877,  Seite 
289—318.) 

Vianello,  L.,  die  Doppelkonsole.  (Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ingen.,  1897,  Seite  1275—1279.) 

Weyrauch,  Berechnung  der  neuen  Bogenbrücke  über  den 

Neckar (Allgem.  Bauzeitung,    1895,    Seite 

49—51,  57—64,  72—79,  86—102.) 

Winkler,  E.,  Beitrag  zur  Theorie  der  Bogenträger. 
(Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ingen. -Ver.  zu  Hannover, 
1879,  Seite  199—218.) 

Zimmermann,  H.,  über  Eisenconstructionen  und  Walz- 
profile. (Centralbl.  d.  Bauverw.,  1881,  Seite  239  bis 
240,  248-  250,  256—257.) 

Zschetzsche,  A.,  Berechnung  dynamisch  beanspruchter 
Tragkonstruktionen.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ingen.,   1894,  Seite  134—140.) 

vm. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Schornsteine. 

Zunächst  benutze  man,  einfache  Integrationen  anlangend, 
die  Seiten  7—22  und  28—30  des  Werkes  „Pietzsch,  der  Fabrik- 
schomstein,  1896".      Sie  beziehen  sich  auf  die  Saugwirkung, 
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auf  den  Winddruck  und  auf  den  Luftwiderstand.     Dabei 
kommen  die  Integrale 

14)  Jz=zico^^(pd(p 

o 

und 

15)  J=  j  cos^g>  Sirup  äff 

o 

zur  Anwendung. 

Sodann  mache  man   Gebrauch  von  den  Abhandlungen: 

Hacker,  Einiges  über  Spannungen  in  Fabrikschomsteinen. 
(Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieurwesen,  1902, 
Seite  162—167.) 

Kriemler,  J.,  Ch.,  die  Umlegung  eines  Kamins.  (Schweiz. 
Bauzeitung,  1900,  n,  Seite  249-250.) 

Preuß,  M.,  Beitrag  zur  statischen  Untersuchung  von  Schorn- 
steinen. (Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieur- 
wesen, 1902,  S.  295—300.) 

Wiebe,  H.,  über  die  Bestimmung  der  Schomsteinhöhe 

(Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1880,  Seite  47—64.) 

IX. 

Dämme,  Erddruck,  Sperrmauern,  Spundwände,   Stauhöhen, 
Staumauern,  Stützmauern,  Talsperren,  Ufermauern,  Wehre.*) 

Man  benutsse  zunächst  folgende  Literatur: 

Keck,  Vorträge  über  Elasticitäts- Lehre.  Seite  281  (Erd- 
druck gegen  eine  lothrechte  Ebene).  —  Sfeite  291 
bis  293  (Druck  eines  überhöhten  Erdkörpers  gegen 
eine  Stützmauer). 

Lueger,  die  Wasserversorgung  der  Städte.  Seite  324—331 
(Staumauern-Berechnung  für  Thalsperren). 

V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik;  I.  Theil,  2.  Auflag«, 
Seite  24  und  25,  27,  28  und  50  (Angriffspunkt  des 
Erddrucks).  —  Seite  55  (Druckvertheilung  in  Stütz- 
mauern). 

♦)  Siehe  §  27,  IV. 
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Ritter,  Lehrbuch  der  Ingenieur-Mechanik;  2.  Auflage. 
§  102  (Angriffspunkt  des  Erddrucks).  —  §  105 
(Einfluß  der  Gohäsion  auf  die  Lage  des  Angriffspunktes.) 

Weisbach-Herrmann,  die  Statik  der  Bauwerke;  5.  Auf- 
lage. Seite  31  (Moment  des  Erddrucks  auf  eine  senk- 
rechte Wand), 

,  die  Mechanik  der  Umtriebsmaschinen;  5.  Auflage. 

Seite  141  und  142,  Anmerkung  1.  (Die  Wassermenge, 
welche  ein  Wehr  anstaut.) 

Femer  beachte  man  die  im  Nachstehenden  genannten  Ab- 
handlungen: 

Bachmann,  Yertheilung  der  Spannungen  in  bogenfbrmigen 
Sperrmauern.  (Centralbl.  d.  Bauverw.,  1899,  Seite  10 
bis  11.) 

Barbet,  note  sur  les  conditions  de  resistance  des  barrages 
de  r^servoirs  en  ma^onnerie.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss., 
1899,  I,  22-56.) 

Gatani,  R ,  muri  di  sostegno  e  di  resistenza  dell'  acqua. 
(Annali  della  societä  degli  ingegneri  e  degli 
architetti  Italiani,  1899,  parte  11,  77—96.) 

Dillmann,  G.  L.,  a  proposed  new  type  of  masonry  dam. 
(Proceedings  of  the  American  Society  of  Civil 
Engineers,  1902,  Seite  328— 336.) 

Frey  tag,  L.,  Beitrag  zur  Bestimmung  der  Stauhöhen. 
(Deutsche  Bauzeitung,  1891,  Seite  380—383,  386 
bis  387.) 

Herzka,  L.,  eine  Studie  über  Stau-Mauern.  (Zeltschr.  d. 
österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1895,  Seite  292— 294.) 

Hörn,  A.  V.,  über  die  zweckmäßigste  Form  und  Richtung 
von  Hafendämmen  an  offener  Seeküste.  (Deutsche 
Bauzeitung,  1892,   Seite  470—472.) 

Maconchy,  G.  G.,  earth-pressures  on  retaining  walls. 
(Engineering,  1898,  LXVI,  Seite  256-257,  484—485, 
641-643.) 

Pelletrau,  memoire  sur  les  profus  des  barrages  en  ma- 
^onnerie.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1897,1,  90—192.) 
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Ramisch,    G.,    Bestimmung    der   Eingrabungstiefe    einer 

Spundwand.     (Dinglers   Polytechn.   Journ.,    1901, 

Seite  744—745.) 
Ruffieux,  R.,   ^tude  sur  la  r^sistance  des  barrages  en 

ma^onnerie.     (Ann.   d.  ponts   et   chauss.,    1901,    I, 

197—234.) 
Schulz,  B.,  Beitrag  zur  Theorie  des  Erddrucks.   (Zeitschr. 

f.  Architektur  u.  Ingenieurwesen,  1897,  Heftausgabe, 

Seite  625—644.) 
Werenskiold,  N.,    on  the  flow  of  water  over  weirs  with 

rounded  creots.    (Engineering  news,  1895,  Band  BS, 

Seite  75—76.) 

X. 

Wasserdruck  auf  Wände;  Mittelpunkt  desselben.*) 

Der  unendlich  kleine  Druck  (?P,  welchen  das  Element 
der  betreffenden  Gefäßwand  erfahrt,  ist  bekanntlich  gleich  dem 
Gewichte  der  über  ihm  stehenden  Flüssigkeitssäule,  also  leicht 
angebbar. 

Läßt  sich  die  Form  des  Elementes  so  wählen,  daß  der 
Wert  des  Flächeninhalts  nur  einen  unendlich  kleinen  Faktor 
enthält,  so  ergibt  sich  der  Druck  P  durch  eine  einfache 
Integration j  bei  zwei  unendlich  kleinen  Faktoren  durch  eine 
doppelte.*)  Die  Integrationsgrenzen  folgen  aus  der  Ge- 
stalt der  gedrückten  Fläche. 

Die  Koordinaten  des  „Druckmittelpunktes'*  ergeben  sich, 
wenn  man  beachtet,  daß  (bezogen  auf  zwei  sachgemäß  gelegte 
Achsen)  die  statischen  Momente  von  P  gleich  sein  müssen  den 
Summen  ^er  statischen  Momente  der  Differentiale  von  P  (wobei 
diese  Summen  wieder  einfache  oder  doppelte  Integrale  sind). 

Bezüglich  des  Näheren  sei  auf  folgende  Literatur  ver- 
wiesen: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung; 3.  Auflage;  §  215  und  216  (Wasserdruck . 
auf  eine  vertikale  rechteckige  oder  dreieckige  Wand). 

Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Inte- 
gralrechnung; §  26  (Druck  tropfbarer  Flüssigkeiten  im 

*)  Man  sehe  §  21,  Abschaitt  AT. 
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allgemeinen;  desgleichen  auf  ebene  Gefäßwände;  Beispiel: 
dreieckige  Wand). 

Lueger,  die  Wasserversorgung  der  Städte;  §  6  (Allge- 
meines über  den  Wasserdruck  gegen  Gefäßwände; 
Pressung  des  Wassers  gegen  ein  geneigtes  Rechteck, 
gegen  ein  Trapez  und  gegen  eine  Ellipse;  desgleichen 
gegen  eine  kreiscylindrische  Wand). 

Ritter y  Lehrbuch  der  Ingenieur-Mechanik;  2.  Auflage, 
§  157  (Wasserdruck  gegen  ebene  Flächen  von  der 
Form  eines  Rechtecks  oder  Dreiecks). 

XL 
Abfluß  des  Wassers  aus  Öffnungen  von  Gefäßen.*) 

Befindet  sich  das  Flächenelement  der  betreffenden  Öühung 
unter  der  Druckhöhe  x  und  hat  es  den  Inhalt  dJP,  so  fließt 
durch  dasselbe  in  der  Sekunde  (rein  theoretisch  genonunen) 
die  Wassermenge 

16)  dM=^2gxdF, 
weil  letztere  die  Geschwindigkeit 

17)  v  =  ^2gx 

hat.     Aus  Nr.  16  folgt  M  durch  sachgemäße  Integration.     (Man 
sehe  den  Anfang  des  vorstehenden  Abschnittes  X.) 
Näheres  durch: 
Autenheimer,   Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
grahechnung;   3.  Auflage,  §  221—223.     (Ausfluß  durch 
eine  rechteckige,  trapezförmige  oder  kreisrunde 
Seitenwandöffnung  bei  unveränderlicher  Druckliöhe.) 
Keck,  Vorträge  über  Mechanik;  IL  Teil,   Seite  227 — 259. 
(Ideelle    und   wirkliche    Ausflußmenge    für   Boden- 
öffnungen oder  Seitenwandöffnungen  von  Gefäßen; 
Form  der  Seitenwandöffnung  beispielsweise  ein  Recht- 
eck [Überfälle,  Schützenöffnungen  von  Gerinnen] 
oder  ein  Trapez.    Druckhöhe  bei  derartigem  Ausfließen 
entweder  konstant  oder  veränderlich;   Abfluß  mit  oder 


*)  Das  Wort  „Gefäß"  ist  hier  und  uu  Folgenden  ganz  allgemein 
zu  nehmen,  sodaß  darunter  beispielsweise  auch  eia  Graben, 
eine  Schleuse,  ein  Teich  u.  s.  w.  verstanden  sein  kann.  — 
Man  beacht«  §  27,  Abschnitt  V. 
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ohne  Zufluß;  Wasseruhren;  Gefaßform  für  gleich- 
mäßige Senkung  des  Wasserspiegels;  Ausgleichung  des 
Wassers  in  Schleusenkammern.) 

Petroff,  neue  Tlieorie  der  Reibung.  Seite  39  und  40. 
75  und  76.    (Reibungsgesetze  für  Flüssigkeiten.) 

Ritter,  Lehrbuch  der  Ingenieur-Mechanik;  2.  Auflage. 
§  163  -165.  (Theoretische  Ausflußmenge  und  Ausfluß- 
zeit; Beispiele:  rechteckige  und  dreieckige  Seiten- 
wandöffnungen;  Bodenöffnungen  in  paraboloidischeo 
und  kegelförmigen  Gefäßen.) 

Weisbach-Herrmann,  Lelirbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik; 5.  Auflage,  §  428—430,  auch  477,  481  und  482. 
(Abfluß  aus  rechteckigen,  dreieckigen,  trapezförmigen, 
kreisrunden  und  elliptischen  Seitenwandöffnungen; 
Druckhöhe  konstant  oder  yeränderlich;  Füllen  und 
Leeren  von  Schleusen;  Behandlung  meist  elementar, 
ohne  Integralrechnung;  auch  Zahlenbeispiele.) 

XU. 

Wasserbewegung  im  allgemeinen.  Wasserleitung  und  Wasser- 
versorgung.   Wasserbau.    Allgemeine  Gewässerkunde.*) 

Man  benutze  folgende  Literatur,  welche  von  einfachen  Inte- 
grationen Gebrauch  macht: 

Debauve,  A.,  notice  sur  la  distribution  d'eau  de  la  viUe 
de  Pithiviers.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1893,  I, 
749—773.) 

Forchheimer,  P.,  über  Bohrnetze.  (Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch,  Ingen.,  1890,  Seite  679—681.) 

,    die  Wasserversorgung  von  Yokohama  und  Tokio. 

(Ebenda,  1893,  Seite  216—219.) 

Gravelius,  H.,  über  Verdunstung.  (Zeitschr.  f.  Ge- 
wässerkunde, 1899,  Seite  248—252.) 

,  Wassermengenmessung  in  Ungarn.    (Ebenda,  1900, 

Seite  307—312.) 

,    die  mittlere  Abflußmenge.     (Ebenda,    1900,  Seite 


212—219.) 


•)  Siehe  §  27,  VH-IX;  §  33,  ^^ü. 
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Gröger,  J.,  Trogschleosen  auf  geneigten  Fahrbahnen 

(Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,    1901, 

Seite  725—736,  745—756.) 
Jasmand,  R.,   die  Einwirkung  der  Flußsohle  auf  die  Ge- 
schwindigkeit  des   fließenden  Wassers.     (Zeitschr.    f. 

Bauwesen,  1893,  Seite  121—154.) 
Kreuter,  F.,  Anwendung  der  Du  Boys'schen  Theorie  der 

Geschiebeftihrung  auf  die  Bestimmung  des  Normalprofiles 

der  Flüsse.     (Süddeutsche  Bauzeitung,   1897,  Seite 

21—23,  32—33,  41—43.) 
Löwenstein,  F.,  Wasserleitung   mit    constantem  Druck- 

Terluste.    (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver., 

1897,  Seite  485.) 
Maschke,  R.,    über  die  Abflußmengen  bei  vollkommenen 

Überfallwehren (Centralbl.  d.  Bauverw.,  1892, 

Seite  175—176.) 
Pollak,  J.,    die  See -Retentionen.     (Zeitschr.  d.  österr. 

Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1895,  Seite  593—597.) 
Ringel,  A.,  über  die  Messung  der  Wassergeschwindigkeit 

in   größeren   Flüssen (Civilingenieur,    1885, 

Seite  357-376.) 

XHL 

Volkswirtschaftliches. 
Eisenbahnbetrieb   und  Eisenbahnbau,*) 

a)  Der  Ertragswert  von  Bauanlagen,  Siehe:  Hand- 
buch der  Baukunde;  Abtheüung  I,  Band  1,  Seite  72 — 74.  — 
Femer  die  im  ^Literaturverzeichnis''  genannte  Forchheimersche 
„Studie  über  Rentabilität". 

b)  Theorie  der  Tarifbildung  der  Eisenbahnen.  Man 
benutze  die  diesen  Gegenstand  behandelnde,  im  ^Literatur- 
verzeichnis*' angefülirte  Schrift  von  Launhardt,  welche  die 
zwei  Hauptfälle:  „ Tarif bildung  nach  gemeinwirtschaftlichem 
Grundsatz"  und  „Tarifbüdung  nach  privat  wirtschaftlichem 
Grundsatz*  unterscheidet. 

Die  Anwendung   einfacher  Integrationen   kommt  in  dieser 

•)  Vergleiche  §  27,  XT;  §  33,  Vin. 
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Schritt  besonders  für  die  Seiten  6—10,  14—21,  85—38,  43-55, 
60—64  und  70—81  in  Betracht. 

c)  Der  zweckmäßigste  Abstand  der  Eisenbahn- 
stationen: Launhardt,  Theorie  des  Trassirens,  Heft  II,  §28, 
d.i.  Seite  170—180.  Es  handelt  sich  hier  um  Integrale  von 
Funktionen  wie  z.  B. 

ßvdv 

und 

ßdv 


18)  dl  = 
id 

19)  dt  = 


5r  (li  +  Ä,  +  a  +  6t;2) 

d)  Andere  wirtschaftliche  Fragen  des  Eisenbahn- 
wesens; besonders:  die  Rentabilität  der  Eisenbahnen,  die 
zweckmäßigste  Dichtigkeit  des  Eisenbahnnetzes,  die 
Bauwürdigkeit  projektierter  Bahnen.  Man  sehe  hierüber  die 
im  ,, Literaturverzeichnis^  genannten  hierauf  sich  beziehenden 
Abhandlungen  von  W.  Launhardt  und  J.  Lehr.  —  Femer: 
Launhardt,  Theorie  des  Trassirens,  Heft  I,  2.  Auflage  (vom 
Jahre  1887),  §  13  (Frachtsätze). 

e)  Beiträge  zur  Theorie  des  Baues  der  Eisenbahnen: 
Engesser,  F.,  zur  Berechnung  des  Eisenbahn- Oberbaues. 

(Organ   f.    d.    Fortschritte    d.    Eisenbahnwesens, 
1888,  Seite  99—107,  147—153.) 
Holbrook,    K,    spiral   curves.      (Engineering    News, 

1901,  Band  45,  Seite  429—430.) 
Reissner,  H.,  Fahrbalmüberhöhung.    (Centralbl.  d.  Bau- 
verw.,  1899,  Seite  547—548.) 

XIV. 
Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  1. 

Man  beachte  endlich  die  nachstehenden  vermischten 
Arbeiten,  welche  sich  ebenfalls  (wie  die  vorher  genannten)  auf 
bauwissenschaftliche  Anwendungen  der  einfachen  In- 
tegration beziehen: 

Kohfahl,  R.,  Winddruck.     (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 

Ingen.,  1900,  Seite  1021—1028.) 
Landsberg,  Th.,  Winddruck  auf  Kuppeln.    (Centralbl. 
d.  Bauverw.,  1898,  Seite  297—299.) 


Digitized  by 


Google 


Einfache  Integrationen.  129 

Melan,  Winddruck  auf  Baukonstruktionen.  (Lueger,  Lexi- 
kon der  gesamten  Technik,  Band  7,  Seite  934  bis 
935.) 

Ritschel,  H.  0.,  Dampfleitung.  (Gesundheits-Ingen., 
1902,  Seite  221—226.) 

Ulbricht,  R.,  Gefahrdung  von  Metallrohrleitungen  durch 
elektrische  Bahnen.  (Elektrotechn.  Zeitschr.,  1902, 
Seite  212—215.) 

Wiep recht,  Berechnung  von  Rohren  und  Kanälen  fUr 
Heizungsanlagen.  (Zeitschr.  f.  Heizun'gs-,  Lüftungs- 
u.  Wasserleitungstechnik,  IV.  Jahrgang,  1899/1900, 
Seite  257—260,  329—332.) 


Fuhrmann,  Anwendungen  (1.  Inflniteslinalrechmiiig^.    T.  IV.  i) 
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Kapitel  IL 
MEHRFACHE  INTEGRATIONEN. 


§  16.    Einleitendes. 
A. 

Berechnung  einiger  Integralwerte. 
Es  sollen  zuDächst  die  Werte  der  mehrfachen  Integrale 

1)  Ji==j  j  x^dxdy, 

0        O 

o      o 

3)  '^'^11  f-v'dxdydg 

o       o  o 

berechnet  werden.  (Man  vergleiche:  Fahrmann,  naturwissen- 
schaftliche Anwendungen  der  Integralrechnang,  §  28,  Abschnitt 
A,  B  und  C.) 

Lösung.     I.  Bei  Nr.  1   gibt  die  Durchführung  der  ersten 
(auf  die  Veränderliche  y  sich  beziehenden)  Integration: 


4)  J,=^hja^(l-^)dx. 


Mit   der  Durchführung    der   zweiten  (auf  x   bezüglichen)  Inte- 
gration gelangt  man  zu  dem  Werte 

5)  J,=Yyb, 
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IL  Für  die  Berechnung  des  Doppelintegrales  J^  empfiehlt 
es  sich,  die  zunächst  vorliegenden  Kreisgrenzen  in  kon- 
stante Grenzen  zu  verwandeln  mittels  der  Substitutionen 

6)  X  =  r  cos  ß 
und 

7)  y  =  r  sin  ö, 

was,  geometrisch  aufgefaßt,  dem  Übergange  von  rechtwink- 
ligen Koordinaten  zu  Polarkoordinaten  entspricht. 
Bei  Benutzung  von  Nr.  6  und  7  geht  Nr.  2  über  in: 

^^  '^^  =  j  j  {-^r-  +  ~  2  ^-  -)  '^'"^^^ 

o     o 

wofür  man  besser 

Ö  0 

schreibt.    Da  nun 

10)  Jcos«  Ode  =  2  Je  l  +  cos  2  ö)  rfö  =  \  (e  +  [  sin  2  ö) 
und 

11)  Jsin«  edS  =  y  Jci  —  cos  2e)de  =  l(e^  l  sin  2  ö) 
ist,  so  hat  man: 

o 

Dies  eingeführt  in  Nr.  9  gibt: 

0 

also 

m.  Bei  dem  dreifachen  Integrale  Jj  (siehe  die  Gleichung 
Nr.  3)  gibt  die  Durchführung  der  ersten  (auf  z  bezüglichen) 
Integration : 

9* 
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16)  J,^J  jc{l-^-^)x*dxdi,; 

0       O 

besser  geschrieben: 

16)  J,  =  c/^.r*da:y(l-J-|)dy. 

0  0 

Die  Durchführung  der  zweiten  Integration  führt  auf: 

a 

1 7)  Ja  =  \  hcj(l  -  ^)\*dx ; 

die  der  dritten  gibt: 

18)  ^Tz  =  l^a^^c. 

B. 

Ermittelung  von  Integralwerten  durch  geometrische 
Deutung.*) 

I. 

Man  ermittele  den  Wert  des  Doppelintegrales 

0       0 

indem  man  dasselbe,  die  Veränderlichen  x  xind  y  als  recht- 
winklige Koordinaten  auffassend,  als  den  Rauminhalt  eines 
Körpers  ansieht,  welcher  aus  unendlich  vielen  stabformigen 
Elementen  zusammengesetzt  ist. 

Lösung.     Die  Integrationsgrenzen,  nänüich 

0  und  —  (a  —  x)  für  y, 
a 

0    r,    a  für  x^ 

lehren,  daß  ein  rechtwinkliges  Dreieck  OAB  (Figur  48  aaf 

Seite  133)  mit  den  KaÜietenlängen 


*)  Vergleiche  §  1,  Abschnitt  B;  femer:  Fuhrmann,  naturwissen- 
schaftliche Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  :JÖ,  Ab- 
schnitt D. 
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die  Grundfläche  des  betreffenden  Körpers  bildet. 


Fig.  48. 


^^4r 


-X 


Femer  läßt  die  Funktion 
20)  ir==c( 


^        C  —  Ci  c 

1 -X 


?y) 


ac  bc 

erkennen,  dafi  die  Deckfläche  eine  Ebene  ist,  welche  auf  der 
X-Achse  die  Strecke 

ac 


21) 


0^  = 


c  —  Ci 


auf  der  F- Achse  die  Strecke 
22) 


0B,  =  ~^'-. 

c  —  Ci 
auf  der  Z- Achse  die  Strecke 

23)  OC=c 

abschneidet. 

Da  sich  dann 

AD  =  Ci,  BE=Ci 

ergibt,*)  so  stellt  das  Doppelintegral  Nr.  19  den  Rauminhalt  des 


•)  Man  hat: 


daher,  gemäß  Nr.  20: 


AD  =  z^^„  „  =  ^  lind  BE==z^^o,y  =  b'^ 
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schiefabgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  OÄBGDJS 
dar.  Folglich  ist,  nach  einem  sehr  bekannten  Satze  der  Ele- 
mentargeometrie : 

24)       F,  =  {a&  .  -;  (c  +  c.  +  O  =  \ab(c  +  c.  +  c,) 

der  gesuchte  Integralwert. 

Anmerkung.  Man  unterlasse  nicht,  den  Wert  des  Doppel- 
integrals Nr.  19  auch  rechnerisch  herzuleiten.  Es  gibt  dies  zu- 
nächst, nämlich  bei  der  Durchführung  der  auf  y  sich  beziehenden 
Integration: 

a 

25)F»  =  c/{(l-^.)A(«-«)-li=^^(a-«).}d«; 

O 

also,  weiter  behandelt: 

a 

^        ^       a  J  \    2c  c  '  2ac  / 

o 

hiermit  aber,  nach   noclmialiger  Integration  und  gehörigem  Zu- 
sammenziehen, die  Gleichung  Nr.  24. 

n. 

Es  möge  nun  der  Wert  des  dreifachen  Integrals 

a      J^^rr^i"    Ya*  -  a:»  -  y» 


27)  V2=f  f  [dxdydz 


0       0  0 

angegeben  werden,  indem  man  dasselbe,  die  Veränderlichen  j;, 
y  und  z  als  rechtwinklige  Koordinaten  ansehend,  als  den  Raum- 
inhalt eines  Körpers  auffaßt,  welcher  aus  unendlich  vielen  bau- 
steinformigen  (parallelepipedischen)  Elementen  von  den  Kant^n- 
längen  dx^  dy  und  dz  zusammengesetzt  ist. 

Lösung.     Das  Volumen  eines  derartigen  Elements  hat  den 
Wert  dxdydz. 

Die  in  Nr.  27  vorliegenden  Integrationsgrenzen,  nämlich 

0  und  j/a^  —  x^  —  y^  fiir  z. 
0     „     |/a2  —  1/2  für  y, 
p     -     a  f  ür  jL\ 
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sagen,  daß  die  Summierong  der  Elemente  sich  über  einen  Kugel- 
oktanten,  beschrieben  mit  dem  Halbmesser  a,  erstreckt.  Dem- 
zufolge hat  man: 

28)  V2=l7ta^ 

als  den  verlangten  Wert  des  dreifachen  Integrals  Nr.  27. 


Rauminhalts-Berechnungen. 

L 

Ein   kreiszylindrischer   Raum,    dessen   vierten  Teil 
OABBEF  (Figur  49)  darstellt,  ist  durch  ein  ümdrehungs- 


.k^..Jd_4/^ 


-X 


ellipsoid  überwölbt.    Der  Mittelpunkt  des  letzteren  liegt  in  0; 
die  Halbachsen  sind  OAx^  OBi  und  0C\  sie  haben  die  Längen 
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Der   Halbmesser   des   Grundrisses   des   übenvölbten   kreiszyfin- 
drischen  Raumes  hat  die  Länge 

OA^OB  =  h. 
Es  sind  also  die  Strecken  a,  c  und  h  gegeben.*} 

Man  soll  den  Rauminhalt 

V=  OABCEF, 
ausgedrückt  durch  o,  c  und  i,  mittels  einer  Doppelintegration 
berechnen,  indem  man  ihn  aus  unendlich  vielen,  unendlich  dünnen 
stabförmigen  Elementen  zusammensetzt. 

Lösung.     "Wird   das   in    der  Figur  49    angegebene  recht- 
winklige Koordinatensystem  benutzt  unä 

OL  =  x,  LM=y,  MP=^z 
gesetzt,  so  hat  das  bei  M  befindliche  Flächenelement  des  Grund- 
risses den  Inhalt  dxdy;   femer  hat  das  daselbst  stehende  stab- 
fbrmige  Raumelement  das  Volumen  zdxdy.   Daher  ist,  was  die 
Figur  49  sofort  erkennen  läßt, 


29)  V=j   hdxdy; 


o      o 


also,   wegen  der  Gleichung  des  Umdrehungselllpsoids,  welches 
die  Überwölbung  bildet: 


30) 


^=ff<^i'-^2^dxdy. 


Rechtwinklige  Koordinaten  zu  benutzen,  ist  aber  hier  un- 
geschickt, weil  sie  für  die  Form  des  vorliegenden  Raumes  nicht 
naturgemäß  sind.  Verwendet  man,  was  viel  sachgemäßer  ist, 
für  den  allgemeinen  Grundrißpunkt  M  die  Polarkoordinaten 

OM=r,  ZLOM=e, 

•)  Ist  a  nicht  bekannt,  sondern  statt  desselben  AE  —  h,  so  muß 
a  durch  ä,  c  xmd  k  ersetzt  werden.  Dies  hat  keine  Schwierig- 
keiten, denn  es  besteht  zufolge  der  Gleichung  der  Ellipse  AiEQC 
die  Beziehung 

a 


Sie  lehrt,  daß 


zu  setzen  ißt. 


ck 
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(was  den  Substitationen 

X  =  r  cos  d,  y  =  r  sin  B 
entspricht),  so  hat  das  bei  M  befindliche  Flächenelement  den 
Inhalt  rdOdr;  femer  das  dort  stehende  stabformige  Körper- 
element das  Volumen  zrdBdr,  (Siehe:  Fuhrmann,  natur- 
wissenschaftliche Anwendungen  der  Integralrechnung,  Seite  118, 
H;  auch  Seite  122,  II,  ß.) 

Es  ist  also  dann,  gemäB  Figur  49,  und  der  Gleichung  Nr.  30 
entsprechend, 

h    \n  

31)  V=f  A^T^  -^  rdrde. 

0       0 

Dieses   Doppelintegral   eignet    sich    zur  Wertsberechnung    weit 
besser  als  Nr.  30. 

Führt  man  die  erste  (auf  die  Veränderliche  6  bezügliche) 
Integration  durch,  so  geht  Nr.  31  über  in 

h     

32)  v=\ncjil  —  ^rdr, 

o 
was  besser  in  der  Form 

k 


33)  V=  ^fVa^  -  r^  r  dr 


gegeben  wird. 

Die  nun  i^och  übrige  Integration  läßt  sich  sogleich  mittels 
der  sehr  bekannten  Grundformel  für  das  Integrieren  der  Potenz 
erledigen,  wenn  man  beachtet,  daß  der  hinter  der  Wurzel  stehende 
Faktor  rdr  im  wesentlichen  das  Düferential  des  Radikanden 
(a^  —  r^)  ist.     Dies  führt  zu: 

34)  V=.Lnc^^^^^^. 

Anmerkung.     Man  wende   dieses  Ergebnis,  zu  seiner 
Prüfung,  auf  die  Sonderfälle 

35)  k  =  a  und  Jc  =  o 
an,  hierbei  die  Anschauung  benutzen d. 
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IL 

Es  möge  nun  die  Aufgabe  gestellt  werden,  den  unter  I 
mittels  einer  Doppelintegration  bereclmeten  Rauminhalt 

V=  OABCEF 

durch  eine  einfache  Integration  herzuleiten,  indem  man  ihn  aus 
unendlich  vielen,  unendlich  dünnen  Viertel-Hohlzylindern, 
welche  OC  zur  Achse  haben,  zusammensetzt. 

Lösung.  Der  innere  Halbmesser  eines  solchen  Viert^l- 
Hohlzylinders  sei  OL^  also  x;  der  äußere  x  +  dx\  die  Höhe 
sei  LQ'    Dann  ist  sein  Rauminhalt: 

36).  dV=(^^nx.dx)LQi 

daher,  zufolge  der  Gleichung  der  Ellipse  ÄiEQC: 

37)  dV  =  {^7txdx)^]/ä^^^*  =  ^x}/a^-x*dx. 
Mithin: 

k 

38)  V=  ^  f]/a^—x^ xdx. 

0 

Das  gibt,  wie  Nr.  33,  den  Wert  Nr.  34. 

m. 

Die  unter  II  gegebene  Ableitung  von  V  ist  viel  einfacher 
als  die  unter  I  stehende.  Es  möge  noch  eine  dritte  Ableitung 
beigefügt  werden,  indem  man  V  zusammensetzt  aus  dem  Raum- 
inhalte des  Viertelzylinders  OABDEF  und  dem  der  Viertel- 
kuppel CDEF,  Hierbei  soll  der  erstgenannte  Rauminhalt  als 
aus  der  Elementargeometrie  bekannt  vorausgesetzt  werden,  sodafi 
nur  die  Höhe  AE  durch  a,  c  und  Je  auszudrücken  ist  (mittels 
der  Gleichung  der  Ellipse  AiEQC).  Femer  soll  man  den  Inhalt 
der  Viertelkuppel  durch  einfache  Integration  berechnen  als  eine 
Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  dünnen  Viertelkreis- 
sclieiben,   welche  der  Grundfläche  OAB  gleichgerichtet  liegen, 

Anmerkung  zu  dem  Absclmitte  C.  Man  sehe:  Fuhr- 
mann, naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integral- 
rechnung, §  28,  Abschnitt  E. 
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D. 

Inhalt  einer  KuppelfLäche  mit  halbkreisförmigem  Grundriß. 

Eine  Halbkugdkuppel,  von  welcher  die  Figur  50  den  vierten 
Teil  darstellt,  hat  die  Halbmesserlänge 

OA=OB=OC=a. 
Es  soll  durch  Doppelintegration  der  Inhalt 
S=ÄP,CBÄ 
desjenigen  Teiles  der  Kuppeloberfläche  berechnet  werden,  welcher 
den  Halbkreis  OAMiO  zum  Grundriß  hat. 

Fig.  50. 


Lösung.     I.    Benutzt  man  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system, dessen  X-Achse  mit  OA^  dessen   F- Achse  mit  OB  und 
dessen  Z-Achse  mit  OC  zusammenfällt,  so  ist 
OL  =  x,  LM=ij,  MP  =  z, 
wenn  der  Schnitt  LQB  parallel  zu  OBC  liegt  und  P  den  all- 
gemeinen Oberflächenpunkt  bezeichnet. 

Das  bei  if  befindliche  Element  der  Grundrißfläche  hat  dann  den 
Inhalt  dxdy.  Femer  hat,  nach  einem  bekannten  Satze  der  höheren 
Geometrie*),  das  bei  P  liegende  Kuppelflächen-Element  den  Inhalt 


*)  Man  sehe,  wenn  nötig,  Schlö milch,  Compendiimi  der  höheren 
Analysis,  Band  I,  §  99  der  5.  Auflage, 
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E  dx  dy, 
wobei 


'»'  *=/>+(liO'+(|f 

ist. 

Um  S  zu  erhalten,  muß  man  in  Bezug  auf  y  von  L  bis  My 
integrieren;  dann  in  Bezug  auf  x  von  0  bis  A.     Das  gibt: 

40)  S=fJBdxdy. 

0      0 

Die  Kugelfläche  hat  die  Gleichung 

41)  x^  +  y^  +  z^  =  a^ 
oder 

42)  ^  =  |/a2  — a;2^iry2 

Es  ist  also 

43) 
und 

44) 
mithin 

45) 

y'a^  —  x^  —  y^ 

Daher,  gemäB  Nr.  40, 

a       y  X  (a  —  x) 

J  J  V'a=— x»  — y* 

O       O 

Also  hat  man  zunächst  den  Wert  des  Integrals 

47)  j=  f    ^^y^^^ 


7>B 

d; 

0« 

V^a»  — x'  — y* 

Oä 

y 

oy 

^a^-x^-y^' 

ij=- 

a 

ZU  berechnen.    Dies  kann  mittels  der  bekannten  Formel 
r         du^        _  1 


du  1  .    ßu 
—      arc  sm  — - 


ya^  —  ß^u^        ß 
geschehen.     Sie  gibt 


Digitized  by 


Google 


Mehrfache  Integrationen.  141 

49)  f'j^=^^ 


dy  .        y 

:  arc  sin ^^ 


mithin : 

50)  .7=  arc  sm  y  — ^ ^  =  arc  sin  1/  — j 

Man  hat  also,  laut  Nr.  46,  47  und  50: 


51) 

S: 

=  a  /  arc  sin]/     f     dx 

Wird  nun 

X 

52) 
gesetzt,  so  ist 

53) 
und  demgemäß 

arc  sin  1/ — i —  =  v 

a  sin^  V           .     « 

= :; 7-^  =  a  tan^  v 

1  —  sm*  t; 

54)  (ia;  =  2a  tant;  sec'vdv. 

Femer  sind,  laut  Nr.  52,  die  neuen  Integrationsgrenzen: 

55)  Vo  =  0  und  Vi=j7t, 
Es  geht  also  Nr.  51  über  in: 

in 

56)  8=2 a*  fv  tan  t;  sec* t;  dv. 

o 

Setzt  man  jetzt 

57)  tan  v  =  tv 
und  beachtet,  daß 

58)  rf  tan  t;  =  sec*  v  dv 
ist,  so  erkennt  man,  daß 

59)  I  V  tan  v  sec^  t;  dv  ==  1  vtodw. 
Der  Satz  von  der  Produktintegration  gibt  mithin: 

60)  iv  tan  v  sec*  v  dv  =  v.  ]^  tan^  i^  —  I  2  te-n^  v  dv 

=  2-  (t;  tan^  v  —  1  tan^  v  dv). 

Da  nun,  gemäß  Nr.  57, 

61)  t;  =  arc  tan  «(;, 
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also 

62)  df;=— - — -dw 

1  +  w^ 
ist,  so  hat  man: 

*w^dw 

daher 

64)  /  tan^  vdv=  j  ( 1  —  — j- — A  dw  =  w;  —  arc  tan  w. 

Hierniit  wird  aus  Nr.  60: 

65)  1 1;  tan  t;  sec^  v  dv=  *  (v  tan*  t;  —  tan  v-\-v). 
Demzufolge  gibt  Nr.  56: 

66)  8=a'{^-l-\--}), 
also: 

67)  Ä=(f-l)«- 

oder,  wenn  man  den  Näherungswert 

68)  7r  =  f 
benutzt: 

69)  Ä=|a^ 

Das  Ergebnis  Nr.  67  sagt,  daß  8  der  Unterschied  zwischen 
dem  Flächeninhalte  des  Kugeloktanten  ABC  und  dem  des  Qua- 
drates OADB  ist. 

II.  Da  der  Grundriß  des  Kuppelflächenteiles  APiCRA 
(Figur  50  auf  Seite  139)  die  Form  eines  Halbkreises  hat,  so 
sind  die  im  Vorstehenden  (unter  I)  für  den  allgemeinen  Punkt  Jf 
benutzten  rechtwinkligen  Koordinaten  (OL  =  z,  LM  =  y) 
nicht  naturgemäß.  Es  entspricht  der  Halbkreisform  besser,  die 
Polarkoordinaten 

OM=r,  /LApM=e 
zu  benutzen.     Man  hat  dann,  statt  Nr.  46: 

\n  a  ooB  6 

70)  "       rrardBdr 


p       /*  /•  a  rdd  dr 

o     o 

Google 
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weil 

71)  a;2  +  2/2  =  r2, 
weil  femer 

72)  dxdy  =  rdedr 

und  weil  (was  die  Figur  50  lehrt)  in  Bezug  auf  r  zu  integrieren 
ist  von  0  bis  M2  (also  von  r^=o  bis  r^a cos ö),   dann  aber 

in  Bezug  auf  8  von  0  bis  — .*) 
Da  nun 

ist,  so  hat  man: 

acos  0 

74)         /     .1  J_  =  —  a  sin  6  -j-  a  =  a  (1  —  sin  6). 
J  ya^  —  r* 

o 

Hiermit  geht  Nr.  70  über  in: 

in 
^ö)  S=a^f(l—SLne)de. 

o 

Das  aber  gibt  sofort  die  Gleichung  Nr.  67. 


§17.   Schwerpunkte.**) 
A. 

Schwerpunkt  eines  schiefabgeschnittenen  Bausteins. 

Ein  gleichförmig  dichter  Baustein  OABCDEFG  (Figur  51 
auf  Seite  144)  hat  die  Form  eines  geraden  rechtwinkligen  Parallel- 
epipeds,  welches  oben  durch  eine  Ebene  schief  abgeschnitten  ist. 
Die  Kanten  der  (rechteckigen)  Grundfläche  haben  die  Längen 

OA  =  a,  AB  =  h, 
die  vier  Seitenkanten  die  Längen 

OD  =  et,  ÄE=Ci,  BF=c^,  CO^c^^ 


*)  Die   Beziehung  Nr.  72  kann   der   Anschauung  entnonunen 
werden;  man  kann  sie  aber  aucli  aus  den  Gleichungen 

x  =  r  cos  B  und  y  =  r  sin  ö 
herleiten. 

**)  Man  sehe  den  §  12;  auch:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche 
Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  18  und  §  32. 
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(von  denen  nur  drei  willkürlich  sind,  die  vierte  von  ihnen  ab- 
hängt). 

Die  Abstände  des  Schwerpunktes  dieses  Steines  von  den 
Seitenflächen  OCQD  und  OAED  soUän  5,  bezügUch  ^  heißen; 
der  Abstand  von  der  Grundfläche  OABC  möge  f  genannt  werden. 

Man  berechne,  mittels  Doppelintegrationen,  diese  drei  Ab- 
stände, ausgedrückt  durch  a,  h^  Cx^  c%  und  C3,  den  Stein  hierbei 
zerlegt  denkend  in  unendlich  viele  stabförmige  Elemente,  welclie 
den  Seitenkanten  gleichgerichtet  liegen. 


^,.,-B'"- 


CJ^^> 


Die  Ergebnisse  der  Rechnung  wende  man  (zur  Prüfung 
der  Richtigkeit  derselben)  auf  den  Sonderfall  an,  in  welchem 
die  vier  Seitenkanten  gleich  lang  sind. 

Lösung.  Wir  benutzen  ein  rechtwinkliges  Koonlinaten- 
system,  fiir  welches  OA  die  Richtung  der  X-Achse  ist,  OC  die 
der  F-Achse,  OD  die  der  if-Achse.     Dann  sind 

OL  =  x,  LM=y 
die  Grundrißkoordinaten  des  ganz  allgemein  liegenden,  durch  UP 
angedeuteten  stabformigen  Körperelements.     Seine  Länge  ist: 

MP=zx 
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sein  Rauminhalt: 

1)  dV=gdxdy. 

Man  hat  also  für  das  Yolamen  des  ganzen  Steins: 

a     h 

2)  Y=j  jgdxdy, 

0     0 

weil  zuerst  (in  Bezug  auf  y)  von  L  bis  Mi  zu.i^tegrieran  ist, 
dann  aber  (in  Bezug  auf  x)  von  0  bis  J.. 

Den  ftlr  Nr.  2  nötigen  Wert  von  #,  als  Funktion  vw  x 
und  y,  gibt  die  Gleichung  der  Ebene  DEFQ.  Sie  lautet, 
wenn  man 

OAi  =  Ol,  OCt  =  hi 
setzt, 

^  +  ^4-^-1 

oder 

Dabei   ergibt  sich  a|  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  ODAi 
und  AEAij  oder  ODAi  und  E^DE^  welcher  zufolge 

4)  «1  = 


Ebenso  hat  man,  entnommen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 
ODC^  und  C(?C|,  oder  ODC^  und  G,DÖ: 

Demgemäß  ist,  laut  Nr.  3,  4  und  5: 
einfacher: 

6)  ^  =  ^1— ^-^ ^~  !>  ^' 


Daher   hat  man,  wegen  Nr.  2  und  6',  für  den  Rauminhalt  des 
Steines: 

7)        V=Jf(c,-^^x--^^y)dxdy._      ,  , 


O      O 
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Femer  drückt  die  Gleichung 

a    b 

8)  V^=fjxzdxdy 

o    o 

aus,  daß  bezüglich  der  Ebene  OCQD  das  statische  Moment  des 
Gesamtgewichtes  des  Steines  gleich  ist  der  Summe  der  statischen 
Momente  seiner  stabformigen  Elemente. 
Dasselbe  »agt  die  Gleichung 

a    h 

9)  Vti=J  fyadxdy 

o    o 

bezüglich  der  Ebene  OAED. 

Endlich  spricht  es  die  Gleichung 

a    h 


10)  Vt=j  j-^B^dxdy 


in  Bezug  auf  die  Ebene  OABG  aus,  wenn  bedacht  wird,  daß 
der  Schwerpunkt  des  stabformigen  Elementes  in  seiner  Mitte 
(also  in  der  Höhe  ~a)  liegt. 

Dabei  ist,  in  jeder  der  Gleichungen  Nr.  8,  9  und  10,  für  m 
der  Wert  Nr.  6  gemeint;  femer  ist  V  bestimmt  durch  die  Gleichung 
Nr.  7. 

Letztere  gibt  bei  Durchführung  der  ersten  (auf  y  sich  be- 
ziehenden) Integration  zunächst: 

also  bei  gehöriger  Vereinfachung: 

11)  .       V=.lf[.^^-SL=^:c}ä.r; 

o 

femer  nach  Durchführung  der  zweiten  Integration: 

12)  V  =  {ül{c^  +  e,). 

Da  nun,  was  sich  sofort  der  Figur  50  entnehmen  läflt, 

13)  Ci— C4=Ca  — Ca 
ist,  oder 

14)  c, -f  C3=C,  +  C4, 
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so  darf  statt  Nr.  12  auch  gesetzt  werden: 
15)  V=^ab(e,+e^).*) 

Weiter  hat  man,  gemäfi  Nr.  8  und  6: 


a     h 


16)      V^=JJ(c,-^^^x-^^^^y)xdxay; 

0     o 

also  bei  Dorchführong  der  ersten  Integration  zunächst: 

O 

mithin,  vereinfacht: 

a 

17)       v^=};n^^^±^-^^^xYdx. 

0 

Wird  nun  die  zweite  Integration  ausgeführt,  so  ergibt  sich: 

18)  n=^a26<4c2-ci  +  3c4); 
oder,  da  gemäfi  Nr.  14 

19)  Ca  =  Ci  C'2  +  ^8 

ist: 

20)  F?=i*2«2j(2ci  +  er2  +  3cs). 

Für  die  erste  der  gesuchten  drei  Schwerpunktskoordinaten 
hat  man  also,  laut  Nr.  20  und  15 : 

Femer  ist,  wegen  Nr.  9  und  6, 
22)  Vfi=jj{c^-^^x-^^^y)ydxdy. 

O      O 

Das  gibt  bei  der  Durchführung  der  ersten  Integration  zunächst: 


•)  Man  zeige,  daß  dieses  Ergebnis  (Nr.  12  oder  Nr.  15)  auch  ganz 
elementar,  also  ohne  Integralrechnung,  gewonnen  werden 
kann. 

10* 
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also,  yereinfiBUiht: 

o 

mithin  bei  nochmaliger  Integration  und  gehörigem  Zusammen- 
ziehen: 

24)  7^7=  ^a62(3c2  —  d  +  4c4); 
oder,  gemäß  Nr.  19: 

25)  F,=  i^&2(4c3-C2+3(:0. 

Für  die  zweite  der  gesuchten  Schwerpunktskoördinaten  hat 
man  also,  laut  Nr.  25  und  15: 

Endlich  ist,  wegen  Nr.  10  und  6: 

27)  n=jyi(c,-AZL£L.,_ii^yyrf^^y. 

0     o 

Führt  man  hier  zunächst  das  Quadrat  des  dreigliederigen  Wertes 
aus,*)  integriert  dann  zweimal  (im  wesentlichen  wie  vorher)  und 
vereinfacht,  so  ergibt  sich: 

28)  7J:=  lä6(c,»  +  2(j,2  +  2c,2-  Cic,-  CiC4  +  3cO; 
öder  durch  Benutzung  von  Nr.  19: 

29)  Vt  =  l^  al  (2  c,^  +  Ca^  +  2  ^  -  ^iC«  +  3  c^^?,  -  c^c^). 
Die    dritte    der  gesuchten  Schwerpunktskoordinaten  hat  niithin, 
laut  Nr.  29  und  15,  den  Wert: 

Q^^         r      ^   "^ c{^  +  c^^  +  "^ c^^  —  CxC^  +  ^ c^c^  —  c^c^ 


^  -  ^1  +  ^3 


*)  Anstatt  das  Quadrat  auszuführen,  kann  man  auch  von  der  Be- 
'-'  -'"•'    merkung  Gebrauch  machen,  daß  das  erste  der  zu  berechnenden 
Integrale  im  wesentlichen  die  Form 

hat,  mithin  sein  Betrag  nach  der  Gleichung 

l  u^du  =  ^  u^ 
angebbar  ist. 
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Für  den  in  der  Aufgabe  genaimten  Sonderfall    . 

31)  C3  =  Ca  =  Ci 

gehen  die  Gleichungen  Nr.  21,  26  und  30  über  in: 

32)  $==la,  ,  =  j6,  J:  =  |<j, 
was  mit  der  Anschauung  übereinstimmt. 

Anmerkung.  Zu  den  Ergebnissen  Nr.  21,  26  und  30 
würde  man  etwas  schneller  gelangt  sein  (nämlich  xnit 
Umgehung  von  Ni^.  18,  24  und  28),  wenn  man,  unter  Be- 
nutzung von  Nr.  19,  die  Gleichung  6  in 

33;  a  =  Ci X g y 

verwandelt  und  in  dieser  Form  für  Nr.  8,  9  und  10  ver- 
wendet hätte. 

B. 
Schwerpunkt  einer  Kuppelfläche. 

Für  den  in  dem  Abschnitte  D  des  §  16  genannten  und  durch 
die  Figur  50  (Seite  189)  dargestellten  Kuppelflächenteil  APiCBÄ 
sei  die  Lage  des  Schwerpunktes  durch  Doppelintegrationen  zu 
berechnen. 

Lösung.  Wir  bezeichnen  die  auf  das  rechtwinklige  System 
OXYZ  bezogenen  Schwerpunktskoordinaten  mit  $,  17  und  ^; 
femer  verstehen  wir  unter  iJ,  8  u.  s.  w.  die  im  Abschnitte  D 
des  §  16  genannten  Gröfien.    Dann  spricht  die  Gleichung 

34)  8t  =  f  fxBdxdy 

0      0 

aus,  daß  bezüglich  der  F^- Ebene  das  statische  Moment  des  Ge- 
samtgewichtes des  Kuppelflächenteiles  APxCRA  gleich  ist  der 
Sumnae  der  statischen  Momente  aller  seiner  Elemente. 
Dasselbe  sagt  die  Gleichung 

o     Var(a-aj)' 

36)  Sti  =  j  jyRdxdy 
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in  Bezug  auf  die  XZ- Ebene;  endlich  spricht  es  die  Gleichung^ 

36)  8l=j jgBdxdy 

O      0 

bezüglich  der  XF-Ebene  aus. 

Dabei  ist,  gemäß  Nr»  45,  bezüglich  67,  des  §  16: 

a 


37) 
und 

38) 


R  = 


j/a*  —  0?' 


.2_y2 


8 


=(f-0»'= 


nr  — 2 


Man  hat  also,  laut  Nr.  84  und  37,  zunächst 


39) 


a     Y'  (•  "~  *) 


zu  berechnen. 

Hierfür  empfiehlt  es  sich,  die  Reihenfolge  der  beiden  Inte- 
grationen umzukehren,  also  statt  Nr.  39  zu  setzen: 

40)  8l  =  a  fdy  f   ,       ^^^      =^; 

wobei,  was  man  leicht  der  Figur  52  entnimmt,  die  in  Bezug  auf 

X  geltenden  Integrationsgren- 
i^fir-w.  zen  die  Werte 

^     ^  ^      Jf    41)  Xo  =  NN^ 

42)  xt  =  NNt 

haben;  femer  die  für  y  gel- 
tenden die  Werte 

43)  yo  =  0  und  y,  =  |. . 
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Mithin  hat  man,  laut  Nr.  40 — 43: 


Bekanntlich  aber  ist 

xdx 


46) 


also  das  für  Nr.  44  zunächst  nötige  Integral 
Das  gibt  bei  näherer  Durchführung: 


«)  ^.=-ff-«/(i)-»'+yi+«i/(i)"-»^ 

daher  

49)    Ji«  =  a2-2y-^-a«((yy-y2)=a^-2at/  =  a(a--2y), 

mithin 

50)  Ji  =  j/äjä'—  2  y)\ 
Demgemäß  geht  Nr.  44  über  in: 

51)  Sli  =  ai ^ä(a  —  2y)dy  =  a  ]/äj  ]/a-^~2ydy. 


Da  nun 

52)  J\/a  —  2ydy  =  ~  | A  — 2i 
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ist,  so  ergibt  sich: 

53)  S^  =  jaK 

Man  hat  also,  wegen  Nr.  38,  für  die  erste  der  gesuchten 
Schwerpunktskpordinaten  den  Wert 

oder  näheruDgsweise,  nämlich  dann,  wenn 

66)  n  =  ~ 

genommen  'wird: 

66)  S  =  f2*' 

Anmerkung.  Nr.  54  ergibt  sich  aus  Nr.  89  in  etwas  ein- 
facherer Weise,  wenn  für  den  allgemeinen  Grundrißpunkt  M 
(Figur  50  auf  Seite  139)  an  Stelle  der  rechtwinkligen  Eoordi»- 
naten  {OL  =  x^  LM=y)  die  Folarkoordinaten 

benutzt  werden,  was,  wegen  der  Halbkreisform  des  Grund- 
risses, nat)cirgemäßer  ist 

Es  geht  dann  (siehe  §  16,  Abschnitt  D,  II)  die  Gleichung  Nr.  39 
über  in: 

JtT    acoBß 

--V  „^  r  r  r^costfdtfdf 

O        0 

oder,  besser  geschrieben,  in 

^n  acoBß 

68)  Si^^ajcosedejy^^- 

*  0  0 

Setzt  man  nun 

69)  r==a  cos  9, 
so  ist 

60)  9)  =  arc  cos  — , 
und  es  wird 

O  COB  ö  6  \7t 

61)  r.^i^==^  ra^cosy.asinydy^^,  fcos^^d^. 
J  V^^=^«  J       >^«~a«cos>^  J         ^■ 

Also  hat  man: 
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o  o 

Damit  verwandelt  jich  Nr.  58  in 

63)  Si  =  ja^f(n-'2e'-sm2e)coseda, 

o 
oder  in 

.     i^  in  in 

64)  Ä{= j a»  I nj cos $de  —  2  f  ecosß  de—  fsin  2 e cos ö döj . 

'      O  O  Q  f 

Es  ist  aber 

65)  rco8öiJö  =  l. 

ö 

Femer  ist,  nach  dem  Satze  von  der  Produktintegration, 

I  0  cos  6  dtf  ass  9  sin  0  —  i  sin  6  (|0 , 
also 

j  ecos$d$i=sesme-\-co»d; 


mithin 
66) 

in 

l  6  cos  Ode  = 

n 

■¥- 

-1. 

EndUch 

0 

daher 
67) 

/sin 

2ecosdde=  i^smßcos'^ede 

in 
fsm2ecosed$^j' 

—  cos»»; 

Aus  Nr.  64-67 

0 

folgt  mm: 

5^  =  la3L-2 

also 
68)                                     Äf  =  |a8 
übereinstimmend  mit  Nr.  53. 

4  _ 
•  8 

-i)_ 

u* 
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Um  die  Schwerpunktskoordinate  fj   zu  erhalten,   hat  man, 
gemäß  Nr.  S5  und  37, 

69)  8n  =  af  (-j=MMM= 

0     o 

zu  berechnen;  mithin  zunächst  das  Integral 

70)  j,=  f      y^y 

O 

Da 

71)  f     y^y      ^,^/(^-;,»)_y2 

ist  (vergleiche  Nr.  45  und  46),  so  ergibt  sich: 

72)  tZi  =  —  i/a^  —  ax  +  i/a^  —  ^* . 

Hiermit  geht  Nr.  69  über  in : 


73) 


5(7  =  a  U^a^  —  x^  —  i/a(a  — a:)}  da;, 


o 


gleichwertig  mit: 

a  a 

74)        Ä^  =  a  11  |/ä^—  ^rfrp  —  /ä  fi/a  — x(?x| . 

O  0 

Nun  hat  man  zunächst,  durch  geometrische  Deutung  (äehe 
§  1,  Gleichung  Nr.  8): 


75)  f]/a^-x^dx  =  l  na\ 


Ferner  ist,  nach  der  Grundformel  für  die  Integration  der 
Potenz: 


76) 


I  ]/a  —  x  dx  =  —l}/a  —  x  , 


also 

a 

77)  f^ä^^dx  =  -irlVä:* 
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Mithin  folgt  aus  Nr.  74,  76  and  77: 

78)  5r,  =  l^a«. 

Es  ergibt  sich  also,  wegen  Nr.  38,  für  die  zweite  der  ge- 
suchten Schwerpunktskoordinaten: 

oder  mit  dem  Näherungswerte  Nr.  55: 

80)  9  =  -^Ä- 

Um  endlich  die  Schwerpunktskoordinate  i  zu  erhalten,  hat 
man,  laut  Nr.  36  und  37, 

81)  8C=affdxdy 

Q    O 

ZU  berechnen.    Das  gibt  zunächst: 

82)  Si  =  a  j}fx  (0  —  X)  dx. 

0 

Hierauf,  unter  Benutzung  geometrischer  Deutung  (vergleiche 
§  1,  Nr.  5): 

83)  Si=lna 


3 


Man  hat  also,  gemäfi  Nr.  38, 

oder  näherungsweise,  nämlich  mit  Benutzung  von  Nr.  55, 
85)  t  =  ^a. 

Anmerkung.  Die  Ergebnisse  Nr.  56,  80  und  85  mittels 
der  Figur  50  (Seite  139)  durch  die  Anschauung  zu  prüfen, 
sei  empfohlen. 
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P. 


y 


Fig.  53. 


§18.    Trägheitsmomente.*) 
A. 

Trägheitsmoment  eines  Trapezes. 

Das  auf  die  Achse  TJY  bezogene  Trägheitsmoment  T  des 
gleichförmig  dicjiten  Trapezes  P\P^Q^Q,\-,  Figur  53,  soll,  aus- 
gedrückt durch 

gtPi  =  ai,  Q2P2  =  fl2,  QiQ2  =  b, 

die  Flächendicke  d  und  die  Dich- 
tigkeit f ,  berechnet  werden,  in- 
dem man  es  ans  d^i  Trägheits- 
momenten rechteckförmiger 
Elemente  mit  den  Seitenlängen 
dx  nnd  dy  zusammensetzt,  wobei 
unter  x  und  y  die  Abmessungen 
QiS  und  SP  verstanden  sind, 
welche  die  Lage  des  allgemeinen 
Flächenpunktes  P  bestimmen. 

L.östtng,  Das  bei  P  befind- 
liche Element  hat  das  Trägheits- 
r^    moment 

1).    dT=(dxdy)d€.yK 
Demgemäß  ist  für  einen  durch 
SR  angedeuteten,  mit  QiPi  gleichgerichteten  Streifen,  von  der 
fireite  dx^  jenes  Moment  ausgedrückt  durch 

yssSR 


(/ — 


Q,      S  Q^ 


2) 


Also  hat  man: 


y  =  0 


y^dxdy. 


essl» 


'.8E 


3) 


T=äef       fy'äxdy. 


Da  nun 

4) 
ist,  so  geht  Nr.  3  über  in 


sO      y  =  0 


SB  =  a,-^^^^x 


•)  Man  sehe  den  §13;  auch:  Fuhrmann,  naturwissenschafüiche 
Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  21  und  33. 
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5)  T=3ej  dxjy^dy. 

O  0 

Die  Ausführung  der  ersten  Integration  gibt: 

h 

6)  T=\i.j{a,^^tz3L^)'i^, 


die  der  zweiten  liefert: 


7) 

oder 

8) 


T=kde 


«" 


Oa*  —  Ol* 


r  =  A  <»«  (V  +  01%  +  a,  oj*  +  a,»)  6. 


151 


Man  sehe  §  13,  Abschnitt  C;  insbesondre  die  dortige  Gleichung 
Nr.  16. 


B. 

Trägheitsmoment  eines  Kreisabschnitts.*) 

•- 

Ein  Kreissegment  ABCDA  (Figur  54)  hat  die  Sehnen- 
länge AC=2c,  die  Pfeilhöhe  DB-=^by  die  konstante  Dicke  6 
und  die  konstante  Dichtigkeit  e. 


Fig.  64. 

J^ 

Y 

-•< 

A  A 

1 

l<r 

D 

■■•ß. 

\ 
\ 

^  /      ■■■- . 

j 

\ 

M     R 


er 


*)  Vergleiche:  Win  kl  er,  'die  Lehre  von  der  Elasticität  und 
Festigkeit,  §^.'^17*  (lü^  ist  der  Kreisabschnitt,  »l^r  Un1t«?3chied 
des  Kreisausschnitts  und  des  zugehörigen  Dreiecks  be- 
handelt.) -^  '     :  ■  '  ~ 
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I.  Man  soll  durch  Doppelintegration  und  mit  Benutzung 
rechtwinkliger  Koordinaten  das  Trägheitsmoment  T  dieses 
Segments  berechnen,  bezogen  auf  eine  Achse  LL^  welche, 
parallel  zur  Sehne,  auf  der  Seite  der  letzteren,  in  dem  Ab- 
stände DK  =  k^  liegt;  man  soU  also  T  ausdrücken  durch  r,  &, 
i,  d  und  €. 

II.  Das  Ergebnis  soll  angewendet  werden  auf  diejenigen 
besonderen  Fälle,  in  welchen  die  Drehachse  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt M  geht  (also  nach  Li  Li  fällt)  und  dabei  das  Segment 
entweder 

a)  das  aUgemeine  ABCDA^ 
oder 

ß)  der  Halbkreis  AtBCiMAi 
ist. 

Lösung.  I.  Wählt  man  das  Koordinatensystem  in  der  durch 
die  Figur  54  angegebenen  Weise,  so  ist  KQ  =  x^  QP=y^  und 

9)  dT={lidxdy)d€)y^; 
also,  wenn  QPt  mit  yi  bezeichnet  wird: 

10)  T=z2de  f  fy^dxdy; 

0     k 

mithin 


11)  T  =  ld€f(yi^^k^)dx. 


Hierbei  hat  man: 
12)  2/1  =  /ä^f^T^-  (a  -  6  -  *), 

wobei 

also  der  Kreisradius.  Letzterer  Ist  nicht  unmittelbar  gegeben, 
aber  durch  b  und  c  bestimmt;  es  gilt  nämlich,  nach  einem  sehr 
bekannten  Satze  der  Kreislehre,  die  Gleichung 

Setzt  man,  zur  Abkürzung,  statt  Nr.  12, 
14)  yi  =  ]/är—x*  —  n, 
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wobei  also 

15)  n  =  a  — 6  — Ä;  =  JlfZ, 
oder,  wegen  Nr.  13: 

16)  „_ — 

ist,  so  wird  aus  Nr.  11: 

e 

17)  T=}  def{  (/«»  —  «*  —  n)'—  *»}  rfar; 

0 

also 

18)  r=  f  iTeAca*  — ««)y'a*  — »''  —  3  (a»  — a:*)n 

+  3  n«  j/a*  — x*  —  n'»  — *»}  dT^; 
oder 

e 

19)  T=|<Je|'{(a«+3i»*)|/i*^^r^— ;rV«^^^«*" 

—  (3  a^n  +  n»  4- 1»)  -f  3  n.rH  dx. 
Bekanntlich  aber  ist,  siehe  §  1,  Nr.  4: 

20)  /  ]/a^  —  x^dx  =  \x ]/a^  —  x^-{- 1 a^  arc  sin  — ; 

ferner  (siehe  Minding,  Sammlang  von  Integraltafeln,  Seite  104; 
oder:  Schlömilch,  Übungsbach  zum  Studium  der  höheren  Ana- 
lysis,  Teil  II,  Seite  41  der  4.  Auflage): 

21)    jx^  ^a^  —  x*dx  =  l  (a*  arc  sin  -  —  x  (a«  —  2  x^  |/a«— a;*) . 
Dies  in  Nr.  19  eingeführt,  gibt: 

e 

'    22)  T  =  ^d€  {(a«  +  3  n^)  ]  (x  V^a«  — .r«  +  a^  arc  sin  ~) 

—  j  (a*  arc  sin  ^^ x  (a*  —  2  a;*)  /a*  —  x^j 

—  (3  a^n  -f  P  -f  n»)  .r  +  nx^ ; 
also: 
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0 

23)  T=|(r«||«(4(o»+3»»)  +  j:a*  — 2ar»)yo»-«« 
+  y  o»  (4  (a«  +  3  »•)  —  0»)  arc  sin  - 


—  (3  a»n  + 1» +  «»)«  + »««J, 


mithin: 

24)  T=  j3  de/c,(6  a»  +  12  «»»  —  2  c»)  f/ä*'-^=y 

+  3  a*  (a*  +  4  »*)  arc  sin  — 

—  8(3  a«ii +  *»  +  »»)  c+^  8  HC»}. 
Da  nun  (siehe  die  Figur  64) 

/ÖT—  c*  =  *  +  ♦*  =  ö  —  6> 
so  hat  man  schließlich: 

26)  r=id«|(a  — 6)c(öa«  — 2c»+12»«)  +  3a(a>  +  4ii«)/ 

'  —  8cn(3a»-i-c«  +  ii«)  — 8ci»}, 

wobei 

26)  y  =  arc  J5C  =  a .  arc  sin  — 

ist. 

II.   a)  FäUt  Xlr  nachXiLi,  so  ist  (gemäß  Figur  64) 

27)  n  =  ö. 

Femer  ist  h  nicht  mehr  unabhängig  von  h  und  c;    es  besteht 
vielmehr  die  Beziehung 

28)  Ä^=a  — 6, 
also,  nach  Nr.  13: 

Führt  man  dies  ein  in  Nr.  26,  so  entsteht: 

30)  r=pjcrff{c(a  — 6)(l&a6-  3a*  — 8  6»- 2c«)  + 3a»y), 

wobei  a  durch  die  Gleichung  Nr.  13  bestimmt  ist  und  y  ^"^' 
die  Gleichung  J^t.  26. 

ß)  Wird  das  allgemeine  Segmeni  ABCDÄ  zu  dem  Halb- 
kreise Ai^Ci-äfAi,   so-ist 

31)  a=:b  =  c  nnd  y=zjnc; 
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mithin  geht  dann  die  Gleichung  Nr.  30  über  in 


32) 


T=\nd 


€C* 


Anmerkung.  Es  sei  empfohlen,  die  Gleichungen  Nr.  30 
und  32  auch  unmittelbar  (also  ohne  Benutzung  von  Nr.  25) 
abzuleiten. 


C. 

Trägheitsmomeut  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  und 
eines  Rhombus. 

I.  Ein  gleichförmig  dichtes  rechtwinkliges  Dreieck  OAB 
(Figur  55)  möge  die  Kathetenlängen 

OA  =  a,  OB  =  b 

haben;  seine  Dicke  sei  d,  seine 
Dichtigkeit  €.  Man  soll  (durch 
Doppelintegration)  für  eine  zu 
der  Fläche  senkrecht  stehende 
und  durch  den  Scheitel  des 
rechten  Winkels  gehende  Ach- 
se berechnen: 

a)  das  Trägheitsmoment 
T,  ausgedrückt  durch  a,  6, 
d  und  €; 

ß)  den  Trägheitshalbmesser  p. 

Auch  soll  angegeben  werden,  wie  sich  der  Letztgenannte 
aus  den  Kathetenlängen  a  und  h  durch  Konstruktion  ab- 
leiten läßt. 

Lösung,  a)  Benutzt  man  0  A  als  X-Achse,  0 B  als  F-Achse, 
so  ist  für  den  allgemeinen  Flächenpunkt  P: 

Femer  hat  das  bei  P  befindliche  Element  der  Dreiecksfläclie 
das  Trägheitsmoment 

33)         dT^  (df  d,r  dy)  ÖP  ^  =  {x^  +  y^)  da  dx  dy. 

Soll   hieraus   T  sich  ergeben,    so  muß.  in  Bezug  auf  y  von  L 
bis  Pf  integriert  werden;  dann  in  Bezug  auf  x  von  0  bis  A, 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Infimtesiiiialreohnung.    T.  IV. 


II 
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Dies  gibt: 

34)  T=d€ I    Ux^-\-y^dxdy. 

o    o 
Nach  der  Durchführung  der  ersten  Integratioa  hat  man: 

o 

35)  T  =  def{x'  I  (a  -  a;)  +  ;  -^  (a  -  x)>]  dx. 

Für  die  zweite  Integration  empfiehlt  es  sich,  -^— y  vor  das  Inte- 
gralzeichen zu  setzen,  im  ersten  Gliede  mit  x^  auszumultiplizieren, 
im  zweiten  aber  zu  beachten,  daß  die  dritte  Potenz  des  Binoms 
nicht  ausgeführt  zu  werden  braucht,  das  Glied  vielmelir  in  der 
Form  v^dv  auffaßbar  ist.    Es  führt  dies  zu: 

36)  T=  j^d*a6(a2  +  fc2)j 

oder,  wenn  die  Hypotenusenlänge  mit  c  bezeichnet  wird,  auf 

37)  r=^dea6c*. 

ß)  Für  die  Masse  M  des  Dreiecks  hat  man: 

38)  M=\ah6s', 
also  für  r,  statt  Nr.  36  oder  37,  auch 

39)  T==|Jlf(a*  +  62)  =  |jifc^ 
Der  durch  die  Gleichung. 

40)  r=j/^2 

definierte  Trägheitshalbmesser  q  hat  mithin  die  Länge 

41)  ^=|/_r_  =  _._  =  _,j.6. 

Er  kann  in  der  Form 


42)  «  =  I  /c  •  6  ^  J   o<le^  P  =  ^^c  •  I  ^ 

sehr  leicht  als  geometrisches  Mittel  konstruiert  werden. 

U.  Mit  den  Gleichungen  Nr.  36  bis  41  hat  man  auch  das 
Trägheitsmoment  und  den  Trägheitshalbmesser  eines  Rhombus 
ABAiBi  (Figur  55)  und  eines  Quadrates  für  den  Fall,  daß 
die  Drehachse  senkrecht  zur  Fläche  steht  und  durch  den  Mittel- 
punkt derselben  geht.     Es  möge  dies  nähere  Erklärung  finden. 
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Flg.  56. 


Trägheitsmomente  prismatischer  Körper. 

I.  Ein  oben  durch  eine  Ebene  schief  abgeschnittenes,  gerades, 
vierseitiges  Prisma  ABCDEFOH  (Figur  56)  hat  als  Grundfläche 
ein  Rechteck  mit  den  Seiten 

AB  =  a,  ÄD  =  b. 
Die  vier  Seitenkanten   haben 
die  Längen 

ÄE^c^  BF=c.2, 

Die    Dichtigkeit    ist    überall 
gleich  €. 

Man  soll  durch  dreifache 
Integration  und  mit  Benutzung 
rechtwinkliger  Koordinaten  das 
auf  die  Kante  AE  bezogene 
Trägheitsmoment  T  des  schief 
abgeschnittenen  Prismas  be- 
rechnen, ausgedrückt  durch  a,  -^* 
6,  drei  der  vier  Seitenkanten 
und  *. 

Das  Ergebnis  soll  auf  den  besonderen  Fall,  in  welchem 
alle  Seitenkanten  die  Länge  c  haben,  angewendet  werden, 

Lösung.     Nimmt  man  AB  als  die  Richtung  der  .r,   AD 
als  die  der  y,  AE  als  die  der  jg^  so  sind  die  Strecken 

AL  =  x,  LPo  =  y,  PoP^ss 
die  Koordinaten  des  allgemein  liegenden  Punktes  P  des  Körpers, 
dessen  Trägheitsmoment  T  verlangt  wird. 

Das  bei  P  befindliche  Element  des  Volumens  V  hat  dann 
den  Inhalt 

43)  dV=dxdydz 

und,  bezogen  auf  die  Kante  AE^  das  Trägheitsmoment 

44) 
also 

45)  dT: 

II* 
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Nun  ergibt  sich  T,  was  die  Figur  56  zeigt,  aus  derartigen 
Elementen,  wenn  integriert  wird: 

in  Bezug  auf  z  von  P^  bis  Pi, 
„        r        r^    y     ^     L      ^    M, 

r  «  T      X       y.       A         ^      B. 

Man  hat  daher: 

46)  r  =  «  (*  C  Jcx«  +  y^)  dx  dy  dz, 

0     0     0 

wobei  die  Strecke  PoPi  mit  ex  bezeichnet  ist. 

Sie  ergibt  sich,  als  Funktion  von  x  und  y,  aus  der  Gleichung 
der  Ebene  EFGH,  Diese  Gleichung  lautet,  wa^im  Abschnitte  A 
des  §  17  gezeigt  wurde, 

47)  z,  =  c, X jj-^y. 

Hiermit  geht  Nr.  46  über  in: 

^^)  T=eff  fix'  +  y^)  dx  dy  dz. 

0       0       0 

Die  Durchführung  der  ersten  der  drei  Integrationen  gibt: 

a  b 

49)  T  =6  fdx  f{c,  - --^^ .r  -  '''^''  y) {x'  +  V') dy^ 

o  o 

die  der  zweiten  und  dritten  führt  (indem  man  die  ftir  das  Inte- 
gral der  Potenz  geltende  Formel  wiederholt  anwendet)  zu  der 
Gleichung 

Damit  ist  das  gesuchte  Trägheitsmoment  in  der  vorgeschriebenen 
Weise  berechnet. 

Für  den  in  der  Aufgabe  genannten  Sonderfall,  also  für 
das  gerade  rechtwinklige  Parallelepiped,  gibt  Nr.  50: 

51)  T  =  \€ab  (a2  -^b^)c=l  M(a'  +  6^)^ 

wenn  mit  M  die  Masse  des  Körpers  bezeichnet  wird. 

Anmerkung.  Diese  Gleichung  Nr.  51  auch  unmittel- 
bar (ohne  Benutzung  von  Nr.  50)  abzuleiten,  sei  hiermit 
empfohlen. 


Digitized  by 


Google 


Mehrfache  Intej^rationon. 


165 


II.     Einige  Anwendungen  der  Ergebnisse  Nr.  50  und  51 
liegen  sehr  nahe: 

a)  Man  zeige  z.  B.,  wie  sich  die  Gleichung  Nr.  50  benutzen 
läßt  zur  Angabe  des  auf  eine  Seitenkante  bezogenen  Trägheits- 
moments eines  oben  und  unten  schief 
abgeschnittenen  Parallolepipeds. 

ß)  Ferner  berechne  man,  durch 
Anwendung  der  Gleichung  Nr.  51,  das 
Trägheitsmoment  T  eines  gleichförmig 
dichten,  geraden,  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipeds  (Figur  57),  bezogen  auf 
eine  Achse  MN^  welche,  innerhalb 
des  Körpers,  an  allgemeiner  Stelle, 
parallel  zu  den  Seitenkanten,  liegt. 

Andeutungen  zu  ß\     Wird 
OAi  =  Ol,  OA2  =  02, 
OBi  =  hu  OB2  =  h2 
gesetzt,  so  ergibt  sich: 

52)  T=z{  e  \a,h  ia,^  +  h^)  +  a,h,  {a,^  +  ij«) 

+  a,ia  (Os'  +  h^)  +  ölt«  (ö,^  +  6o2)}  c. 

Für  den  besonderen  Fall,  in  welchem  die  Drehachse  MN  mit 
der  geometrischen  Achse  des  Parallelepipeds  zusammenfällt,  also 

53)  ai  =  ao  =  .1  a  und  Ji  ==  to  =  2  ^ 
ist,  geht  dies  über  in 

54)  T=l,8ah{a'-\-h'-)c  =  l,M{a'  \h^), 

wobei  M  wieder  die  Masse  des  Körpers  bezeichnet.     (Man  ver- 
gleiche Nr.  51.) 


Anmerkungen  und  Anr(»gungpu. 
I.  In  Bezug  auf  elementare  Behandlung  der  Trägheits- 
momente ebener  Figuren  beachte  man  besonders  die  im  „Lite- 
raturverzeichnis" genannte  Arbeit  von  F.  Kosch.  Sie  gibt  zu- 
nächst einen  Grundriß  der  Geschichte  des  Trägheitsmoments 
(2'fwr^)    und    des    Centrifugalmoments    oder    Deviations- 
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moments  (^2mxtf)^  hierbei,  von  Huyghens  und  Euler  aus- 
gehend, die  Arbeiten  von  Cauchy,  Poinsot,  Binet,  Clebsch, 
{lankine,  Häton  de  la  Goupilliere,  Reye  und  Culmann 
allgemein  berührend,  auch  spezielle  Literaturangaben  ansclilleßend. 
Dann  behandelt  sie  elementar  (ohne  Integralrechnung)  die  Träg- 
heitsmomente einfacher  Figuren  (Parallelogramm,  Dreieck 
Trapez,  Kreis)  und  bespricht  die  graphischen  Verfahren  von 
Mohr  und  Nehls.  Hierauf  giebt  sie  Allgemeines  über  die 
Theorie  der  Trägheits-  und  Centrifugalmomente,  sowie  einige 
Anwendungen,  z.B.  auf  den  Mittelpunkt  des  Wasserdruckes. 
IL  Bezüglich  der  elementaren  Berechnung  von  Trägheits- 
momenten beachte  man  femer:  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik,  Jahrgang  IV,  Seite  446 — 450.  (Mitteilung  von 
Schlömilch.) 

IIL  Desgleichen  beachte  man  die  im  „LiteraturverzeiehniN" 
genannte  Arbeit  von  Rehfeld  und  die  auf  Seite  600  des  Jahr- 
ganges 1898  des  Jahrbuchs  über  die  Fortschritte  der 
Mathematik  stehende  Besprechung  derselben,  welche  auf  Seit« 
743 — 746  von  Schells  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte* 
(1870)  verweist. 

IV.  Endlich  seien  der  Beachtung  empfohlen: 
Beghin,  m(5thode  d'approximation  pour  calculer  le  momeDt 
d'inertie  et  la  position  du  centre  de  gravite  d'une  aire 
plane.  (Annales  des  ponts  et  chaussees,  1890,  I. 
241—243.) 
Nehls,  Chr.,  graphisch-mechanische  Bestimmung  des  aqua* 
torialen  Träglieitsmomentes  einer  Figur  in  Bezug  auf 
eine  Schwerpunktsachse  derselben.  (Civilingenieur, 
1874,  Seite  295—300.) 

§  19.    Landwertsbereohnnngen,  Fläohenteilungeii  und  Grenzen- 
regelungen,  bei  gesetzmäßig  veränderliohem  Einheitswerte. 

(Man  sehe  den  §  14.) 

A. 

Wert  eines  trai)ezfürmigen  Landteils. 

L    Der  AVert  w  der  Flächeneinheit  (etwa  des  Quadratmeten») 
eines  trapezförmigen  Landteils  A'ABJB'  (Figur  58  auf  Seite  167) 
sei  veränderlich  nach  dem  Gesetze 
1)  w  =  Co  +  Ciy, 
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Fig.  S8. 


A 


y- 


A' 


A'      F'B' 

P'Pi  and  der  Breite  dx  ausgedrückt  durch  das  Integral 

2)  J=j(Co  +  ciy)dxdy, 

wenn  mit  yi  die  Strecke  P'Pi  bezeichnet  wird. 
Demgemäß  hat  man: 

3)  W=f     J(co-^c,ij)dxdy. 

a-saO    y«0 

Oder: 

h  o,  4-  c  tan  a 

*^  ^=jfa  +  cifj)dxdy, 

O     0 

wobei  a  der  Winkel  A**ÄB  ist,  also 

02  —  dl 


ö) 


tana 


'A 


wobei  Co  und  d  positive  Konstanten  bezeichnen,  y  den  Abstand 
von  der  Achse  jr,  also  von  der  Seite  Ä'B',  bedeutet.*) 
Die  Abmessungen  des  Landteils  seien: 

Man  berechne  seinen  Wert  W 
durch  bestimmte  Doppelinte- 
gration. 

Lösung.  Der  allgemeine 
Flächenpunkt  P  sei  bestimmt 
durch 

Ä'P'  =  x  und  P'P=y. 

Dann  hat  das  bei  P  befindliche 
Flächenelement  den  Inhalt  dxdy^ 
also,  laut  Gleichung  Nr.  1,  den 
Wert 

iCo']r<^iy)dxdy. 

Es  ist  mithin  der  Wert  eines 
Rächenstreifens  von  der  Länge 


•)  Bezüglich  der  Gesetze  Nr.  1,  0,  12  und  17  sehe  man  den  Ab- 
schnitt C  dieses  §  19. 
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Aus  Np.  4  folgt  durch  Aüsfährung  der  ersten  der  beiden  Inte- 
grationen: 

h 

6)      W=  Uco(ai  +a' tana)-h  ^-Ci(ar  +  a:  tana)^}d.r. 

0 

Das  gibt  bei  Durchführung  der  noch  übrigen  (zweiten)  IntegratioD: 

7).     W=lb[(a,  +  flo)  Co  +  {  (ai^  +  a,a,  +  02')  ^1} 

'als  Wert  des  trapezförmigen  Landteils  Ä'ABB\  falls  das  Gesetz 
Nr.  1  Giltigkeit  hat. 

Anmerkungen,  a)  Bezüglich  der  Ableitung  der  Glei- 
chung Nr.  7  sehe  man  auch  §  14,  Abschnitt  C,  II,  ß. 

ß)  Femer  wende  man  Nr.  7  auf  diejenigen  Fälle  an,  in 
welchen  das  Trapez  zu  einem  Rechteck,  oder  zu  einem 
rechtwinkligen  Dreieck  wird.  (Vergleiche  die  Abschnitte  A, V 
und  B,  V  des  §  14.) 

y)  Endlich  beachte  man,  daß  Nr.  7  auch  in  der  Form 

gegeben  werden  kann,  in  welcher  F  den  Flächeninhalt  des 
Trapezes  bedeutet.    Diese  Gleichung  Nr.  8  sagt  aus:  W  hat 
den  Betrag,  welchen  es  haben  würde,  wenn  w  überall  den 
Wert  hätte,  welchen  es  im  Schwerpunkte  des  Trapezes 
hat.     (Vergleiche  §  14,  Abschnitt  B,  V.) 
II.  Man  berechne  nun  den  Wert  W  des  trapezförmigen  Land- 
teils A'ABB  (Figur  58    auf  Seite  167)  auch  für  den  FaU,  daß 
an  Stelle  des  Gesetzes  Nr.  1  das  Gesetz 

9)  w  =  Co  +  cx  (ao  —  y) 

gilt,  also  der  Wert  w  der  Flächeneinheit  sich  zusammensetzt  aus 
einem  konstanten  Betrage  Co  und  aus  einem  veränderlichen, 
welcher  dem  Abstände  von  der  zu  g  parallelen  Geraden  h  pro- 
portional ist  und  für  die  Einheit  desselben  den  Betrag  Ci  hat 
(wobei  Co  und  C\  wieder  positiv  gemeint  sind). 

Andeutungen  zur  Lösung. 

An  die  Stelle  der  Gleichung  Nr.  4  tritt: 

h     a^-\-  X  ton  « 

,    1.0)  W=  f  f(co  +  ci  (02  -  y))dx  dy. 
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Hieraus  folgt,  wenn  die  beiden  Integrationen  ausgeführt 
werden: 

11)  W=  i-  b  {(fl,  +  02)  Co  + 1  (2  02^  +  2  a,a2  ~  ar^  c,}. 

Anmerkung.    Man  vergleiche  Nr.  7  mit  Nr.  11,  gebe 
auch  ein  Zahlenbeispiel. 

ni.  Femer  berechne  man  den  Wert  W  des  trapezförmigen 
Landteils  A'ABB'  (Figur  58)  für  den  FaU,  daß  (statt  Nr.  1  oder 
Nr.  9)  das  Gesetz 

12)  w  =  Co-j ^ 

gilt,  in  welchem  c^,  Ci  und  C2  wieder  positive  Konstanten  be- 
zeichnen, y  den  Abstand  von  der  Geraden  g  bedeutet. 

Andeutungen  zur  Lösung.     Die  Gleichung 

h     Ol  +  « tan  a 

13)  W=ff(e.  +  -^)d.äy 

O      0 

tritt  hier  an  die  Stelle  der  Gleichungen  Nr.  4,  bezuglich  10. 
Sie  gibt  zunächst: 

14)  W=  a,he,  +  \  b^co  tan  «  +  c,  fl  -^i+A±iL^"L d«. 


O 


Das  noch  übrige  Integral   hat  im  wesentlichen    die  Form 
flvdv.     Da  nun  bekanntlich 

15)  flvdv  =  v(tv-'l) 
ist,  so  hat  mau 

16)  j'l  «i  +  e,  -b^tan«^  ^^ 

Ol  +  C2  4-  ^  tan  g    /    ai  f  C2  -f  ^  tan«   \ 

täii  a  V  Cq  / 

Jetzt  sind  die  Grenzen  0  und  b  einzuführen;  u.  s.  f. 

B. 
Wert  eines  dreieckförmigen  Landteiles. 

Ein  dreieckiger  Landteil  ABC  (Figur  59  auf  Seite  170)  sei 
bestimmt  durch 

AC=b,  AB=c,  ZCAB=:a. 
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Er  sei  nur  von  AB  aus  zugänglich  und  aasnutzbar.  Demgemäß 
wachse  der  Wert  w  der  Flächeneinheit,  wenn  der  Abstand  von 
C  zunimmt.    Das  Wachstumsgesetz  laute: 

17)  tt?  =  Co  +  ^2r^ 

wobei  Co  und  c^  positive  Konstanten  sein  sollen,  r  der  Abstand 
CP  des  allgemeinen  Flächenpunktes  P  von  der  Ecke  C. 


^x  — 


Unter  Verwendung  des  in  der  Figur  angegebenen  Koordi- 
natensystems, dessen  F-Achse  mit  AB  gleichlaufend  ist,  berechne 
man  durch  Doppelintegration  den  Landwert  TT,  ausgedrückt  durch 
J,  c,  a,  Co  und  Cg- 

Sodann  drücke  man  ihn  aus  durch  &,  a,  nämlich  jB(7,  durch 
den  eingeschlossenen  Winkel  y  =  ACB,  durch  Co  und  Cj. 

Hierauf  bestimme  man  den  durch  die  Gleichung 

Land  wert 

^  ^'^~  FiädTenlSürit 

definierten  Mittelwert  der  Flächeneinheit,  wie  auch  seine  Be- 
ziehung zum  Trägheitshalbmesser  des  Dreiecks  ABG  be- 
züglich des  Punktes  C, 

Endlich  wende  man  die  Ergebnisse  an  auf  den  Sonderfall, 
in  welchem  der  Winkel  ACB  ein  rechter  ist. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Das  bei  P  befindliche  Flächen- 
clement hat  den  Inhalt 

sin  a  .  dx  dy , 
wobei 

CPi  =  a;,  PiP  =  y. 

Demgemäß  ist  der  Wert  eines  durch  P1P2  angedeuteten  un- 
endlich schmalen  Flächenstreifens  ausgedrückt  durch 
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ex 

/  (Co  +  ^2  r-)  sin  a  ,  dxdy. 


Daher  hat  man: 


if  =  o 


" '-: 


19)  W=  I    /  (c,  +  Cjr*)  sin  a  .dxdy, 

o      o 

wobei 

20)  r  =  j/o^+y*  -~~2  xy  oös  « . 
Die  Durchführung  der  beiden  Integrationen  gibt: 

21)  W=  j!,  Ic sin  a/ß  c„  +  Co  (3  6  (6  —  c  cos  a)  +  c^^l. 

Zufolge  der  Beziehungen: 

22)  csina  =  asiny, 

23)  i  —  c  cos  a=^a  cos  y, 

24)  c2  =  a2  +  J2  —  2  a6  cos  y 
darf  für  Nr.  21  gesetzt  werden: 

25)  W=  ,2  ah  sin  y  {ö  c^  +  (a«  +  fc^  +  a6  cos ;')  Cs}. 

Also  hat  man  für  den  Mittelwert  der  Flächeneinheit: 

26)  u?^  =  Ca  +  \  (a^  +  *^  +  ö*  ^*os  z')  Co . 

Er  ist  mithin  gleich  dem  w  derjenigen  Dreiecksstellen,  welche  .um 

27)  j=|/«*E!±«^^««F, 

nämlich  um  den  Trägheitshalbmesser  der  Fläche,  von  der  Ecke  G 
abstehen. 

Für  ;'  =  90^  vereinfachen  sich  die  Ergebnisse  in  selbst- 
verständlicher Weise. 

r. 

Anregunji^en  und  AnmerkungiMi, 

betreffend  Landwertsberechnungen,    Flächenteilungen  und 

Grenzenregelungen. 

I.  Der  Inhalt  der  §§14  und  19  kann  Anregungen  und 
Material  zu  einfer  mathematischen  Theorie  der  Landwerte 
darbieten;    insbesondere   zu  einer  mathematisch-volkswirt- 
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schaftlichen  Untersuchung  des  Einflusses,  welchen  Verkehrs- 
wege (Straßen,  Eisenbahnen,  Kanäle)  und  Verkehrsmittel- 
punkte  (Eisenbahn -Haltestellen,  "Wirtschaftshöfe,  Ortschaften, 
Städte)  auf  die  Vergrößerung  der  Land  werte  ausüben. 

Bei  solchen  Untersuchungen  wird  man  zunächst  einen  Ver- 
kehrsweg in  Betracht  ziehen,  oder  einen  Verkelirsmittelpunkt; 
dann  deren  mehrere;  zuletzt  auch  das  gleichzeitige  Ein- 
wirken von  Verkehrswegen  und  Verkehrsmittelpunkten. 

Das  Rechteck,  das  Trapez,  das  Dreieck  und  der  Kreis- 
ausschnitt werden  dabei,  wie  es  in  den  §§14  und  19  schon 
geschehen  ist,  als  die  Grundformen  der  Landteile  zu  be- 
nutzen sein. 

Eine  der  zunächst  zu  lösenden  Aufgaben  wird  darin  be- 
stehen, zu  untersuchen,  welche  Steigerung  S  der  Urw^ert  ü 
eines  rechteckigen  Landteils  erfährt,  wenn  mehrere  seiner 
Seiten  (zwei,  drei  oder  alle  vier)  zu  Verkehrswegsachsen  werden 
und  man  die  Gesetze  kennt,  nach  denen  hierbei  der  Flächen- 
einheitswert to  zunimmt.  (Beispiel:  Übergang  einer  rechteck- 
formigen  Feldüäche  in  eine  Eckbaustelle  oder  in  einen 
^Block**.) 

n.  Ist  ein  Erzeugungsgebiet  umschlossen  von  einem  Ab- 
satzgebiete, oder  von  Verkehrswegen,  so  wird  sein  Flächen- 
einheitswert w  fast  immer  von  innen  nach  außen  wachsen; 
befinden  sich  im  Innern  eines  Erzeugungsgebietes  Verkehrs- 
mittelpunkte oder  Verkehrswege,  so  wird  to  von  innen 
nach  außen  abnehmen. 

Auch  Ursachen,  welche  die  Fruchtbarkeit  der  Landteile 
erhöhen  (z.  B.  Wasserreichtum),  oder  herabdrücken  (z.  B.  der 
Rauch  von  Hüttenwerken),  werden  als  Veranlassung  zum  Wachsen 
oder  Abnehmen  des  tv  auftreten. 

III.  a)  Ist  der  Wert  u)  der  Flächeneinheit  eines  Landteils 
eine  Funktion  des  Abstandes  y  von  einer  Geraden,  z.  B.  von 
einem  geradlinigen  Verkehrswege,  so  kann  die  Wertsbereoh- 
nung  beliebig  begrenzter  ebener  Flächen  auf  die  von  Trapezen 
oder  Rechtecken  zurückgeführt  werden.  (Man  selie  hierüber 
die  Figuren  36  bis  41  auf  Seite  84  bis  88.) 

ß)  Es  kann  (wie  vorher  erklärt,  oder  wenigstens  angedeutet 
wurde),  aus  wirtschaftlichen  Gründen,  bei  derartiger  Abhängig- 
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keit  vorkommen,  daß  tv  mit  wachsendem  y  wächst,  wie  auch, 
daß  es  mit  wachsendem  y  abnimmt. 

Eine  sehr  einfache  Funktion,  welche  das  Erstere  ausdrückt, 
wurde  im  Abschnitt  A,  V,  des  §  14  (Gleichung  Nr.  26  daselbst) 
und  im  Abschnitt  A,  I  des  §  19  (Gleichung  Nr.  1)  genannt. 

Die  dort  angeführte  Funktion  hat  die  Eigenschaft,  daß  w 
für  keinen  in  Betracht  kommenden  Wert  von  y  negativ,  zu 
Null,  oder  unendlich  groß  wird,  was  dem  wirtschaftlichen  Sinne 
des  w  widersprechen  würde.  Es  ist  jene  Funktion  ferner  so  be- 
schaffen, daß  die  für  die  Landwerts-Berechnungen  nötigen  Inte- 
grationen sich  sehr  leicht  durchführen  lassen. 

Man  prüfe  in  diesen  Beziehungen  auch  andere  sachgemäße 
Funktionen,  also  Wertsveränderlichkeits- Gesetze;  zunächst  das 
Gesetz : 

28)  w  =  Co-^  ciy  +  C2y^  + -f  c^y^ 

Insbesondere  erwäge  man,  ob  für  die  Praxis  der  Vermessungs- 
lehre und  Baukunde  (nämlich  bei  Grundstücksteilungen, 
Grenzenänderungen  etc.)  die  Voraussetzungen 

29)  iv  =  Co  +  Ciy 

(geradlinige  Veränderlichkeit;  identisch  mit  Nr.  26  des  §  14), 
oder  • 

30)  w  =  Co  +  ciy\ 
oder 

31)  w  =  Co-\-Ciy-\-C2f 
(parabolische  Veränderlichkeiten)  ausreichen  werden. 

/)  Funktionen,  welche  aussagen,  daß  w  mit  waclisendem  y 
abnimmt,  sind  im  §  14  unter  Nr.  1,  10 — 13  und  21  genannt 
worden.^  Man  prüfe  sie  und  andere  derselben  Art  bezüglich 
der  im  vorstehenden  Absclinitte  ß  genannten  Eigenscliaften;  so 
z.  B.  die  Funktionen 

32)  «;=:  ^,  +  ei  (*  -  y)  +  ^2  (Ä-y)2  + +  Cn(k-y)\y  ^  k, 

(siehe  §  19,  Abschnitt  A,  11);  femer: 

33)  u)=        ^ 


34)  w 


35)  iv  = 


Co  +  ciy' 
1 

1 


cxy  +  (ry^ 

/Google 
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36)  tv  = ^--3^. 

Insbesondere  untersuche  man,  ob  für  die  Bedürfnisse  der  Ver- 
messungslehre und  der  Baukunde  die  Benutzung  einer  oder 
mehrerer  der  Funktionen 

37)  io  =  Co  —  Cxxj, 

38)  w  =  Co  —  C2y\ 

39)  u;  =  Co  —  ciy  —  C'iy^ 

ausreichend  und  empfehlenswert  ist,  wobei,  um  das  Negativ- 
werden des  w  zu  verhindern,  es  nötig  sein  würde  und  zulässig 
sein  müßte,  bei  Nr.  37  das  y  an  die  Bedingung 

/» 

40)  Cxy^Co,  also  y<:-- 

C\ 

zu  binden;  ferner  bei  Nr.  38  an  die  Bedingung 

41)  ciy^<:co,  also  y<zV~'-', 
bei  Nr.  39  an  die  Bedingung 

42)  ciy-\-C2y^<:co. 

Bei  günstigen  Ergebnissen  der  genannten  Prüfungen  fiilire 
man  Landwertsberechnungen  (auch  Grundstücksteilungen  und 
Grenzenregelungen)  mit  Benutzung  der  Funktionen  Nr.  32  bis  39 
durch.*) 

d)  Man  gebe  schließlich  an,  ob  und  wie  der  Fall  des  Ab- 
nehmens  (von  w^  bei  wachsendem  y)  sich  auf  den  des  Zu- 
nehmens  zurückführen  läßt;  etwa  dadurch,  daß  man  h  —  y  an 
Stelle  von  y  benutzt  und  für  k  —  y  eine  neue  Veränderliche  in 
die  Integrale  einführt  (Gleichung  Nr.  32);  oder  dadurch,  daß 
man  abzuziehende  Glieder  anwendet,  wie  in  Nr.  37,  38  und  39. 

(Ein  Abnehmen  in  der  Richtung  von  M  nach  N  ist  ein 
Zunehmen  in  der  Richtung  von  N  nach  M.  Das  Gesetz, 
nach  welchem  die  Abnahme  oder  Zunahme  erfolgt,  wird  oft  nicht 
bekannt  sein,  oder  für  die  Durchführung  von  Berechnungen  nicht 
geeignet.  In  vielen  oder  in  allen  Fällen  der  Praxis  werden  sich, 
mindestens  näherungsweise,  die  Gesetze  Nr.  37,  38  oder  Nr.  39 
benutzen  lassen;  oder  die  ihnen  entsprechenden  Nr.  29,  30  und 
31.     Dann  aber  liegt  eine  große  Einfachheit  der  reclinerischen 


Sit'he  die  Anmerkung  am  Fuße  der  Seite  103. 
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BehandloBg  der  Landwertsberechnung^en,  Grulidstticks- 
teilungen  und  Grenzenverlegungen  vor,  was  fitf  die  Geo- 
däsie und  für  die  Bauwissenschaft  ganz  besondere  Be- 
achtung verdient) 

IV.  Ist  der  Wert  to  der  Flächeneinheit  eine  Funktion  der 
Entfernung  r  von  einem  Punkte,  z.  B.  von  einem  Verkehrs- 
zentrum, so  läßt  sich  die  Wertsberechnung  beliebig  begrenzter 
Flächen  auf  die  von  Kreisausschnitten  oder  Dreiecken  zu- 
rückführen.   (Man  sehe  §  14,  Abschnitt  E  uud  §  19,  Abschnitt  B.) 

Aus  naheliegenden  wirtschaftlichen  Gründen  kann  es  (was 
vorher  erklärt  wurde)  bei  solcher  Abhängigkeit  vorkommen,  daß 
«7  mit  wachsendem  r  zunimmt,  wie  auch,  daß  es  mit  wachsendem 
r  abnimmt. 

Eine  Funktion,  die  ersteres  ausdrückt,  wurde  im  §  14  unter 
Nr.  46  genannt;  eine,  welche  letzteres  aussagt,  ist  daselbst 
unter  Nr.  47  angeführt  worden. 

Man  prüfe  diese  Funktionen  von  ?*  in  dem  für  die  Funktionen 
von  y  vorher  (unter  III)  genannten  Sinne.  Femer  prüfe  man 
in  diesem  Sinne  auch  andere  Funktionen;   so  beispielsweise 

43)  w  =  Co  +  Ct7'^,  ngl; 

44)  tc;  =  r,  +  ci(i--r)  +  c.,(Ä  — r)2  + _f  ^^(A^r)»,  r<k; 

45)  M7  =  Co  —  Cir,  cir  <  c«,  also:  r  <  — ; 

46)  IC?  =  Co  —  C'iV^,  dr^  <  c«,  also:  r  <  y  — ; 

47)  to  =  eo  —  CiV  —  f2t"^  Cir  +  Cov^  <  r«. 

Anmerkung.  Siehe  Nr.  29,  30  und  31  (nebst  den  zu- 
gehörigen Anmerkungen)  bezüglich  Nr.  45,  46  und  47; 
femer  Nr.  32  in  Bezug  auf  Nr.  44. 

Bei  günstigen  Prüfungsergebnissen  benutze  man  die  Ver- 
änderlichkeitsgesetze Nr.  43  bis  47  zu  Landwertsberechnungen, 
Grün dstücksteliun gen  und  Grenzenregelungen. 

Auch  gebe  man  an,  ob  und  wie  der  Fall  des  Abnehmens 
(von  w  bei  wachsendem  r)  auf  den  des  Zunehmens  zurück- 
geführt werden  kann. 

V.  Es  stehen  die  Landwertsberechnungen  in  sehr  nahen 
Beziehungen  zu  den  Berechnungen  von  Flächeninhalten  (§  2), 
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Massen  und  Gewichten  (§11),  Mittelwerten  (§4),  Schwer- 
punkten (§  12  und  17),  Trägheitsmomenten  (§  13  und  18), 
Anziehungen  (Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwen- 
duDgen  der  Integralrechnung,  §  34  und  35)  u.  s.  w.  Man  unter- 
lasse nicht,  dies  näher  zu  erörtern,  und  gebe  an,  wie  jene  Be- 
ziehungen sich  für  eine  matliematisch-volkswirtschaftliche  Theorie 
der  Landwerte  ausnutzen  lassen. 

VI.  Femer  untersuche  man,  ob  und  wie  die  Ergebnisse 
Nr.  7  (auf  Seite  168),  Nr.  11  (Seite  169)  und  Nr.  21  oder  25 
(Seite  171)  sich  zur  Teilung  trapezförmiger,  bezüglich  drei- 
eckiger Flächen  benutzen  lassen,  wenn  für  die  Veränderlichkeit 
der  Einheits werte  derartiger  Flächen  die  Gesetze  Nr.  1,  beziehent- 
lich Nr.  9  oder  Nr.  17,   gelten.     (Vergleiche  §  14,  Abschnitt  F.) 


§  20.    Abbauwerte.    Gewlohte. 
A. 

Man  denke  sich  auf  irgend  einer  Bodenfläche,  deren  Form 
bekannt  ist,  ein  Landstück,  dessen  Gestalt  (Begrenzungsweise) 
man  kennt.  Man  denke  sich  ferner  unter  demselben  eine  ab- 
zubauende Masse  (z.  B.  Lehm)  von  bekannter  Tiefe.  Der  Geld- 
wert to  der  Raumeinheit,  etwa  des  Kubikmeters,  der  letzteren 
wird  nach  irgend  einem  Gesetze  veränderlich  sein;  schon 
wegen  der  Förderangskosten;  in  vielen  Fällen  auch  noch  aus 
anderen  Gründen. 

Wenn  es  sich  nun  darum  handelt,  den  Abbauwert  W  der 
gesamten  in  Betracht  kommenden  Masse  zu  berechnen,  so  bedarf 
es  hierzu  im  allgemeinen  einer  Integration;  in  vielen  Fällen 
nur  einer  einfachen;  in  manchen  einer  mehrfachen. 

Als  Beispiele  für  die  Behandlung  solcher  Abbauwerts- 
Berechnungen  mögen  die  unter  B  und  C  hier  folgenden  Auf- 
gaben dienen. 

B. 

Auf  einem  nach  einer  Kugelfläche  gekrümmten  Hügel, 
von  welchem  OÄBC(Figui  60  auf  Seite  177)  ein  Viertel  darstellt, 
liegt  ein  Landstück  CDE,  Es  hat  die  Form  eines  bei  C  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks.  Der  Kugelmittelpunkt  befindet 
sich  iu  Oi;  der  Halbmesser  (Oi-4i  =  Oißi  =  OiC)  ist  von  der 
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Länge  c.    Der  Grundriß  Oi  Di  Ei  des  sphärischen  Dreiecks  CDE 
hat  die  Kathetenlängen 

OiDi=a,  OiEi  —  b. 


Fig.  ßO. 


Der  Wert  w  der  kubischen  Einheit  des  zwischen  den  Dreiecken 
CDE  und  Ol  Dl  Et  befindlichen  Materials  nimmt  ab,  wenn  die 
Tiefe  zunimmt.  Er  ist  an  jeder  Stelle  proportional  dem  senk- 
rechten Abstände  von  der  Ebene  Oi  Ai  Bi  und  für  die  Einheit 
dieses  Abstandes  gleich  k. 

Es  soll  der  Abbau  wert  W  der  ganzen  Masse  CDEOiDiEi 

berechnet  w^erden,  ausgedrückt  durch  a,  6,  c  und  k. 

.^ 

Lösung.  Wir  benutzen  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system, für  welches  0\A\  die  Richtung  der  positiven  x  ist, 
0\Bi  die  der  positiven  y,  0\G  die  der  positiven  g.  Dann  hat 
der  allgemein  liegende  Massen punkt  P  die  Koordinaten 

OiL  =  .r,  LM=y,  MP  =  z. 
Femer  ist 

1)  u)  =  kz; 

und  das  bei  P  befindliche  bausteinfärmige  Massonelement  besitzt 
den  Inhalt  dxdydz^   also  den  Abbau  wert 

2)  kedxdydz. 


Fuhrmann.  Anwendungen  d.  Infinitt'aimalrc-chiiung.    T.  IV. 


12 
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Die  Hügeloberfläche  ABC  hat,  als  Kagelfläche,  die  Gleichung 

3)  :c^  +  y^  +  z,^  =  c\ 

wenn  mit  js^i  die  Strecke  JffPi  bezeichnet  wii'd;  die  Gerade  Di  Ei 
besitzt  die  Gleichung 

^)  f  +  f  =  »' 

wenn  man  mit  yi  die  Strecke  LM^  bezeichnet. 

Da  nun,  um  W  zu  erhalten,  die  Funktion  Nr.  2  in  Bezug 
auf  j0f  zu  integrieren  ist  von  M  bis  Pi ,  dann  in  Bezug  auf  y 
von  L  bis  J/i,  endlich  in  Bezug  auf  x  von  Oi  bis  Di  (wenn 
die  genannte  Reilienfolge  der  Integrationen  -benutzt  wird),  so 
ergibt  sich: 

5)  ^^'^ff  fhBdxdydB. 


Bei  Durchführung  der  ersten  Integration  wird  dies  zu: 

a     —  (a  — «) 

6)  W=f  f\k{c^-^x^-y^)dxdy. 


o      o 

Man  schreibt  Inerftir  besser: 


*-(.-«) 


7)  ir  ^i-lcjdxj  ic"  —  .r»  —  y*)dy. 

O  0 

Nun  gibt  die  Durchfuhrung    der    zweiten    (auf  y  sich    be- 
ziehenden) Integration  zunächst: 

a 

8)  W  =  ;  kj  {(c''  -  X»)  1  (a  -  a;)  -  :  ~  (a  -  :r)»}  d.r . 

o 

Wird  das  sachgemäß  umgeformt,  so  entsteht: 

a 

9)  Tr=  1^  ff^ac'  -  aa-^  -  c^r  +  x»  -  ^  (a  -  .t)»|  d.r. 

o 

Demgemäß  erhält  man  scliließlich : 

10)  W=  ^  ab  (6  c*  -  fts  -  a«)  Ä- 

als  Abbauwert  der  Masse  CDEOiDiEi. 
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In    einer   Wagerechtebene    OXY  (Figur  61)    liegt   ein 
rechteckiger  Landteil  OÄCB  mit  den  Seitenlängen 

OÄ  =  a,  OB  =  b. 


Fig.  61. 


&X 


Unter  ihm  befindet  sich  ein  abzubauender  Stoff,   und  zwar  bei 
0  bis  zu  der  Tiefe 

bei  A  bis  zu  der  Tiefe 

AAi  =  Ci, 
bei  JB  bis  zu  der  Tiefe 

Es  ist  dieser  Stoif,  was  man  aus  Bohrungen  entnommen  liat, 
unten  durch  eine  Ebene  OiAiCiBi  so  begrenzt,  wie  die  Figur  61 
es  zeigt. 

Der  AVert  w  der .  Raumeinheit  des  Stoifes  nimmt  bei  zu- 
nehmender Tiefe  ab.     Er  ändert  sich  nach  dem  Gesetze 

11)  to  =  ro  +  ri  (Co  —  ^)  +  r2  (Co  —  e)\ 

in  welchem  fo-,  y\  und  /2  drei  positive  Konstanten  sind  und  z 
die  Tiefe,    also  den  senkrechten  Abstand   von  der  Wagerecht- 


12* 
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ebene  OXY  bedeutet,  mithin  Cq  —  ^  den  Abstand  von  der  zu 
OXT  paraUelen  Ebene  Oi Xi  Fi .♦) 

Es  soll  der  Wert  W  der  ganzen  abzubauenden  Masse 
OÄCBO\AxC\Bi  berechnet  werden. 

Andeutungen  zur  Lösung.  Denkt  man  sich  die  allge- 
meine Stelle  P  des  abzubauenden  Stoffes  bestimmt  durch  die 
rechtwinkligen  Koordinaten 

PL  =  x,  LM=y,  MP=e, 
so   hat   das    daselbst   befindliche   bausteinförmige  Raumelement 
den  Wert 

12)  w  dx  dy  dz  =  \^o  +  n  (^o  —  ^)  +  /j  (<^o  —  ^)*}  dx  dy  dz. 

Da  nun,  um  W  zu  erhalten,  integriert  werden  muß 
in  Bezug  auf  z  von  M  bis  Pi , 

r  »  r^     y       n        ^      r^     ^^U 

wenn    die    angegebene   Reihenfolge    der   Integrationen    benutzt 
wird,  so'  ist 

1 3)  W=  f  f  f{yo  +  y,  {eo  -  g) -\-  y,  {e,  -  e)*)  dx  dy  dz. 

0       0       0 

Hierbei  kann  Z\  der  Gleichung  der  Ebene  0\AiC\B\  entnommen 
werden.     Sie  lautet,  wenn 

()Qz=zq  und  OR  =  r 
gesetzt  wird: 

q         r     '    Co 
oder 

16) 


.  =  .(.-J-X). 


Dabei   ist  q   zufolge    der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  0Q0\   und 
AQAi  bekannt.    Man  hat  nämlich: 


*)  Die  drei  positiven  Vorzahlen  (Koeffizienten)  yo,  >'i  und  )^ 
werden  als  gegeben  Toraiisgesetzt.  Sie  lassen  sich,  wemi 
nicht  unmittelbar  bekannt,  mittels  der  Gleichung  Nr.  11  leicht 
berechnen,  wenn  man  für  drei  Tiefen  die  zugehörigen  w  kennt. 
(Siehe:  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der 
Differentialreclmung,  §  23  der  zweiten  Auflage.) 
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16)  q:Co  =  q—  aiCi, 

also 

ii)  q= ? 

Co  —  Ci 

Femer  kenot  man  r  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OBOt 
und  BBBt;  sie  lehrt,  daß 

18)  r:Cf,  =  r — b:C2, 
mithin 

19)  r=       ^"^      . 

C0  —  C2 

Die  obere  Grenze  ^t  der  ersten  der  in   Nr.  13   vorkommenden 
Integfrationen  ist  also,  gemäß  Nr.  15,  17  und  19,  bekannt. 

tür  keine  der  drei  Integrationen  gibt  es  Schwierigkeiten. 
Man  sehe  §  18,  Abschnitt  D. 

D. 

Abbauwerts-Berechnungen  der  unter  A,  B  und  C  behandelten 
Art  sind,  was  man  leicht  erkennt,  gleichbedeutend  mit  der  Be- 
rechnung des  Gewichtes  von  Körpern,  deren  Dichtigkeit  sich 
gesetzmäßig  ändert.  (Siehe:  Fuhrmann,  natarwissenschaffliche 
Anwendungen  der  Integralrechnung,  §  30.) 

In  manchen  Fällen  (und  zwar  in  besonders  einfachen) 
stimmen  sie  überein  mit  der  Berechnung  von  statischen  Mo- 
menten oder  Trägheitsmomenten. 

Es  sind  femer  derartige  Abbauwerts-Berechnungen  räum- 
liche Seitenstücke  zu  den  in  den  §§14  und  19  behandelten 
Landwerts- Berechnungen.  Das  in  den  §§  14  und  19  Ge- 
sagte möge  daher  auch  für  den  vorliegenden  §  20  Beachtung 
finden. 

Besonders  wolle  man  beachten,  daß  die  hergeleiteten  Abbau- 
werts-Formeln  zur  Lösung  von  Aufgaben,  welche  Teilungen 
oder  Grenzenlegungen  betreffen,  verwendet  werden  können. 
(Es  läßt  sich,  was  als  Beispiel  dienen  möge,  die  Gleichung 
Nr.  10  benutzen,  um  zu  entscheiden,  wo  die  mit  ED  Di  Ei  (Figur  60 
auf  Seite  177)  gleichgerichteten  zwei  Senkrechtebenen  liegen, 
welche  die  Masse  CDEOiDiEi  derartig  teilen,  daß  die  Werte 
Tfi,  W29  Wb  der  drei  Teile  in  vorgeschriebenem  Verhältnisse 
stehen,  sich  etwa  verhalten  wie  2:5:7.) 
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§  21.  ^regnngen  und  Anmerkungen,  welche  banwissenscbaftUolie 
Anwendnngen  mehrfacher  Integrationen  betreffen. 

Man  benutze  die  unter  I  bis  VEI  folgenden  Andeutungen 
und  Literaturangaben  womöglich  als  Anregung  zu  eigenen 
Untersuchungen;  mindestens  aber  als  Beispiele  für  das  Vor- 
kommen der  mehlfachen  Integration  auf  verschiedenen  Gebieten 
der  Bauwissenschaft. 

I. 

Näherungsweise  Ersetzung  einer  Funktion  f  {x^  y)  durch  eine 
andere  Funktion  fp  (x,  y).*) 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  innerhalb  vorgeschriebener 
Grenzen  eine  Funktion  zweier  Veränderlichen,  z.  B. 

durch  eine  andere,  etwa  durch 

2)  (f  (X,  y)  =  Co  +  CiX-f-  Ciij, 

zu  ersetzen,  so  kann  man  im  wesentlichen  ganz  so  verfahren, 
wie  es  im  Abschnitte  I  des  §  15  für  Funktionen  einer  Ver- 
änderlichen angedeutet  worden  ist.  Es  fülirt  dies  auf  bestimmte 
Doppelintegrale,  wenn  (wie  dort  unter  a)  die  Bedingung  ge- 
stellt wird,  daß  die  Summe  der  Quadrate  aller  ^Fehler" 
am  kleinsten  sein  soll. 

Näheres  hierüber  durch:  Schlömilch,  Übungsbuch  zum 
Studium  der  höheren  Analysis,  T.  II,  §  39  der  4.  Auflage.  Hier 
ist  durch  Benutzung  des  angedeuteten  Verfahrens  beispielsweise 
gezeigt,  daß,  unter  der  genannten  Bedingung,  näherungsweise 

falls 

4)  1  >  a:  >  y  >  0 

als  Spielraum  vorgeschrieben  wird;  ferner,  daß  näherungsweise, 
auf  5  Dezimalstellen  abgerundet, 

5)  }-l  -^  X^  -^f  =  0,86069    I   0.48702  .r  -  \-  0,28626  y, 
wenn 

6)  1  >  .r  >  y  >  0. 

*;  Sielie  §  15,  Al)s<'hnitt  I. 
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IL 
Graphische  Integration.*) 

Bezüglich  derselben  beachte  man,  außer  der  im  Abschnitte  II 
des  §  15  genannten  Literatur,  die  folgende: 

Nehls,  Ch.,  die  höheren  Integralcurven  und  die  Momente 
der  Flächen  ebener  Curven.  (Zeitschr.  f.  Bauwesen, 
Bd.  39,  S.  294—310.  —  Besprochen  auf  S.  892  u.  893 
des  Jahrganges  1889  des  Jahrbuchs  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik.) 

Mas  sau,  memoire  sur  Tint^gration  graphique  et  ses  appli- 
cations,  1887.  (Scjion  der  auf  S.  285—288  des  XIX.  Bandes 
des  Jahrbuchs  über  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik gegebene  Bericht  läßt  erkennen,  daß  das  Werk 
auch  für  die  Bauwissenschaft  von  Wichtigkeit  ist; 
so  z.  B.  in  Bezug  auf  statische  Momente,  Trägheits- 
momente, Schubkräfte  und  Biegungsmomente 
von  Balken,  Gleichgewichtscurven,  Erdarbeiten 
für  Wegebauten,  Festigkeit  der  Mauerwerke,  hy- 
draulische Achsen  von  Wasserläufen  u.  s.  w.) 

UI. 

Mittelwerte.**) 

a)  Allgemeines  über  Mittelwerte  der  Funktionen 
von  zwei  oder  drei  Veränderlichen. 

Man  sehe: 

Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  In- 
tegralrechnung, §  29,  Abschnitt  A;  §  31,  Abschnitt  A. 

Schlömilch,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Ana- 
lysis,  Teil  II,  §  36,  Abschnitt  2  und  3  der  4.  Auflage. 

b)  Der  mittlere  Abstand  q  eines  Punktes  0  von  einer 
ebenen  Fläche. 

Es  sei  die  Fläche  (welche  als  ein  zu  bebauender  Land- 
teil, als  ein  Erzeugungsgebiet,  oder  als  ein  Absatzgebiet 
gedacht  werden  möge)  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system bezogen,  als  dessen  Ursprung  man  den  vorgeschriebenen 


♦)  Vergleiche  §  15,  TT. 
•)  Siehe  §  4. 
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Punkt  0  benutzt  hat.  Der  Inhalt  der  Fläche  möge  0  genannt 
werden;  ihr  allgemeiner  Punkt  P.  Dann  sind  x  und  y  die 
Koordinaten  von  P;  ferner  ist  dx  dy  der  Inhalt  des  bei  P  be- 
findlichen Flächenelements  und 


7)  r=\'x^-^y^ 

sein  Abstand  von  0,     (Man  zeichne  die  hierzu  gehörige  Figur.) 
Den  mittleren  Abstand  q  definiert  nun  die  Gleichung 

8)  q0=i  jrdxdy  =  j  j yx^ -\- y^  dxdy, 

für  welche  die  Integrationsgrenzen  f/o,  ^i,  Xo  und  Xi  sich  in 
jedem  besonderen  Falle  aus  der  Art  der  Begrenzung  der  be- 
treffenden Fläche  ergeben.  (Die  nahe  Beziehung  der  Gleichung 
Nr.  8  zu  Gleichungen,  welche  statische  Momente  von  Flächen 
ausdrücken,  möge  beachtet  werden.) 

Benutzt  man  polare  Koordinaten,  statt  der  rechtwinkligen, 
denkt  sich  also  P  bestimmt  durch  r  und  die  zugehörige  Ano- 
malie 6^  so  tritt  das  Flächenelement  rdßdr  an  die  SteUe  des 
Elementes  dxdy.     Es  ist  dann  q  definiert  durch  die  Gleichung 

9)  Q0=f  fr^dSdr. 

wobei  die  Integrationsgrenzen  in  jedem  Sonderfalle  wieder  aus 
der  Form  der  betreffenden  Fläche  folgen  und  Nr.  9  in  der  ein- 
facheren Form 

fh 

10)  g0  =  lj\r,^-ro')de 

gegeben  werden  kann. 

Man  sehe:  Schlömilch,  Übungsbuch  zum  Studium  der 
höheren  Analysis,  Teil  II,  §  37,  Abschnitt  II  der  4.  Auflage,  wo 
als  Beispiele  das  Dreieck,  der  Kreis  und  die  Ellipse  be- 
handelt sind. 

Femer  benutze  man  folgende  Literatur: 

Bermann,  zur  Lehre  vom  mittleren  Radius,  1888;  S.  3 — 6. 
(Geschichtliches.) 
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Czuber,  geometrische  Wahrscheinlichkeiten  und  Mittel- 
werthe,  1884,  S.  196,  Nr.  160.  (Mittlere  Entfernung 
eines  Punktes  des  Kreisumfanges  von  der  Kreis- 
fläche.) —  S.  197—201,  Nr.  162—164.  (Mittlerer  Ab- 
stand der  Dreiecksfläche  von  einem  ihrer  Eckpunkte.) 

Drobisch,  mittlere  Radien  der  Linien,  Flächen  und  Körper, 
S.  138  und  139,  Nr.  2.     (Das  Dreieck  betreffend.) 

Grunert,  die  mittlere  Entfernung  einer  Figur  von  einem 
Punkte,  1848.  (Der  sogenannte  ^Abstand  des  Ackers 
vom  Hofe".) 

IV. 

Elastizität  und  Festigkeit; 

insbesondere:  Biegung,  Bruch,  Knickformeln. 

Neben  der  im  Abschnitte  VI  des  §  15,  im  Abschnitte  n  des 
§  27  und  im  Abschnitte  III  des  §  33  genannten  Literatur  benutze 
man  die  nachstehende,  welche  mehrfache  Integrationen  ver- 
wendet: 

Bach,  Elasticität  und  Festigkeit.  S.  282  —  289  (Durch- 
biegung mit  Rücksicht  auf  die  Schubkraft). 
Gottgetreu,  Lehrbuch  der  Hochbau-Konstruktionen;  Teil  n. 
S.  62 — 66  (Biegungsfestigkeit  gerader  prismatischer 
Balken). 
Nävi  er,  Mechanik  der  Baukunst;  übersetzt  von  Westphal; 
2.  Auflage.  §  76  —  80  (Widerstand  eines  stabförmigen 
Körpers  gegen  Biegung);  §  81 — 85  (Die  Elastizitäts- 
momente rechteckförmiger,  rhombischer  und  kreisförmi- 
ger Querschnitte);  §  112 — 120  (Widerstand  stabförmiger 
Körper  gegen  Bruch;  die  Bruchmomente  der  wichtigsten 
Querschnitte).  *) 
Weisbach-Herr  mann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik; 5.  Auflage.  §  220  und  221,  225  und  226  (Biegung 
stabförmiger  Körper;  ßiegungsmomente  im  allgemeinen); 
§  231  und  232  (Biegungsmomente  kreisförmiger  und 
elliptischer  Querschnitte,  elementar  hergeleitet). 


•)  Das  Elastizitätsmoment  und  das  Bruch moment  des  Rechtecks 
sind  (in  den  §§  83,  bezüglich  117)  auch  für  den  Fall  behandelt, 
ia  welchem  die  Achse  keiner  der  Rechteckseiten  gleich- 
gerichtet ist. 
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Weyrauch,  J.,  Aufgaben  zur  Theorie  elastischer  Körper. 
1885. 

Femer  beachte  man  folgende  Abhandlungen: 

Alibrandi,  P.,  aJcune  nuove  formole  suUa  resistenza  dei 
tubi  metallici.  (Annali  della  societk  degli  ingeg- 
neri  e  degli  architetti  Italiani,  1899;  parte  II; 
199  —  217.) 

Kubier,  J.,  die  richtige  Knickungsformel.  (Zeitschr.  d. 
Ver.  deutsch.  Ing.,  1900,  S.  82  —  84,  738—742.) 

Pr^audeau,  de,  recherches  experimentales  sur  les  pi^ces 
droites  charg^es  par  bout.  (Ann.  des  ponts  et  chauss., 
1894,  I,  498  —  604.) 


Holz-,  Metall-   und  Steinkonstruktiouen; 
insbesondere:   Bögen,  Brücken,  Tragwerke.*) 

Folgende  Arbeiten  (welche  alle  von  mehrfachen  Integrationen 
Gebrauch  machen)  seien  der  Beachtung  empfohlen: 

Barton,  G.  F.,  a  graphical  method  for  the  Solution  of 
Stresses  in  the  continuous  girder,  as  applied  to  draw 
bridges.  (Proceedings  of  the  American  Society 
of  Civil  Engineers,  1901,  S.  924—940.) 

Belliard,  memoire  sur  le  calcul  de  la  resistance  des  arcs 
paraboliques  ä  grande  fleche.  (Ann.  des  ponts  et 
chauss.,  1893,  II,  759  —  847.) 

Collignon,  Ed.,  notes  sur  la  rdsistance  des  arcs  para- 
boliques surbaisses.     (Ebenda,  1890,  I,  385  —  471.) 

Grüning,  M.,  Reissner,  IL,  eine  neue  Fahrbahnanorii- 
nung  für  eiserne  Straßenbrücken.  (Centralbl.  d.  Bau- 
verw.,   1897,  S.  190-191.) 

Häseler,  E.,  Berechnung  der  Flügel  massiver  Brücken. 
(Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover,  1872. 
S.  207—222.) 


*)  Siehe  §  15,  VII;  §  27,  III;  §  33,  VI. 
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Willmann,  L.  v.,  zur  Berechnung  der  Rollvorrichtungen 
für  Brückenverschiebungen.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ingen.,  1886,  S.  914—917.) 

Zschetzsche,  A.,  theoretische  Erläuterung  des  Koechlin'- 
schen  Entwurfes  im  Brückenbewerb  Budapest.  (Cen- 
tralbl.  d.  Bauverw.,   1895,  S.  493—495,  505-507.) 

,  zur  Berechnung  von  Tragwerken  mit  veränderlicher 

Höhe.     (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver., 
1895,  S.  572—576,  584-589.) 

VI. 
Wasserdruckmittelpunkte  ebener  Flächen.*) 

Siehe:  Sohncke,  Aufgaben  aus  der  Integralrechnung,  4.  Auf- 
lage, Seite  155 — .157.  (Hier  ist,  durch  Doppelintegration,  der 
Druckmittelpunkt  bestimmt 

a)  für  einen  Kreis,  dessen  umfang  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  berührt; 

b)  für  ein  vollständig  untergetauchtes  Dreieck  mit  wage- 
rechter Grundlinie  und  nach  oben  gekehrter  Spitze; 

c)  für  ein  Flächenstück,  begrenzt  durch  eine  Parabel, 
deren  Achse  und  eine  dazu  senkrechte  in  der  Flüssig- 
keitsoberfläche liegende  Ordinate; 

d)  für  die  Grundfläche  ,  eines  geraden  Kreiszylinders, 
dessen  Achse  mit  der  Senkrechten  einen  vorgeschriebenen 
Winkel  einschließt.) 

VII. 
Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  II, 

Es  mögen  ferner  die  nachfolgenden  vermischten  Arbeiten, 
welche,  wie  die  vorhergehenden,  bauwissenschaftliche  An- 
wendungen der  mehrfachen  Integration  betreffen,  zur  Be- 
nutzung empfohlen  sein: 

Ca  dar  t,  G.,  note  sur  les  calcuLs  de  resistance  d'une  car- 
casse  de  porte  d'^cluse.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss., 
1900,  m,  267—296.) 


*)  Man  vergleiche  §  15,  Abschnitt  X. 
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Hermanek,  J.,  die  Haapt-Sammelcanäle  in  Wien.  Theo- 
retische Uotersuchungen  ....  (Zeitschr.  d.  österr. 
Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1893,  S.  622— 625,  637—641, 
653—656.) 

Kessle,  C,  mittlere  Geschmndigkeit  des  Wassers  in  natür- 
lichen Gewässern.  (Zeitschr.  für  Gewässerkunde, 
1899,  S.  20-36.) 

Imbeaux,  £.,  la  Durance.  Regime,  crues  et  inondations. 
(Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1892»  I,  5—200.) 

Launhardt,  wirtschaftliche  Fragen  des  Eisenbahnwesens. 
(Centralbl.  d.  Bauverw.,  1883,  S.  237—241,  251—253, 
267-269,  275—276,  289—291,  304—306,  314-317.) 
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Kapitel  ID. 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ERSTER  ORDNUNG. 


§  22.    Str&ßenprofile  mit  vorgesohriebenem  Steignngsgesetze. 

A. 
Unter  der  Steigung  8  einer  geradlinig  sich  erhebenden 
Straße  AB,  deren  Längsprofil  die  Figur  62  andeutet,  versteht 
man  bekanntlich  das  Verhältnis 
der  erstiegenen  Höhe  A,   näm-  , 

lieh  CB^  zu  der  Wagerecht- 
entfernung l,  nämlich  AC.  Es 
ist  also 


Fig.  62. 


])  S=j: 


■  tan  (T. 


Demgemäß    hat    man    die 
Steigung   s    einer    Straße    mit 

krummlinigem  Längsprofil  (Figur  63  auf  Seite  190)  durch  die 
Gleichung 

dy 


2) 


s  = 


dx 


tan  r 


zu  definieren,*)  wobei  x  und  y  die  Koordinaten  OP*  und  P^P 
des  allgemeinen  Profilpunktes  P,  bezogen  auf  ein  geeignetes 
rechtwinkliges  System  XOY^  sind. 

Es  möge  nun  zunächst  die  Aufgabe  gestellt  sein,  diejenige 
Straßenprofilkurve  c  zu  berechnen,  welche  die  Bedingung  erfüllt, 
daß  in  jedem  ihrer  Punkte  P  die  Steigung  s  ein  konstantes 
Vielfaches,  nämlich  das  Ä'fache,  des  Wagerechtabstandes  OP* 
dieses  Punktes  P  von  dem  gewählten  Nullpunkte  0  ist;  ferner 
die  Bedingung,    daß    die  Kurve    durch    einen   vorgeschriebenen 


•)  Siebe:   Loewe,  Straßenbaukunde;  Seite  84,  109  und  115.  .  . 
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Punkt  Q  geht,  welcher  von  0  den  Wagerechtabstand  OQ  =a 
hat  und  in  der  Höhe  Q'Q  =  b  liegt,  wobei  a;  ^  a,  y  *?  6  ge- 
meint ist. 

Auch  soll  das  Ergebnis  der  Rechnung  auf  einen   beson- 
deren Fall,  nämlich  auf 

3)  K=  0,0002,  a  =  480  Meter,  6  =  12  Meter, 

angewendet  werden,  wobei  Q  der  Endpunkt  der  StraBe  sein 
möge. 

Fig.  CS. 

r 


Lösung.     Es  ist  verlangt,  daß 
4)  s=  Kx 

sei.     Man  hat  also  in 

dy 


5) 


dx 


=  Kx 


die  Differentialgleichung  des  Straßenprofils. 

Aus  Nr.  5  folgt  durch  Trennung  der  Veränderlichen: 

6)  dy  =  Kxdx. 
Das  gibt  durch  Integration: 

7)  y  =  T  ^'^^  +  Konstante. 

Da  nun  die  Profilkurve  durch  den  Punkt  Q  gehen  soll,  dessen 
Koordinaten  a  und  h  sind,  so  tritt  zu  Nr.  7  die  Bedingung: 

8)  6  =  1  ^^^  +  Konstante. 
Aus  Nr.  7  und  8  folgt,  daß  man  in 

oder,  was  auf  dasselbe  liinauskommt,  in 
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10)      .^*  =  _(y_6  +  _a.J  =  -^-(y  + ^ j 

die  Gleichung  der  gesuchten  Straßenprofilkurve  hat. 

Es  ist  also  diese  Kurve  eine  gemeine  Parabel,  deren 
Achse  mit  der  F- Achse  des  gewählten  Koordinatensystems  zu- 
sammenfallt, deren  Scheitel  S  um  die  Strecke 

H)  os=-fa^-i>  =  -^^--:^ 

anter  dem  Nullpunkte  0  liegt  und  deren  Halbparameter  die  Länge 

12)  p  =  y 

hat. 

Für  den  in  der  Aufgabe  unter  Nr.  3  genannten  Sonderfall 
lautet  die  Gleichung  der  Profilkurve: 

13)  rc*  =  10  000  (y  + 11,04); 
es  ist  also  hier: 

14)  0/9=  11,04  Meter, 

15)  p  =  5000  Meter; 

und  es  schneidet  die  Profilkurve  die  X-Achse  in  dem  Wagerecht- 
abstande 

16)  a:y=o  =  /l  10  400  Meter  =  332,2()5  Meter 
vom  Nullpunkte  0, 

Aji  dieser  Schnittstelle  (y  =  0)  hat  die  Steigung  5,  gemäß 
Nr.  3,  4  und  16,  den  Wert 

17)  sx  =  0,0002  .  332,265  =  0,o()(;, 

beträgt   also  rund  6V3  Prozent.     Am  Endpunkte  (J  hat  sie  den 
Wert 

18)  5i  =  0,090, 
beträgt  mithin  daselbst  9,6  Prozent. 

B. 

Man  löse  nun  die  im  vorstehenden  Abschnitte  A  behandelte 
Aufgabe  für  die  Fälle,  in  welchen  an  die  Stelle  des  Steigungs- 
gesetzes Nr.  4  die  (leicht  in  AVorte  faßbaren)  Gesetze 

19)  5  =  Ä^(a  — ic). 


K 

20)  s  = , 
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21)  5  =  Jr(6  +  n-.v), 

vorliegen,  wobei  sowohl  die  Koordinaten  x  und  y,  als  auch  die 
Konstanten  K^  a,  &  und  n  als  positiv  vorausgesetzt  sein  sollen.*) 

Andeutungen  zur  Lösung.  Für  den  ersten  der  genannten 
FäUe  ergibt  sich  leicht,  daß  die  Proiilkurve,  bezogen  auf  das 
unter  A  benutzte  Koordinatensystem,  die  Gleichung 

23)  i-y  =  ^i^a-a'y 

hat  (welche  Nr.  9  entspricht). 

Für  die  anderen  drei  Fälle  ergeben  sich  (beziehungsweise) 
die  Gleichungen 

24)  y==b-Kl^±^, 

25)  y  =  6-.n(6*<--*^-l), 

26)  y=iz'k{x  '-d)-\-{n-\-  Vf  -  n. 

Art  und  Form  der  betreffenden  Profilkurven  kann  man, 
gemäß  Nr.  23—26,  sofort  angeben.  Auch  lassen  sich  diese 
Gleichungen,  wie  Nr.  4,  leicht  auf  Sonderfälle  anwenden. 
Beides  möge  geschehen. 


§  23.    Eine  Qleloligewiohtslinte. 

Der  Punkt  P  (Figur  64  auf  Seite  193),  welcher  auf  der 
starren,  einfach  gekrümmten  Bahn  c  verschiebbar  ist,  unterliegt 
der  Wirkung  folgender  Kräfte: 

I.  einem  Drucke  CT,  senkrecht  nach  unten,  umgekehrt  pro- 
portional dem  Abstände  von  der  horizontalen  Geraden  AB 
und  für  die  Einheit  jenes  Abstandes  gleich  a; 


•)  Diese  vier  Gesetze  (Nr.  19—22)  erfüllen  (was  bei  Nr.  4  nicht 
der  Fall  ist)  die  Bedingung,  daß  mit  wachsender  Horizontal- 
en tfemung  X  (kleiner  als  a  vorausgesetzt),  bezüglich  mit  zm- 
nehmender  Höhe  y  (kleiner  als  h  gemeint)  die  Steigung  s  ab- 
nimmt. Das  Erfüllteein  dieser  Bedingimg  ist  für  Straßen 
\%'ünschen9wert  wegen  der  eintretenden  Ermüdung  der  Wan- 
derer und  der  Zugtiere. 
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Figr.  w. 


A 


II.  einem  Drucke  F,  horizontal  nach  rechts,  umgekehrt  pro- 
portional dem  Abstände  von  der  Senkrechten  AG  und 
für  die  Einheit  des  letzteren  gleich  h, 
wobei  a  und  b  als  konstante, 
positive  Zahlen  vorausgesetzt 
werden  mögen. 

ä)  Nach  was  für  einer 
Linie  muß  die  starre 
Bahn  c  gewölbt  (ge- 
krümmt) sein,  wenn 
sich  der  Punkt  P  an 
j  eder  Stelle  derselben 
im  Gleichgewicht 
(in  Ruhe)  befinden  soll? 
ß)  Welcher  Art  ist  die 
Linie  für  6  =  a? 

Lösung,     a)    Wir   nehmen  die  Richtung  J.C  als  die  der 
positiven  x;  AB  als  die  der  positiven  y.     Dann  ist 


1) 


f7=^,  F=*. 
x'  y 


Femer  muß,    gemäß  Figur  64,   wenn  keine  Versclüebung  statt- 
finden soll, 

2)  tan(180  — ir)  =  y 


sein,  nämlich  die  Resultante  i2  senkrecht  zur  Tangente^.    Also: 

dy a     y 

dx        .r     h' 


3) 


Daraus  folgt  durch  Trennung  der  Veränderlichen: 

4) 


—  —dy=-dx', 
y  X 


und  durch  Integration: 

5)  —  ily  =  alx  +  Konstante. 

Die  Konstante  ist  hierbei  nicht  bestimmt.     Wir  setzen: 

6)  Konstante  =  alhy 

wobei  h   eine  willkürliche  positive  Unveränderliche  bezeichnet. 
Dann  haben  wir: 


Fuhrmann,  Anwoiiduiigoii  d.  Tnfliiitesiinalrechiiung.    T.  IV. 


13 
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7)  —  bly  =  alx  +  alle, 
—  bly  =  al(kx), 

ly  = ^IQcx), 

a 

8)  y  =  {hv)~"^', 
oder 

n 

9)  y^Ax~^, 

wenn  mit  A  wieder  eine  willkürliche  Konstante  gemeint  ist;  oder 
auch,  statt  Nr.  9: 

10)  A«/  =  B, 

wobei  B  abermals  eine  willkürliche  Unveränderliche  bezeichnet. 

Die    starre  Bahn  c   muß   also    nach   einer  Kurve   von  der 
Gleichung  Nr.  9  oder  Nr.  10  gekrümmt  sein. 

/J)   Für  h^a  gibt  das: 

11)  xy  =  C, 

wobei  mit  C  wieder  eine  willkürliche  Konstante  gemeint  ist.  In 
diesem  Falle  genügt  also  eine  Schar  gleichseitiger  Hyperbeln 
der  gestellten  Bedingung,  daß  der  Punkt  P  überall  im  Gleich- 
gewichte sein  soll. 

Anmerkungen.  Wird  für  die  Kurven  von  den  Gleichungen 
Nr.  9,  10  oder  11  die  Lage  eines  Punktes  vorgeschrieben 
(oder  angenommen),  so  sind  die  Konstanten  J.,  B  und  C  nicht 
mehr  willkürliche,  sondern  bestimmte  Größen.  —  Man  sehe: 
Fuhrmann,  naturA\issenschaftliche  Anwendungen  der  Integral- 
rechnung; §  .%,  38  und  42. 


§  24.    Die  Gleitkarve  für  das  Gegengewicht  einer  Klappbrücke. 

A. 

Eine  Gerade  QPM  (Figur  65  auf  Seite  195),  die  man  sich  als 
Klappbrücke  (Zugbrücke)  denken  möge,  ist  um  M  drehbar 
und  hat  das  Gewicht  G,  Von  der  Mitte  derselben  geht  ein  Faden 
PRPi  (die  Kette  der  Brücke),  der  die  konstante  Länge  X  be- 
sitzt, über  eine  punktförmig  (unendlich  kloin)  gedachte  Rolle  i?. 
An  dem  Ende  P^  wirkt  das  auf  der  starren  Kurve  RPy  beweg- 
liche Laufgewicht  (?i.  Befindet  sich  die  Gerade  QPM  in  der 
horizontalen  Lage  KLM^   so  ist  G^  in  R  und  hängt  senkrecht 
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herab  (an  einem  unendlicli  kurzen  Fadenstück).  Es  soll  berechnet 
werden,  auf  was  für  einer  Kurve  RPi  das  Gewicht  (r^  beweg- 
lich sein  muß,  wenn  es  dem  andern  Gewichte  G  immer  das 
Gleichgewicht  halten  soll  und  wenn  Reibung,  Fadeuschwere  und 
Faden  Steifheit  unbeachtet  bleiben. 


Fig.  65. 


Lösung.*)  Die  Wirkung  des  Gewichtes  O  kann  man  sich 
in  zwei  Komponenten  zerlegt  denken,  von  denen  die  eine  in 
die  Richtung  PM  fällt,  also  aufgehoben  wird,  während  die  andere 
den  Faden  IIP  spannt.     Diese  Letztere  möge  8  heißen. 

Ebenso  gibt  das  Gewicht  G^  eine  Komponente  senkrecht 
zur  Kurve  i?Pj,  also  von  deren  Festigkeit  aufgehoben,  und  eine 
andere  S^^  den  Faden  RP-i  spannend.  Gleichgewicht  findet 
mithin  statt,  wenn 

1)  S=S^ 
ist. 

Bezeiclmet  man  nun  die  Strecke  PP^  mit  ri,  den  Winkel 
P^RM  mit  öl,  und  entnimmt  aus  der  Figur  die  sich  leiclit  er- 
gebenden Werte  der  beiden  Spannungen  8  und  8^^  so  gelangt 
man  von  Nr.  1  auf 

2)  G  {X  —  ri)  (h\  =  C/j  ad  (i\  cos  e{). 

Das  ist  also  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Gleit- 
kurve oder  Gegengewichtslinie  PPi»  Nr.  2  gibt,  integriert 
und  vereinfacht, 

3)  G(l—  lr,)  =  G,acose,. 

*)  Fuhrmann,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik,  Theil  T, 
Seite  2.")  «1er  2.  Auflaa:i'. 
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Soll  auch  dann  Gleichgewicht  stattfinden,  wenn  QM  die 
Lage  KM  hat,  so  muß  das  Laufgewiclit 

4)  0^  =  G  sec  450  =  G/2 

genommen  werden.  Ferner  erkennt  man  bei  Beachtung  dieser 
Lage,  daß  die  Fadenlänge 

5)  X  =  a]/2 
sein  muß.     Damit  ergibt  sich 

6)  ri  =  4/2asin2-^. 

Dies  lehrt,  daß  die  gesuchte  Gleichgewichtslinie  BPi  ein  Sonder- 
fall der  Epizykloide,  nämlich  eine  Kardioide  ist,  deren 
rollender  und  deren  als  Basis  dienender  Kreis  die  Halbmesser- 
länge a\2  haben. 

B. 

Mit  Benutzung  des  Prinz ipe 8  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten kann  man  die  im  vorstehenden  Abschnitte  A  behan- 
delte Aufgabe  folgendermaßen  lösen: 

Es  werde  RU  (Figur  65)  mit  x  bezeichnet,  RUi  mit  Xi. 

Senkt  sich  der  Angriffspunkt  P  des  Gewichtes  O  um  d,r, 
so  steigt  gleichzeitig  der  Angriffspunkt  P^  des  Gewichtes  Ox  um 
die  Strecke  —  dxi  (nicht  +  dx^).  Daher  ist,  nach  dem  Prinzipe 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  Gleichgewicht,  wenn 

7)  Odx  =  —G^dxv 

Will  man  liieraus  die  Polargleichung  der  Gleitkurve  RP^ 
herleiten,  so  hat  man  .r  und  Xy  zu  ersetzen  durch  r^  und  dj, 
wird  mitliin  rechnen,  wie  folgt: 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  RÜP  und  RVM  (oder 
auch  aus  einem  sehr  bekannten  Satze  der  Lehre  vom  rechtwink- 
ligen Dreieck)  ergibt  sich 


8) 

2a            2a 

Es  ist  also: 

9) 

a 

Ferner  hat  man,  gemäß  Figur  65 : 
10)  Xi  =  ri  cos  öl. 
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Wird  Nr.  9  und  Nr;  10  in  Nr.  7  eingeführt,  so  ergibt  sich 

11)  OiX  —  rx)  dn  =  Giad  (n  cos  ßi). 

Diese  Gleichung  Nr.  11  ist  identisch  mit  Nr.  2;  daher  von  hier 
an  alles  so,  wie  unter  A.    (Siehe  die  Gleichungen  Nr.  8  bis  Nr.  6.) 


Zur  Ergänzung  und  Erweiterung  des  unter  A  und  B 
Vorstehenden  benutze  man  (ganz  oder  teilweise)  folgende  Lite- 
ratur: 

Fränkel,  W.,  bewegliche  Brücken,  1888,  S.  26,  27  u.  66. 

(Die  Sinusoidenbrücke  vonBelidor.    Die  van  Has- 

selt'sche  Vorrichtung  zur  Arbeitserspamiß  bei  Dreli- 

brücken.) 
Kraft,  Probleme  der  analytischen  Mechanik,  Bd.  I,  S.  459 

bis  463,  Nr.  18. 
Lehm  US,  Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik,  I, 

S.  38—41,  §  17  u.  18.    (Berücksichtigung  der  Reibung.) 
Lueger,  Lexikon  der  gesamten  Technik,  Bd.  2,  S.  826—329. 

(Bewegliche  Brücken  im  Allgemeinen.) 
Ritter,  analytische  Mechanik,  1873,  §  66.    (S.  170—172.) 
Rühlmann,  M.,  Geschichte  der  technischen  Mechanik,  1885, 

S.  146—148. 
,    Grundzüge  der  Mechanik  u.  s.  w.,    1860,    S.  236 

u.  237. 
Schell,   Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,    Bd.  II, 

S.  67—70  (§  3)  der  2.  Auflage;  oder  S.  569—571  (§  10, 

Nr.  4)  der  1.  Auflage. 
Weisbach-Herrmann,  Ingenieur-  und  Maschinen-Mecha- 
nik, Theü  m,  Abthlg.^1,  1876,  S.  966—968. 


§  25.    Ein  Glelchgewlolitskorper  in  Bezug  auf  ümkantnng. 

Auf  einer  vollkommen  starren,  also  nicht  eindrückbaren, 
Wagerechtebene  MN  (Figur  66  auf  Seite  198)  steht  ein  absolut 
fester,  ganz  starrer  Körper,  dessen  Profil  durch  ABCDE  an- 
gedeutet ist.  Er  kann  nicht  auf  MN  verschoben,  aber  um 
seine  durch  E  gehende  Längskante  gedreht  werden.    Das  Ge- 
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wicht  2  der  Volumeneinheit,  die  Querschnittsdimensionen  CD  =  a, 
DE=b^  ferner  die  Länge  c  der  senkrecht  zur  Bildebene  liegenden 
Längskanten  sind  gegeben. 

Es  wirkt  auf  den  Körper,  parallel  zu  MNy  in  der  Mitte 
der  durch  B  gehenden  Längskante,  zu  ilir  senkrecht,  eine  un- 
veränderliche Kraft  P.  Sie  hat  das  Bestreben,  ihn  um  seine 
durch  E  laufende  Längskante  zu  drehen. 


Fig.  G6. 


-if 


Man  berechne,  bezogen  auf  das  in  der  Figur  66  angegebene 
Koordinatensystem,  die  Gleichung  der  Kurve,  nach  welcher  das 
Profil  zwischen  B  und  C  gekrümmt  sein  muß,  wenn  für  jeden 
Wert  von  x  die  Wirkung  der  Kraft  P  durch  das  Gewicht  des 
Köri)ers  so  aufgehoben  werden  soll,  daß  in  Bezug  auf  Um- 
kantung  Gleichgewicht  herrscht. 

Lösung.  Bezüglich  der  durch  E  gehenden  Drehkante  liat 
die  Ivraft  P  das  statische  Moment 

1)  M,  =  P(b  +  y),        ^ 

Femer  ist,  bezogen  auf  jene  Kante,  das  Moment  des  Gewichtes 
des  parallelepipedischen  Körperteiles,  dessen  Profil  das  Recht- 
eck CDEF  darstellt, 

2)  M2  =  ahcq,  \a. 

Endlich  hat  das  Gewicht  des  durch  ABCF  angedeuteten 
KöriJerteiles  in  jenem  Sinne  das  Moment 


3)  M,  =  f{cq  (b  +  y)  d.v)  (a  +  x). 
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Da  nun,  wenn  Gleicligewicht  herrschen  soll, 

4)  M,  =  M,^M^ 
sein  muß,  so  ergibt  sich  die  Bedingung 

5)  P  (6  +  y)  =  l  a^cq  +  cqj(a  +  x)  (b  +  y)  dx. 

Aus  Ihr  folgt: 

6)  Pdy  =^eq(a  +  x)  (b  +  y)  dx 
als  Differentialgleichung  der  Linie  BC,*) 

Durch  Trennung  der  Veränderlichen  erhält  man: 

7)  p/^~  =  cq(a  +  x)dx; 

hieraus  durch  Integration: 

8)  PI  (6  +  y)  =  i  cq  (a  +  x^  +  Konstante. 
Da  nun  für 

x  =  o   auch    y  =  o 
sein  muß,  so  tritt  zu  Nr.  8  die  Bedingung: 


v2 


9)  Plb  =  jcqa' 

ißtliin  ergibt  sich,  aus  Nr.  8  und  9: 

also: 

Wird  o:  zu  Null,  so  gilt  die  Gleichgewichtsbedingung: 

11)  Pb  =  abcq  .\a; 
daher  hat  man: 

12)  P=la^cq, 
Aus  Nr.  10  und  12  folgt: 

^  b  a^ 

*)  Diese  Gleichung  kann  auch  aus  Folgendem  entnommen  werden: 
Wächst  X  um  dx,  also  y  um  dy,  so  ändert  sich  das  Moment  Mi 
der  rechts  drehenden  Kraft  P  um  Pdy.  Hingegen  wächst  das 
Moment  der  links  drehenden  Kräfte  um  das  des  neu  hinzu- 
kommenden Köri)erteils,  also  um  { [{b  +  y)  dx]  cqy(a'\-  x).  Das 
gibt,  durch  Gleichsetzung,  Nr.  6. 
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Es  ist  mithin: 

14) 
also 

(g(2a-4-a?)  \ 

e      -'      —1) 

die  gesuchte  Gleichung  der  Kurve  BC. 
Setzt  man 

16)  y  +  h  =  ii, 

verschiebt  also  die  X-Achse  von  C  nach  jP,  so  ergibt  sich 

g(2o-4-g) 

17)  ii=zbe      «• 

als  eine  etwas  einfachere  Form  der  vorstehenden  Kurvengleichung 

Nr.  15. 


§  26.    Körper  von  gleiohem  Widerstände  gegen  Dmok  oder  Zng. 

A. 

Eine  Stütze,  eine  Säule,  ein  Brückenpfeiler,  oder  irgend 
ein    anderer  Körper   ähnlicher  Art,    möge  dem  Einflüsse  einer 

Senkrechtbelastung  P  (Fi- 
gur 67)  und  der  "Wirkung  sei- 
nes eigenen  Gewichtes  unter- 
liegen. Die  durch  den  Druck 
verursachte  Beanspruchung  der 
Flächeneinheit  aller  Quer- 
schnitte soll  überall  den 
Wert  ß  haben;  es  soll  also  ein 
Gleichfestkörper  vorhanden 
sein.  Dann  müssen  die  Flächen- 
inhalte der  Querschnitte  von 
AB  nach  CD  hin  stets  wach- 
sen. Der  Inhalt  des  Stim- 
flächenquerschnittes  bei  AB 
heiße  Fo;  der  des  beiiJtf  be- 
findlichen  allgemeinen   Quer- 


Schnittes    möge    mit  Fx   be- 
zeichnet werden;   der  des  bei  CD  liegenden  mit  J?*. 

Man  soll  das  Gesetz  ermitteln,  nach  welchem  die  Inhalte 
der  Querschnitte  von  AB  nach  CD  hin  zimehmen  müssen;  man 
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soll  miüiln  F^  berechnen,  ausgedrückt  durch  Fo^  ß,  x  und  das 
Gewicht  ;'  der  Volumeneinheit  des  Körpers. 

Lösung.  Wird  mit  G  das  Gewicht  des  durch  ABML 
(Figur  67)  angedeuteten  Körperteiles  bezeichnet,  so  gUt,  zufolge 
der  bezüglich  der  Beanspruchung  gestellten  Bedingung,  für  den 
bei  LM  befindlichen  Querschnitt  die  Gleichung 

1)  P+G==ßF,, 

Aus  ihr  folgt  durch  Differentiation,  weil  P  und  ß  konstant  sind, 
G  und  Fx  aber  veränderlich: 

2)  dG^ßdF^. 

£s  ist  aber  andererseits,  als  Gewicht  des  bei  LM  befindlichen 
scheibenförmigen  Körperelements  von  der  Dicke  dxi 

3)  dG  =  {Fxdx)r. 

Aus  Nr.  2  und  3  folgt,  daß  die  Querschnittsinhalte  der  Differential- 
gleichung gentigen  müssen,  welche  durch  Gleichsetzung  der 
rechten  Seiten  (von  2  und  3)  sich  ergibt.  Sie  liefert,  durch 
Trennung  der  Veränderlichen: 

4)  dx^^^^.*) 
Das  gibt  durch  Integration: 

5)  x=^-lFx^O. 

Y 

Der  Betrag  der  Integrationskonstante  G  läßt  sich  hierbei  der  Be- 
dingung entnehmen,  daß  Fx  in  Fo  übergeht,  wenn  x  zu  NuU 
wird,  daß  also 

6)  Fx^o  =  Fo 
ist.     Sie  liefert,  in  Nr.  5 ^eingeführt: 

7)  o  =  ^lFo^G. 

Y 

Aus  den  Gleichungen  Nr.  5  und  7  folgt  durch  Subtraktion: 

8)  x^U^. 

^  Y      Fo 


♦)  Diese  Gleichimg  Nr.  4  kann  man  auch  folgendermaßen  erhalten : 
"Wächst  X  um  dx^  so  wächst  der  Druck  um  den  Betrag  Nr.  3. 
Andererseits  nimmt  der  Querschnittsinhalt  zu  um  dFz^  Diese 
Zunahme  verträgt  die  Belastung  ßdFx*    Es  muß  also 

{Fxdx)y=^ßdFx 
sein,  was  mit  Nr.  4  übereinstimmt. 
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Das  gibt: 

mithin : 

10)  F^  =  Fo€^ 

als  das  gesuchte  Gesetz  der  Zunahme  der  Querschnitts- 
inhalte für  den  Körper  gleichen  Widerstandes  gegen 
Druck.     (Dabei  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen,  also 

die  Zahl  2,71828 ) 

Es  muß  hiemach  der  größte  Querschnitt,  nämlich  der  bei 
CD,  den  Inhalt 

y\ 

11)*  ,FH  =  Foe^ 

erhalten. 

Anmerkungen.  I.  Der  Stirnflächenquerschnitt  i^« 
ist  durch  die  Gleichung 

12)  Foß  =  P 

bestimmt,  weil   auf  ihn  nur  der  Druck  P  wirkt.     Daher 
darf  in  den  vorstehenden  und  nachfolgenden  Gleichungen 

13)  2^,  =  ! 

gesetzt  werden. 

II.  Man  berechne  mittels  der  Gleichung  Nr.  10  den 
Rauminhalt  Y  des  Körpers  gleichen  Druckwiderstandes 
(ohne  Rücksicht  auf  die  Zusanunendrückung,  welche  er 
erleidet).  Siehe  hierüber:  Weisbach-Herrmann,  Lehr- 
buch der  theoretischen  Mechanik,  Seite  400  und  401  der 
5.  Auflage. 

B. 

Die  Baupraxis  hat  Potenzen  meist  lieber  als  Exponen- 

tialgrößen.     Deshalb  möge  aus  Nr.  10  ein  anderes,  wenn  auch 

nur  näherungs weise   geltendes,    Gesetz    entnommen  werden, 

welches  dem  genannten  Wunsche  entspricht,  also  Fgg  durch  eine 

Potenzenreihe,  statt  durch  die  Exponentialgröße  e  ^  ,  ausdrückt. 

Lösung.     Bekanntlich  hat  man  (für  jedes  endliche  z)  die 
unendliche  Reilie 
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14)  e^=:l+^.  +  -—+^-^+ 

Das  gibt,  gemäß  Nr.  10, 

YX 

Wenn  -'-"    hinreichend  klein  ist,  so  konvergiert  diese  Reihe  ge- 
P 

nügend  rasch;  man  braucht  also  dann  nur  wenige  Glieder 
derselben,  um  fiir  F^  mit  Nr.  15  einen  vorgeschriebenen  Genauig- 
keitsgrad zu  erreichen. 

C. 

Es  sei  der  Querschnitt  des  Körpers  überall  ein  Rechteck 
von  der  (senkrecht  zur  Bildebene  der  Figur  67  gemeinten) 
Breite  c,  bei  AB  von  der  Länge 

16)  2a  =  20.1=202?, 
bei  LM  von  der  Länge 

17)  2y  =  2NL  =  2NM. 
Dann  ist 

18)  i^,  =  2ac,    F^  =  2yc. 
Damit  geht  Nr.  10  über  in 

19)  f/  =  ae^    . 

Femer  seien  die  Querschnitte  überall  Kreise,  bei  AB  und  LM 
von  den  Durchmesserlängen  Nr.  16,  bezüglich  17.  Dann  tritt 
an  die  Stelle  der  Gleichung  Nr.  10: 

20)  y  =  ae'^    . 

Man  untersuche  die  Formen  der  durch  Nr.  19  und  Nr.^20  ge- 
kennzeichneten Kurven. 

Auch  fiilire  man  die  beiden  Beispiele,  Rechteck  und  Kreis, 
durch,  statt  Nr.  10  die  Näherungsformel  Nr.  15  benutzend. 

D. 

In  der  Baupraxis  benutzt  man  statt  der  stetigen  Veränder- 
lichkeit der  Querschnitte  gern  eine  unstetige,  indem  man  (siehe 
Figur  68  auf  Seite  204)  den  Körper  gleichen  Widerstandes  nähe- 
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rungsweise    aus    Zylindern    (im  allgemeinen   Sinne)    von    den 

Längen  Zj,  Zg-.  ?8 zusammensetzt,  deren  Grundflächeninhalte 

Fl,  jFj,  jPs» so  gewählt  werden, 

^i»  ''•*^-  daß  auf  ihre  Flächeneinheit  der  vor- 

geschriebene Druck  ß  kommt.*) 

Man    berechne     diese    Zylinder- 
grundflächeninhalte, ausgedrückt  durch 

P?  fr  Y^  luh^h'^ In]  auch  wende 

man  das  Ergebnis  an  auf  den  Sonderfall 

21)      l,  =  l,=l^  = =  ?. 


A  . 

3 

h 

li: 

1 
j 

i 

1 

? 

! 

a 

o 

Lösung.  Der  Flächeninhalt  F^ 
der  Basis  des  ersten  (nämlich  des  ober- 
sten) Zylinders  ist  offenbar  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 

22)  pF^  =  P^rFA\ 

der  des  zweiten  durch: 

28)      /»J?'8  =  P+yJ\?,  +  y^,i,; 
der  des  dritten  durch: 
24)  |»-F,  =  P+y^.i,  +  yJ',i,  +  y-P,i,; 

vind  80  fort;  der  des  n**"  durch: 

26)         /»j;  =  P+yJ\?,  +  yJ',i,+ +  yJ'a. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werte: 
P 


26) 

27) 

28) 
allgemein : 
29) 


F,= 

F,= 

P»  = 


ß-rh 


Pß 


(ß-rh)  {.ß-rh) 
Pß* 


(ß-rli)(ß-rh)(ß-rl») 

pßn-l 


(ß-rh)  (ß-rh) (ß-rh) 

In  dem  durch  Nr.  21  bezeichneten  Sonderfalle  ist: 


30) 


^"^JVß^J' 


*)  Statt  der  Zylinder  könnten  auch  Kegelstumpfe   zur  Be- 
nutzung kommen. 
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Anmerkung.  Man  berechne  den  Rauminhalt  des  aus 
Zylindern  gebildeten  Körpers  näherungsweise  gleichen 
Druckwiderstandes.  Dann  vergleiche  man  ihn  mit  dem 
Rauminhalte,  welcher  nach  Abschnitt  A,  Anmerkung  II 
(auf  Seite  202)  erhalten  worden  ist.  Das  gibt  den  Betrag 
der  Materialverschwendung. 


Fig.  69. 


E. 

Was  im  Vorhergehenden  (unter  A 
bis  D)  bezüglich  des  gleichen  Widerstandes 
gegen  Druck  behandelt  worden  ist,  das 
gilt  (aus  naheliegenden  Gründen)  auch  in 
Bezug  auf  gleichen  Widerstand  gegen  Zug. 
(Siehe  Figur  69.) 

Es  kommt  z.  B.  für  lange  Schacht- 
gestänge in  Betracht,  welche  überall 
gleiche  Sicherheit  gegen  das  Zer- 
reißen haben  sollen. 


i> 


A-*B 


F. 

Zur  Ergänzung  des  unter  A  bis  E  Vorstehenden  beachte 
man  die  im  folgenden  genannte  Literatur,  welche  zum  Teil 
auch  Zahlenbeispiele  darbietet: 

Bach,  Elasticität  und  Festigkeit;  S.  15. 

Baumeister,  architektonische  Formenlehre  für  Ingenieure; 
S.  224—227. 

Claussen,  Statik  und  Festigkeitslehre;  S.  49 — 51. 

Clebsch,  Elasticitäts-Theorie;  S.  360—362. 

Föppl,   Vorlesungen   über  technische  Mechanik;    Band  Ij 
S.  285—288. 

Grashof,  Elasticität  und  Festigkeit;  2.  Auflage;  S.  44—45. 

Keck,  Vorträge  über  Mechanik;  Theil  II;  S.  13  u.  14. 

V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik;  II.  Theil;   S.  30—33 
(§  8)  der  2.  Auflage. 

Tetmajer,   die  Baumechanik;    11.  Theil;    I.Hälfte;  S.  112 
bis  115. 
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Weisbach-Herrmann,  Lelirbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik; 5.  Auflage;  S.  398—403.     (§  214.) 

"Wittmann,  Statik  der  Hochbaueon structionen;  Theil  I; 
S.  12  u.  13. 


§  27.   Anregniigen  nnd  Amnerkniigeii,  welche  banwissenschaftliche 
Anwendongeii  der  Differentialgleichnngeii  erster  Ordnmig  betreffen. 

Die  unter  I — XH  hier  folgenden  Andeutungen  und  Lite- 
raturangaben köunen  weitere,  dem  HI.  Kapitel  angehörende 
Beispiele  liefern;  sie  sollen  aber  die  Leser  auch  zu  eigenen 
Untersuchungen  veranlassen. 

I. 
Einige  Beiträge  zur  Geodäsie.*) 

a)  Theorie  des  barometrischen  Höhenmessens.  Siehe: 
Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integral- 
rechnung; §39  (S.  180—183).  —  Femer:  Jordan,  Handbuch 
der  Vermessungskunde;  3.  Auflage;  Band  H;  §  132  (S.  469  —  472): 
§  145—147  (S.  518—535);  §  152  (S.  544—546). 

b)  Differentialgleichungen  der  „Geodätischen  Linie- 
auf dem  ümdrehungsellipsoid.  Siehe:  Jordan,  Handbuch 
der  Vermessungskunde;  3.  Auflage;  Band  IH;  §  73  (S.  370—374). 

IL 

Elastizität  und  Festigkeit. 

(Man  sehe  §  15,  VI;  §  21,  IV;  §  33,  IIJ.) 

Die  nachstehenden  Arbeiten  (welche  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  benutzen)  seien  der  Beachtung  empfohlen: 

Bredt,  R.,  Studien  über  Zerknickuugsfestigkeit.   (Zeitschr. 

d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1894,  S.  810— 816,  844-847, 

875-879.) 
Engesser,  F.,  über  das  Elasticitätsgesetz  ....  (Central bl. 

d.  Bauverw.,  1902,  S.  134—135.) 
Hart  ig,    der    Elastizitätsmodul    des    geraden    Stabes    als 

Funktion  der  spezifischen  Beanspruchung.    (CiviliiJ??c- 

nieur,  1893,  S.  113-138.) 

*;  Mau  sehe  §  15,  Ab^clmitt  111  uu«l  iV. 
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Kopeke,     über    die    Definition    des    Elastizitftts  -  Moduls. 

(Deutsche    Bauzeitung,   1882,  S.  164.     Siehe  auch: 

Zeitschr.  d.  Arch.-   u.  Ingen. -Ver.  zu    Hannover, 

1882,  S.  604—605.) 
Kosch,  F.,  über  die  Festigkeitseigenschaften  der  Metalle 

(Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1882,  S. 636— 642.) 
Ramisch,  G.,  die  Kurve,  auf  welcher  sich  ein  Punkt  eines 

sich  biegenden  Stabes  bewegen  muß.    (Dingler's  Poly- 

techn.  Journ.,  1901,  S.  149.) 
Weyrauch,.  J.,  Aufgaben  zur  Theorie  elastischer  Köri)er. 

.1885. 

ITI. 

Holz-,  Metall-  und  Steinkonstruktionen: 

insbesondere:  Bögen,  Brücken,  Dächer,  Gewölbe, 
Träger.*) 

a)  Druck  der  Wölbsteine  auf  das  Lehrgerüst.  Siehe: 
V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik;  I.  Theil;  2.  Auflage;  S.  135 
bis  138.  (§  48.)  —  Die  hier  dargebotene  Theorie  führt  auf  eine 
Differentialgleichung  von  der  Form 

1)  _g_  +  aj/  =  J'(.r) 
und  mit  ihr  zu  dem  Integral 

2)  /=  j  e^smxdx. 

Über  Nr.  1  und  2  sehe  man:  Schlömilch,  Compendium  der 
höheren  Analysis,  Band  I,  §  105,  Abschnitt  I,  bezüglicli  §  78, 
Abschnitt  II,  der  5.  Auflage. 

b)  Theorie  der  homogenen  elastischen  Zentraldächer. 
Sieche:  Heinzerling,  der  Eisenhochbau  der  Gegenwart;  Heft  IIT, 
Hochbauten  mit  eisernen  Zelt-  und  Kuppeldächern;  S.  8  —  18. 

c)  Vermischtes; 

Gnuschke,    eine    bemerkenswerte    Gattung    von    Bogen- 

linien, (Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1901,   S.  609 

bis  618.) 

Grelle,  F.,  Pauli's  Träger.  (Zeitschr.  d.  Arch.-  u. 
Ingen.-Ver.  zu  Hannover,  1872,  S.  391— 39G.) 

♦)  Mau  beachte  §  15,  \'II :  §  21,  \'r§  33,  VF. 
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Heinzerling,  F.,  Tlieorie,  Bereclinong  und  Construction 
der  schiefgewölbten  Brücken.  (Der  Civilingenieur, 
1874,  S.  167—194.) 

Herrmann,  E.,  zur  Theorie  der  Festigkeit  krummer  Träger. 
(Dingler's  Polytechn.  Journ.,  1901,  S.  405—409.) 

Jebens,  F.,  die  Spannungen  in  den  Yertikalständem  der 
eisernen  Brücken.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen., 
1880,  S.  127—140.) 

Ramisch,  G.,  kinematische  Untersuchung  eines  Bogen- 
trägers  mit  zwei  an  den  Kämpfern  gelegenen  Gelenken. 
(Dingler's  Polytechn.  Journ.,  1902,  S.  104—106.) 

S^journä,  construction  des  ponts  du  Castelet,  de  Lavaur 
et  Antoinette.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1886, 
Bd.  12,  S.  409—549.) 

Soud^,  H.,  Probleme  de  Tarche  biaise.  (Nouv.  Ann.  de 
la  Construction,  1899,  43—47.) 

Toltz,  M.,  lateral  and  vertical  stresses  in  grain  tanks. 
(Engineering  News,  1898,  S.  232.) 

Erddruck,  Böschungslinien,  Stützmauern,  Staumauern.*) 

a)  Die  Böschungslinie  einer  Sandmasse. 

Unter  sehr  einfachen  Voraussetzungen  ergibt  sich,   daß  die 
Differentialgleichung  der  Böschuugskurve  die  Form 

3)  ^  =  iidw 

hat.  Dies  führt  zu  einer  logarithmischen  Spirale.  Siehe: 
Auten heimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung; §  195  der  3.  Auflage.  —  Kraft,  Probleme  der  ana- 
lytischen Mechanik;  Band  I;  S.  498  u.  499;  Nr.  5. 

b)  Vermischtes: 

Gramer,  die  Gleitflächen  des  Erddruckprismas  und  der 
Erddruck.  (Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieur- 
wesen, 1898,  S.  405—414.) 


•)  Siehe  §  15,  IX, 
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Francke,  A.,  die  inneren  Kräfte  eines  durch  Ebenen  be- 
grenzten Erdkörpers, (Zeitschr.  d.  Arch.-  u. 

Ingen.-Ver.  zu  Hannover,  1888,  S.  707—726.) 

,  der  Erddruck  der  Stützwände.  (Zeitschr.  f.  Archi- 
tektur u.  Ingenieurwesen,  1897,  Heftausgabe,  S.  337 
bis  352.) 

-,  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  E.  Gramer:  „die  Gleit- 


flächen des  Erddruckprismas  und  der  Erddruck^.  (Ebenda, 
1900,  S.  249—250.) 

Kreuter,  F.,  Berechnung  der  Staumauern.  (Zeitschr.  f. 
Bauwesen,  1894,  S.  465—488.) 

Abfluß  des  Wassers  aus  Öffnungen  von  Gefäßen.*) 
Siehe: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung; §  224 — 226  der  3.  Auflage.  (Entleeren 
eines  prismatischen,  pyramidalen  oder  kugelförmigen 
Gefäßes.) 

Grashof,  theoretische  Maschinenlehre,  Bd.  I,  Hydraulik, 
S.  428—433  (§  79),  668—680.  (AusfluJßgeschwindigkeit 
und  Ausflußmenge.) 

Neumann,  theoretische  Physik,  1883,  S.  230—231.  (Mit 
Zahlenbeispiel.) 

Vi  olle,  Lehrbuch  der  Physik,  deutsche  Ausgabe,  Teil  I, 
Mechanik,  Bd.  2,  S.  705—707,  Nr.  259.  (Die  Ausfluß- 
zeit.) 

VI. 
Brunnen.    Wasserleitung  und  Wasserversorgung.**) 
Man  benutze: 

Brouhon,  L.,  contribution  k  la  tli^orie  des  puits.  (Revue 
universelle  des  mines  etc.,  tome  XLIX,  1900,  S.  109 
bis  134.) 


♦)  Man  beachte  §  15,  Abschnitt  XL 
♦♦)  Siehe  §  15,  XU. 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  TnflniU'siuialrechnung.    T.  IV.  14 
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Fossa-Mancini,  sur  le  debit  des  puits  dans  las  terrains 
permeables.  (Ann.  des  ponts  et  chauss.,  1890,  I, 
823-854;  1893,  H,  848—873.) 

Frühling  und  Lincke,  Wasserleitungen  und  Wasserver- 
sorgung; 1893,  S.  201—202,  206—209. 

Lueger,  die  Wasserversorgung  der  Städte;  S.  447—457. 

,  Lexikon  der  gesamten  Technik;  Bd.  II.  S.  734 — 738. 

(Brunnen.) 

VIT. 

Bewegung  des  Wassers  in  Röhren,  Kanälen  und  Flüssen. 

Wasserbau.*) 

Man  benutze  zunächst: 

Autenlieimor,  Elementarbueli  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung, S.  228  —  230  (§  227)  der  3.  Auflage. 
(Wasserbewegung  in  cylindrischen  und  konischen  Röhren- 
leitungen.) 

Grashof,  theoretische  Maschinenielire,  Bd.  I,  Hydraulik, 
S.  680 — 687.  (Wasserbewegung  in  verbundenen  Gefaßgji; 
FUllzeit  und  Entleerzeit  von  Schleusenkammern.)  — 
Ferner  S.  721—723.  (Bewegung  des  Wassers  in  Strömen. 
Nach  Hagen.)  —  Auch  S.  747  und  748.  (Gestalt  des 
Qaerprofils  eines  Kanals,  ^venn  bei  gegebenem  Gefalle 
die  mittlere  Geschwindigkeit  des  gleichförmigen  Be- 
harrungszustandes für  jeden  vorkommenden  Wasser- 
stand gleich  groß  sein  soU.) 

Lueger,  die  Wasserversorgung  der  Städte,  S.  54  und  55. 
(Dieselbe  Aufgabe,  bezüglich  der  Form  des  Kanalprofils. 
[Kettenlinie.]) 

Ferner  beadite  man: 

Mau,  das  Normalprofil  für  Flüsse.  (Zeitschr.  f.  Bau- 
wesen, 1884,  S.  181—190.) 

Möller,  M.,  Studien  über  die  Bewegimg  des  Wassers  in 
Flüssen (Ebenda,  1883,  S.  193—210.) 

,  zum  Studium  des  Flußbaues.    (Ebenda,  1890,  S.  481 

bis  504.) 


*)  Siehe  hierzu  auch  die  Abschnitte  VlII  und  IX  auf  Seite  211 
und  213;  leruer  §  l.'),  VII  und  §  33.  VII. 
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vm. 

Staukuryen  und  Senkungskuryen. 

a)  Nach  einer  oft  benutzten  Theorie  besteht  für  die  Stau- 
kurve eines  Wasserlaufes  die  Düferentialgleichung 


4)  Jdx==(l  + 


.W^, 


(a  +  ^y-a^j' 

in  welcher  x  den  vom  Wasser  zurückgelegten  Weg  bedeutet,  2: 
die  Stauliöhe,  a  die  Füllhöhe  der  Durchschnittsprofilparabel,  J 
das  als  gleichmäßig  vorausgesetzte  WasserspiegelgefaUe,  mithin 
a  und  J  Konstanten  sind.*) 

Es  möge  aus  Nr.  4  die  zugehörige  Integralgleichung  abge- 
geleitet  werden  und  zwar  in  der  Form 

5)  Jx  =/  (^)  +  Konstante. 

Lösung.     Setzt  man 

6)  a  +  ^  =  7, 
so  ist 

7)  dz  =  dfi 
und  Nr.  4  geht  über  in 


o 


8)  Jdx  =  [l+  ^-^-^]. 

Hieraus  folgt  durch  Integration: 

9)  Jx  =  iy  +  a*t/; 
wobei 


10) 


J  ,*-a* 


Da  die  nun  zu  integrierende  Funktion  eine  rationale,  alge- 
braische, echt  gebrochene  ist,  so  zerlegt  man,  um  auf  bekannte 
Grundformeln  zu  kommen,  den  Nenner  in  Faktoren  und  spaltet 
dann  in  Teilbrüche.     Das  gibt: 

u=C ^ , 


*)  Tolkmitt,  Grundlagen  der  Wasserbaukimst,  Seite  110. 
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wobei 


12) 


J   ^'  — «* 


Für  TJ\  aber  folgt  auf  demselben  Wege,  nämlich  durcb  Spaltung: 

TT  _  C_     _Jn 

t^i  =  -  -2*-  {K?  +  a)  -  U?  -  a)J  +  Konstante, 

13)  r,  =  —    ~-  l  ?  i-  -f  Konstant«». 

2a    «/  —  a 

Nr.  13  in  Nr.  11  gesetzt,  gibt: 

U=  —  -^ ,  /—  arc  tan  -?-  +  --  -  ?  ?-i^  +  Konstante^ , 
2  a*  \a  a'2ai7  —  a'  / 

14)  tr=---V(arctanl-4-|?i±^  +  c\. 
'  2  a' \  a'''i7  —  a'/ 

Mithin  ist,  laut  Nr.  9  und  Nr.  14: 

15)  Ja:  =  ,-|{«-ctan-J-  +  li|±|  +  C'\. 
also,  wegen  Nr.  6, 

16«)    J;c  =  a  +  ^  — -s-<arc  tan  —  ' ^^Z ' h<^>- 

oder 

16i»)    Jx  =  a  +  ^-||arctan(l  +  -J)+'i(l  +  ^)  +  rj: 

oder  auch 
I6y)    J.c  =  B  +  *-*[^?(l  +  -J*)  +  arctan(l  +  -^)j, 

wobei  5  (in  16y)  und  C  (in  16«  und  16/J)  eine  Konstante  be- 
deutet, welche  bestimmt  werden  kann,  wenn  zwei  zusammen- 
gehörige Werte  der  Veränderlichen  x  und  b  bekannt  sind. 

Anmerkung.  Zur  Prüfung  der  Gleichungen  Xr.  16«, 
16^5  und  16  y  untersuche  man,  ob  sie  durch  Differentiation 
auf  Nr.  4  führen. 

b)    Näheres   über  Staukurven   und  Senkungskurven, 
einschließlich  des  Wassersprunges  oder  der  Wasserschwelle. 
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entnehme  man  der  nachstehenden  Literatur  und  den  in  ihr 
genannten  Quellen: 

Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Bd.  I, 
S.  383—392.     (§  63.) 

Grashof,  theoretische  Maschinenlehre,  Bd.  I,  Hydraulik, 
S.  753—784.  (Mit  Behandlung  von  Spezialfällen  und 
Zahlenbeispielen.) 

Keck,  Vorträge  über  Mechanik,  ü.  Teil,  S.  314—325. 

Ritter,  Lehrbuch  der  Ingenieur -Mechanik;  2.  Auflage, 
S.  483—489.     (§  176.) 

Tolkmitt,  Grundlagen  der  Wasserbaukunst;  S.  113 — 125. 
(Nr.  30  und  31.) 

Walter,  H.,  neues  analytisch -graphisches  Verfahren  zur 
Bestimmung  der  Stauweite.  (Zeitschr.  f.  Gewässer- 
kunde, 1902/03,  Bd.  5,  S.  65—105.) 

Weisbach-Herrmann,  Ligenieur-  und  Maschinen-Mecha- 
nik, Teil  n,  AbteUung  2,   S.  137—142.     (§  41.) 

Bei  den  durch  diese  Literatur  dargebotenen  Theorien  handelt 
es  sich  vielfach  um  Integrale,  deren  Wertsberechnung  einige 
Arbeit  macht,  obgleich  sie  nach  allgemein  bekannten  Sätzen 
und  Regeln  durchführbar  ist.  (Siehe  z.  B.  die  vorstehenden 
Gleichungen  Nr.  4 — 16.)  Auch  aus  diesem  Grunde  seien  jene 
Theorien  besonderer  Beachtung  empfohlen. 

IX. 

Wasserbewegung  überhaupt.     Allgemeine  Gewässerkunde.*) 

Man  benutze: 
Grashof,   theoretische  Maschinenlelire,  Bd.  I,  Hydraulik, 

S.  821 — 830.     (Steighöhe  springender  Wasserstrahlen.) 
Günther,   S.,    über   gewisse   hydrologisch -topographische 

Grundbegriffe.     (Sitzungsberichte    der  Münchener 

Akademie,  1902,  S.  17—38.) 
Möller,    Beitrag   zur   BerechnuDg    der    Wellen   und   der 

Fluth-  und  Ebbebewegung.    (Zeitschr.  f.  Architektur 

u.  Ingenieurwesen,    1896,   S.  475  —  507.) 


*)  Siehe  VU  auf  Seite  210;  auch  §  15,  XII  und  §  33,  Vü. 
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Ritter,  A.,  die  Fortpflanzung  der  Wasserwellen.  (Zeitschr. 

d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1892,  S.  947—954.) 
Rother,  M.,  Beitrag  zum  Probleme  der  Spiegelabsenkung 

in  Wasserläufen (Zeitschr.  f.  Gewässerkunde, 

1899,  S.  274—309.) 
Seddon,  J.  A.,    a  mathematical  analysis  of  the  influence 

of  reservoirs  upon  streamflow.     (Proceedings  of  the 

American  Society  of  Civil  Engineers,  1898,  S.  559 

bis  598.) 

Tutton,  C.  H.,  a  proposed  Solution  of  some  hydraulic 
Problems.     (Ebenda,  1901,  S.  988—1005.) 

X. 

Heizung  und  Lüftung. 
Siehe: 

Ferrini,  Technologie  der  Wärme;  deutsch  von  Schröter; 
S.  190—229  (Theorie  der  Schornsteine);  337—343  (Ab- 
kühlung von  Wohnräumen);  362 — 369  (Ofen-Berechnung). 

Recknagel,  G.,  Abkühlung  und  Erwärmung  geschlossener 
Räume.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1901, 
S.  1801—1809.) 

XL 

Volkswirtschaftliches. 

Eisenbahnbau  und  Eisenbahnbetrieb.*) 

Man  benutze: 

Forchheimer,  P.,  Studie  über  Rentabilität.  (Zeitschr. 
d.  Arch.-  u.  Ingen.-Ver.  zu  Hannover,  1881,  S.  597 
bis  608.) 

Launhardt,  die  Betriebskosten  der  Eisenbahnen  .  .  .  .; 
1877;  S.  14 — 17.     (Anlaufsteigung  für  einen  Bahnzug.) 

Rühle  von  Lilienstern,  A.,  Beitrag  zur  Tariflehre  der 
Eisenbahnen.  (Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieur- 
wesen, 1899,  Wochenausgabe,  S.  65 — 70.) 

Wittenberg,  J.,  Bestimmung  des  Widerstandes  der  Züge 
mittels  des  Geschwindigkeitsmessers.  (Organ  für  die 
Fortschritte  des  Eisenbahnwesens,  1899,  S.  3 — 7.) 

♦>  Siehe  §  15,  XUT;  §  33,  VÜI. 
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xn. 

Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  IQ. 

Bauwissenschaftliche  Anwendungen  der  Lehre  von  den 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  findet  man  end- 
lich auch  noch  in  folgenden,  Verschiedenartiges  betreffenden, 
Arbeiten : 

Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Inte- 
gralrechnung, §44.  (Nordenskjöld'sches  Löslichkeits- 
gesetz.) 

Hauer,  J.  v.,  Seilausgleichung  durch  veränderliche  Bahn- 
neigung. (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver., 
1894,  S.  469—471.) 

Huth,  M.,  Kurven  von  konstanter  Steigung  auf  gegebenen 
Flächen.  (Beilage  zum  Jahresbericht  der  Real- 
schule   zu  Stollberg  i.  Erzgeb.,  Ostern  1^93.) 

Janssen,  H.A.,  Getreidedruck  in  Silozellen.  (Zeitschr. 
d,  Ter.  deutsch.  Ingen.,  1895,  S.  1045—1049.) 

Prinz,  E.,  eisenhaltiges  Grundwasser  und  die  konstruktive 
Behandlung  von  Enteisenungsanlagen.  (Journ.  f.  Gas- 
beleuchtung   ,  1902,  S.  163—169.) 

Schulze,  der  Lattenreiter.  (Zeitschr.  f.  Yermessungs- 
wesen,  1901,  S.  549 — 554.  —  Man  sehe  auch:  Zeitschr. 
f.  Instrumentenkunde,  1902,  S.  61—62.) 

Seyfert,  zur  Theorie  der  Drainage.  (Zeitschr.  f.  Ver- 
messungswesen, 1893,  S.  553—559.) 

Wiechel,  H.,  Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung 
von  nicht  gesetzmäßig  gebildeten  Flächen  mit  Rücksicht 
auf  die  Bergzeiclmung.  (Der  Civilingenieur,  1878, 
S.  335—364.) 
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Kapitel  IV. 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ZWEITER  ORDNUNG. 


§  28.    Straßenproflle  mit  vorgesohriebener  ßesobwindigkeit 
der  Steignngsanderimg. 

A. 
Für  das  Längsprofil  QiPQ%  einer  Straße  (siehe  §  22)  möge 
vorgeschrieben  sein,  daß  die  unendlich  kleine  Änderung  der 
Steigung  s  in  jedem  Punkte  P  proportional  sei  der  unendlich 
kleinen  Änderung  des  "Wagerechtabstandes  x  (nämlich  OP^)  von 
einem  festen  Punkte  0,  also  das  Verhältnis  ds :  dx^  welches  die 
Geschwindigkeit  der  Steigungsänderung  heißen  möge, 
konstant,  etwa  gleich  h. 

Fig.  70. 


ö;    P' 


Es  soll,  bezogen  auf  das  in  der  Figur  70  angegebene 
Koordinatensystem,  die  Gleichung  der  Kurve  Q^PQ^  berechnet 
werden,  nach  welcher  das  Straßenprofil  gekrümmt  sein  muß; 
auch  soll  man  angeben,  wie  die  Kurve  liegt,  welche  Abmessungen 
sie  hat  und  wo  sie  die  X-Achse  schneidet. 
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Lösang.   Die  Differentialgleichniig  der  gesuchten  Linie 
lautet  zunächst: 

ds 


1) 

ä>'- 

Da  aber,  gemäS  §  22, 
2) 

«  =  -? 
dx 

ist,  so  hat  man  statt  Nr. 

1  auch: 

3) 

^y  -1c 

Durch  Trennung  der  Veränderlichen  und  durch  Integration  folgt 
aus  Nr,  1: 

4)  s^Jcx-^-C^ 

wobei   C\  eine,   zunächst  willkürliche,  Integrationskonstante  be- 
zeichnet. 

Nun  gibt  Nr.  4  mit  Nr.  2: 

5)  4^  =  *.^-  +  ^- 

also,  wenn  man  auf  dy  reduziert  und  dann  ohne  weiteres  integriert, 

wobei  G2  eioe  zweite,  zunächst  auch  willkürliche,  Integrations- 
konstante bedeutet.*) 

In  Nr.  6  hat  man  die  gesuchte  Gleichung  der  Profilkurve. 
Letztere  ist  also  eine  gemeine  Parabel  in  nicht  sehr  allgemeiner 
Lage.  Ihre  Achse  liegt  parallel  zur  F-Achse;  ihr  Halbpara- 
meter hat  die  Länge 

Der  Scheitel  steht  um  die  Strecke 

von  der  X-Achse  ab;   und  um  die  Strecke 

von  der  F-Achse.    (Alle  diese  Eigenschaften  können  leicht  aus 


*)  Vergleiche  die  nachstehende  Anmerkung. 

/Google 
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Nr.  6  eDtnommen  werden,  wenn  man  diese  Gleichung  sachgemäß 
umformt.) 

Anmerkung.     Rechnet  man  von  Nr.  5  an  wie  folgt: 
dy  =  {hx-^-  Ci)dXy 

10)  dy  =  ^ikx  +  Ci)dkl', 

so  ergibt  sich  statt  Nr.  6: 

als  Gleichung  der  Profilkurve.    Das  unterscheidet  sich  nur 
in  der  Form  von  Nr.  6. 

B. 
Man    berechne    die    Integrationskonstanten  Ci  und   C\ 
mittels  der  Gleichungen  Nr.  6  oder  Nr.  11    und,   wenn   nötig, 
Nr.  4   unter  Einführung  der  Nebenbedingungen,  welche  im 
Folgenden  (I — III)  genannt  sind: 

I.  Die  Profilkurve  soll  durch  die  Punkte  Qi  und  Q^  (Figur  70 
auf  Seite  216)  gehen,  deren  Koordinaten  üi  und  6i,  be- 
züglich a^  und  &a  vorgeschrieben  sind. 
II.  Sie  soll  mit  der  gegebenen  Steigung  ^i  durch  den  Punkt  Qi 

laufen,  welcher  die  Koordinaten  at  und  6i  hat. 
in.  Alles  wie  bei  11;  außerdem  verlangt,  daß  die  Profilkurve 
durch  den  Punkt  (Ja,  dessen  Abscisse  a^  vorgeschrieben 
ist,  mit  der  Steigung  s^  gehen  solL 

Andeutungen  zur  Lösung.  In  dem  Falle  I  gibt  Xr.  6 
(oder  Nr.  11)  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  beiden  Un- 
bekannten d  und  Cg. 

Im  II.  Falle  hat  man  Nr.  4  mit  Nr.  6  (oder  11)  zur  Be- 
reclmung  von  Ci  und  Cjj  zu  benutzen. 

In  dem  Falle  IH  liegen  zunächst  die  beiden  unter  11  an- 
gewendeten Gleichungen  vor.     Zu  ihnen  tritt,  gemäß  Nr.  4: 

12)  5,  =  *a2  +  Ci. 

Es  sind  also  drei  Bedingungsgleichungen  vorhanden.  Aus  diesen 
ergeben  sich  die  drei  Konstanten  Ci,  C4  und  k  (welches  letzter^» 
hier  nicht  mehr  beliebig  vorgeschrieben  werden  kann).  — 
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Darf  der  Ponkt  Qt  als  Koordinatenanfang  genommen  werden, 
so  vereinfachen  sich  alle  Ergebnisse  sehr. 

C. 

Man  gebe  femer  für  das  unter  A  und  B  Vorstehende  ein 
Zahlenbeispiel,  die  Konstante  4,  die  Koordinaten  der  Punkte  Qi 
und  Q^^  bezüglich  die  zugehörigen  Steigungen  Si  und  s^  in  ge- 
meinen Zalilen  sachgemäß  vorschreibend. 

Endlich  beachte  man:  Loewe,  Straßenbaukunde,  S.  115, 
wo  auf  ümpfenbach,  Theorie  des  Neubaues  ü.  s.  w.  der  Kunst- 
straßen, Berlin  1830,  S.  290,  sowie  auf  Bauernfeind,  Grundriß 
der  Vorlesungen  über  Erd-  und  Straßenbau,  München  1875,  S.  188, 
verwiesen  ist.  • 


§  29.    Die  paraboUsohe  Xettenbrüokenlinie. 

A. 

Zwischen  den  festen  Punkten  A  und  B  (Figur  71)  ist  eine 
Kette  AOB  aufgehangen,  welche  als  ein  gleichförmig  dichter, 
vollkommen  biegsamer,  nicht  dehnbarer  Faden  von  unveränder- 


lichem Querschnitte  angesehen  werden  darf.  Ihr  eigenes  Gewicht, 
das  der  angehangenen  Fahrbahn  CD  u.  s.  w.  belasten  die  Kette 
derartig,  daß  die  horizontale  Längeneinheit  das  konstante  Ge- 
wicht O  zu  tragen  hat.*) 


•)  Belastung,  proportional  der  horizontalen  Länge,  liegt  z.B. 
dann  vor  (wenigstens  näherungs weise),  wenn  die  Fahrbahn 
ein  gleichmäßig. verteiltes  Gewicht  zu  tragen  hat,  welches  so 
groß  ist,  daß  das  Gewicht  der  Kette,  der  Tragstäbe  u.  s.  w.  da- 
gegen vernachlässigt  werden  darf. 
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Die  Spannweite  ÄB=^2a  und  die  Einsenkungstiefe  (der 
Pfeil,  die  Stichhöhe)  EO  =  b  sind  gegeben. 

Man  soll,  unter  Zugrundelegung  des  durch  die  Figur  ange- 
zeigten Koordinatensystems,  berechnen: 

I.  nach  was  für  einer  Linie  sich  die  Kette  AOB  im  Gleich- 
gewichtszustände krümmt; 
n.  wie  groß  die  Spannung  T  an  der  aUgemeinen  Stelle  Q 
(Koordinaten  OQ*  =  x  und  Q'Q  =  y)  ist; 
man  soll  also  y  oind  T  berechnen,  ausgedrückt  durch  a,  6,  Q 
und  X. 

Lösung.  An  dem  einen  Ende  des  bei  Q  befindlichen 
Linienelementes,  von  der  Länge  efe,  wirkt,  im  Sinne  der  nach 
unten  gerichteten  Tangente,  die  Spannung  T;  an  dem  anderen 
Ende,  im  Sinne  der  nach  oben  liegenden  Berührenden,  die 
Spannung  T-^dT.  Femer  wirkt  an  jenem  Elemente,  in  der 
Richtung  der  negativen  y,  das  .Gewicht  Gdx- 

Mithin  ist,  wenn  mit  r  der  Tangentenwinkel  bezeichnet  wird, 
das  Element  im  Gleichgewichte,  falls  die  Bedingungen 

1)  dTcosT  =  0 
und 

2)  dTsmi;  =  Gdx 

erfüllt  sind.  Es  sagen  diese  Gleichungen  nämlich  aus,  daß  die 
in  der  Richtung  der  beiden  Koordinatenachsen  wirkenden  Kräfte 
(T  cos  T  und  T  C08T  -\-  dT  cos  T  im  Sinne  der  Xy  hingegen 
Tsinz^  Tsim  -{-dTsim  und  Odx  im  Sinne  der  y)  sich  auf- 
heben, also  keine  Verschiebung  des  Elements  nach  der  Richtung 
einer  der  zwei  Achsen  stattfinden  kann.  (Man  vergleiche:  Fuhr- 
mann, naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Integralrech- 
nung; §  49.) 

Aus  Nr.  1  und  2  sind  nun  die  gesuchten  Größen  y  und  T 
abzuleiten. 

Die  erste  der  beiden  Gleichungen  gibt: 

3)  TcosT^C, 
wobei  C  eine  Konstante  bezeichnet. 

Wendet  man  Nr.  3  auf  den  Scheitel  0  der  Kettenbrücken- 
linie an  und  nennt  die  hier  herrschende  Spannung  To^  so  er- 
gibt sich: 

4)  To  =  a 
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Damit  geht  Nr.  3  über  in: 

5)  Tcosir=7;, 
oder  in: 

6)  T  =  To  sec  T. 

Es  gilt  also,  laut  Nr.  6,  der  Satz:  Die  Spannungen  wachsen, 
vom  Scheitel  aus,  wie  die  goniometrischen  Sekanten 
der  Tangentenwinkel. 

Femer  hat  man,  gemäß  Nr.  5,  den  Satz:  Die  Wagerecht- 
spannang  ist  überall  gleich  der  Scheitelspannung. 

Wegen  Nr.  6  geht  Nr.  2  über  in: 

7)  dTo\AnT^Gdx. 
Das  ist  so  viel,  wie 

8)  Tody'  ^  adx, 
oder  wie 

^^  dx'  "  To ' 

Aus  Nr.  8  folgt  durch  Integration: 

10)  y  =  ^.x._f-C,. 

Die  Konstante  Ci  ergibt  sich  liierbei  aus  der  der  Figur  entnehm- 
baren Bedingung 

11)  2/Uo  =  0. 

Sie  gibt,  in  Nr.  10  eingeführt: 

12)  C\  =  0. 
Man  hat  also,  laut  Nr.  10  und  12, 

13)  y'^Ti'^' 

mithin : 

14)  dy  =  -^xdx. 

Hieraus  folgt  dui'ch  abermalige  Integration: 

15)  y-^-/"^^-'- 

Dabei  ist  die  Konstante  Cj  bestimmt  durch  die  der  Figur  71 
entnebmbare  Bedingung: 

16)  2/x  =  o  =  0. 
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Letztere  gibt,  gemäß  Nr.  15: 


17) 

(7,  =  0. 

Man  hat  also: 

18) 

oder 

19) 

:r^  =  2-^j/. 

Die  Gleichgewichtsform  der  Kette  ist  hiernach  die  einer 
gemeinen  Parabel,  deren  Scheitel  in  0  liegt,  deren  Achse 
mit  der  Ordinatenaclise  zusammenfallt  und  deren  Halbpaiameter  p 
die  Länge 

20)  i>  =  -^ 

hat. 

Für  die  Spannung  gibt  Nr.  6: 

21)  r-Toi/lT?^; 

daher  gemäß  Nr.  13: 
oder 

22)  r=/T7+'öv7 

Die  Scheitelspannung  T^»  welche  in  Nr.  18,  19,  20  und  22 
noch  unbekannt  ist,  erhält  man,  wenn  Nr.  19  (oder  18)  für  den 
Aufhängepunkt  B  angewendet  wird.     Es  gibt  das: 


T 

also: 

23)                                   /»  =  Ä^- 

Hiermit  geht  Nr.  18  über  in: 

24)                                     V=l^'> 

und  Nr.  20  in: 

2^)                                     ^^  =  26' 

was  leicht  konstruiert  werden  kann. 
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Femer  verwandelt  sich  Nr.  22  in: 


T=.y^+^'j^'-Q. 


Durch  die  Gleichungen  Nr.  24  und  26  ist  die  gestellte  Auf- 
gabe vollständig  gelöst. 

B. 

I.  Man  berechne  mittels  des  unter  A  Vorstehenden  die  an 
den  Aufhängepunkten  herrschende  Spannung  und  vergleiche 
sie  mit  der  Scheitelspannung  To. 

n.  Ferner  berechne  man  den  "Winkel,  unter  welchem  die 
Kette  an  dem  Auf  hängepunkte  B  gegen  die  Wagerechte  geneigt  ist. 

ni.  Auch  wende  man  das  Vorhergehende  auf  ein  Zahlen- 
beispiel an;  etwa  auf 

a  =  30  Meter,  ft  =  4  Meter,  O  =  200  Kilogramm. 

IV.  Schließlich  beachte  man  folgende  Literatur,  die  viele 
Erweiterungen  des  Vorstehenden  darbietet: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung, S.  121  u.  122  der  3.  Auflage. 

Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,  deutsch 
von  Schlömilch,  Band  I,  S.  165—168.   (Nr.  162  u.  163.) 

Grashof,  Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit,  §  31  auf 
S.  46 — 48  der  2.  Auflage.  (Die  Drähte  oberirdischer 
Telegraphenleitungen.) 

Kraft,  Probleme  der  analytischen  Mechanik,  Band  11, 
S.  53—56,  Nr.  7. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Ki'äfte,  Band  II, 
S.  104  u.  105  (§  6)  der  2.  Auflage. 

Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik, S.  288  —  291  (§  161)  der  5.  Auflage.  (Ableitung 
ohne  Integralrechnung.     Zahlenbeispiel.) 

Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit,  I.  Theil,  §  270  (auf 
S.  257  und  258). 
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§  30.    Die  gemeine  Eettenbrfickenlinie. 

Die  in  dem  Abschnitte  A  des  §  29  unter  I  und  11  gestellte 
Aufgabe  soll  jetzt  gelöst  werden  unter  der  Voraussetzung,  daß 
für  die  Längeneinheit  der  Kette  AOB  (Figur  71  auf  Seite  219) 
das  konstante  Gewicht  p  in  Rechnung  gestellt  werden  muß  und 
daß  auf  jede  horizontale  Längeneinheit  außerdem  die  unver- 
änderliche Belastung  P  kommt. 

Es  sind  also  die  Größen  y  und  T  zu  berechnen,  ausgedrückt 
durch  a,  6,  P,  p  und  x. 

Dabei  soll  von  Näherungen  Gebraucli  gemacht,*)  es  soll 
nämlich  vorausgesetzt  werden, 

a)  daß  j/'2  vemaclüässigt,  also 

.  1)  /r+F=i 

gesetzt  werden  darf;   oder 
ß^  daß  man 

2)  l/r+"y^  =  w  +  «J/' 

setzen  dürfe,   wobei  m  und  n  bekannte  gemeine  Zahlen 
sind;**)  oder  endlich 

y)  daß  es  zulässig  sei,  nach  dem  binomischen  Satze, 

3)  y/T^^i^lJ^^y>-2 

ZU  setzen. 

Lösung.  Da  an  dem  bei  Q  befindlichen  Elemente,  von  der 
Länge  ds^  die  Kräfte 

T,  T+dT,  pds  und  Pdx 
wirken,    so    befindet  es   sich  im  Gleichgewichte,    wenn  die  Be- 
dingungen 

4)  dTcosT  =  0 
und 

5)  dTsmT=rpds  +  Pdx 

erfüllt  sind.     Sie  entsprechen  den  Gleichungen  Nr.  1  und  2  des 
§  29.     Man  sehe  die  dort  angedeutete  Ableitung  der  letzteren. 


•)  Man  vergleiche:  Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mecha- 
nik,  deutsch  von  S eh lü milch,   Band  I,   §  154  auf  Seite  108 
und  169. 
'*)  Siehe:    Fuhrmann,    bauwissenschaftliche    Anwendungen    der 
Differeutialreclmuüg,  §  28,  Abschnitt  C. 
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Aus  Nr.  4  folgt,  wie  im  §  29  aus  der  dortigen  Nr.  1,  die 
Gleichung 

6)  T=roSecT, 

wobei  To  wieder  die  Scheitelspannong  bezeichnet. 
Hiermit  geht  Nr.  5  über  in 

das  ist  in: 

7)  Tody»^pfi:\^^Ux  +  Fdx^(jp]/l  +  ^+P)dx^ 
oder: 

®^  du*' f, 

Man  hat  also  y  aus  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 

9)  y"  =  f(.y') 

abzuleiten. 

Aus  Nr.  7  folgt,  durch  Trennung  der  Veränderlichen  .r  und  y', 

Es  ist  mithin: 

10)  T.  f- ~y'=  =  a;  +  (7i, 

JP  +  pj/l  +  j/'« 

wenn  mit  Ci  eine,   zunächst  unbekannte,  Integrationskonstante 
bezeichnet  wird. 

Nun  sind  die  in  dem  Wortlaute  der  Aufgabe  mit  er,  ß  und  y 
bezeichneten  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  was  im  Folgenden 
geschieht. 

Fall  er.  Darf  von  der  Gleichung  Nr.  1  Gebrauch  gemacht 
werden,  bildet  also  die  Kette  einen  sehr  flachen  Bogen,  so 
tritt  die  Differentialgleichung 

^^^  dx^"      To 

an  die  Stelle  von  Nr.  8. 

Sie  stimmt  mit  der  Gleichung  Nr.  9  des  §  29  überein,  nur 
steht  P-f-i?  an  der  Stelle  von  G, 

Es  folgen  also  aus  Nr.  11  die  Beziehungen 

12)  i/  =  V2-** 

Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Iiiflnitesimalrechniing.    T.  IV.  15 
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Yind 

13)  T=.^^^^\p+p^ 

ganz  so,  wie  im  §  29  die  dortigen  Gleichungen  Nr.  24  und  26 
aus  der  daselbst  vorausgehenden  Nr.  9  sich  ergeben  haben .*) 

Auch  gelten  im  wesentlichen  alle  die  Bemerkungen,  welche 
dort  (im  §  29)  zwischen  den  Gleichungen  Nr.  9  und  Nr.  26  ge- 
macht worden  sind. 

Fall  ß)  Wird  von  der  durch  die  Gleichung  Nr.  2  ausge- 
drüokten  Näherung  Gebrauch  gemacht,  so  geht  Nr.  10  über  in: 

14)  Tof-ö-i — —^ T  =  ^+Ct; 

J  P  +  fnp-^-npy*  ' 

oder  in 

15)  T,f~~^^  =  x  +  C^, 

J  a-^npy* 

wenn  man,  zur  Abkürzung, 

16)  P  +  fnp  =  a 

setzt. 

Aus  Nr.  15  folgt  durch  Ausfuhrung  der  Integration: 

17)  -^l(c-\-npy')  =  »+C^. 

Die  Konstante  Ci  ergibt  sich  aus  der  der  Figur  71  (auf  Seite  219) 
entnehmbaren  Bedingung 

18)  2/'x=o  =  0. 

Letztere  liefert,  eingeführt  in  Nr.  17,  die  Gleichung: 

19)  Jo_i^^g 
np  * 

Hiermit  geht  Nr.  17  über  in: 

20)  I^Li^+MMl^:,, 
np  a 

Das  gibt: 


*)  Anmerkung.  Die  Spannung  T  ist  im  §  29  aus  der  dortigen 
Gleichung  Nr.  21  abgeleitet.  Benutzt  man  für  letztere  ebeufell> 
die  sehr  rohe  durch  Xr,  1  des  §  30  ausgesprochene  Näherung 
(was  für  Xr.  8  des  §  30  geschehen  ist),  so  ergibt  sich :  T=T^ 
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mithin 

21)  a-\-npi/*  =  ae  ^"^  , 

wobei  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 
Aus  Nr.  21  folgt: 

also 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Integration: 

24)  y  =  JLfIl.e^-x)  +  C,. 
^        np  y-np  /    '      ^ 

Gemäß  Figur  71  folgt  die  Konstante  C^  aus  der  Bedingung 

25)  2/x  =  o  =  0. 

Diese  liefert,  wenn  man  sie  in  Nr.  24  einführt: 

26)  0  =  -<^-^  +  C,. 

np   np    ^ 

Es  ist  also,  laut  24  und  26: 

^        np  ^np  np^ 

die  Gleichung  der  Kettenform  AOB, 

Anmerkung.    Schiebt  man  das  in  der  Figur  71  angegebene 
und  bisher  benutzte  Koordinatensystem  parallel  zur  X-Achse  mn 
a  To 

''^  ^  +  51^=''^'^  =  ^' 

so  lautet  die  Kettenfonngleichung,   auf  dieses  neue  System  be- 
zogen, etwas  einfacher: 

29)  ,=_«_(A,-^*_|); 

^  '       np  \np  ^ 

oder 

30)  ,  =  A(c'**'-/J$), 
Avenn,  zur  Abkürzuuia:, 

31)  -.-;-  =  * 

15* 


die  Strecke  7~%  nach  unt4>n,  setzt  also 
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und 
32)  ^-  =  /» 

gesetzt  wird. 

Femer  hat  man  lur  die  an  dem  allgemeinen  Punkte  Q  herr- 
schende Spannung  T,  gemäß  Nr.  6: 

33)  r=roi/r+y2; 

oder,  wenn  abermals  von  Nr.  2  Gebraach  gemacht  wird: 

34)  T=(m  +  ny')To. 

Das  gibt  laut  Nr.  22: 

np 


35)  T={m+j(e~''''-l))z 


Die  in  den  Gleichungen  Nr.  27,  29  und  35  auftretende  Scheitel- 
spannung To  ist  bestimmt  durch  die  Bedingung 

welche  man  sofort  der  Lage  des  Aufhängepunktes  B  (Figur  71) 
entnimmt.     Sie  gibt,  eingeführt  in  Nr.  27: 

37)  6  =  _?L(A#"_a-^), 

^  np  ^np  np^ 

also  die  Gleichung 

np 

zur  Berechnung  von  To.  Bezüglich  der  Auflösung  dieser  trans- 
zendenten Gleichung  beachte  man:  Fuhrmann,  Aufgaben  aus 
der  analytischen  Mechanik;  Theil  I;  Nr.  110  (Seite  98—101)  der 
2.  Auflage.     (Benutzung  von  Tafeln,  Reihen  u.  s.  w.) 

Fall  y.    Darf  von  der  durch  Nr.  3  ausgesprochenen  Nähe- 
rung Gebrauch  gemacht  werden,  so  verwandelt  sich  Nr.  10  in 

dy' 


np  ^  y  a 


39) 
oder  in 


wenn 

41)  P+i>  =  iJ* 
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und 

42)  \p  =  Y^ 
gesetzt  wird. 

Gemäß  Nr.  40  hat  man,  nach  einer  sehr  bekannten  Grand- 
formel der  Integralrechnung: 

43)  ^  ar c  tan  -?^  =».  .T  +  (7x . 

Pr  P 

Dabei  gilt  wieder  die  Bedingung  Nr.  18.    Durch  Einführung  der- 
selben in  Nr.  43  ergibt  sich: 


44) 

(?i  =  0; 

mithin : 

45) 

Aare  tan  il|^  =  .l 

Hieraus  folgt: 

arctanlifl^^ 

Daher  ist 

46) 

y'- 

=  J-tan^-, 

oder 

dy- 

=  >1^5.. 

folglich 

oder,  geeigneter  geschrieben: 

Also  hat  man,  nach  einer  wieder  sehr  bekannten  Formel  der 
Integralrechnung : 

To  j        ßyx 

Dabei  ist  die  Integrationskonstante  C^  durch  die  Bedingung  Nr.  25 
bestimmt.     Sie  gibt,  in  Nr.  48  eingeführt: 

49)  o=-.-^n  +  C3, 

mithin 

60)  Cj  =  0. 


4Ö)  y  =  -^i<^os^!^  +  a. 
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Demgemäß  hat  man  in 

oder  in 

Y  •'■o 

die  Gleichung  der  Kettenform  ÄOB. 

Femer  gilt  für  die  Spannung  T,  welche  an  der  allge- 
meinen Stelle  Q  (Figur  71  auf  Seite  219)  herrscht,  zunächst 
wieder  Nr.  33.     Femer  gilt  Nr.  46. 

Macht  man  also  nochmals  von  Nr.  3  Gebrauch,  so  ergibt 
sich  für  die  Spannung  der  Betrag: 

53)  2'=(i_^^tan*i^)r„. 

Die  Scheitelspannung  T^,  welche  in  den  Gleichungen  Nr.  52 
imd  53  vorkommt,  ist  wieder  durch  die  Bedingung  Nr.  36  be- 
stimmt Man  hat  nämlich,  wenn  letztere  in  Nr.  52  eingeführt 
wird,  die  Gleichung 

54)  &  =  4-  ^  sec  -^ 

zur  Berechnung  von  Tq.  Siehe  Nr.  38  und  die  zugehörigen  Be- 
merkungen. 


§  31.    Die  gleiohgespannte  Eettenlinle  und  Eettenbruckenliiile. 

A. 
Ein  vollkommen  biegsamer,  undelmbarer,  gleichförmig  dichter 
Faden  von  veränderlichem  Querschnittsinhalte  (oder  eine  der- 
artige Kette  mit  sehr  kleinen  Gliedern)  unterliege  nur  der  eigenen 
Schwere  und  sei  zwischen  zwei  festen  Punkten  A  und  B  (Figur  71 
auf  Seite  219)  aufgehangen.  Die  Einsenkungstiefe  JEO  =  b^  die 
Spannweite  -4.jB  =  2  a,  das  Fadengewicht  2  Q  und  das  Gewicht  / 
der  Volumeneinheit  des  Materials  seien  gegeben.    Der  Faden  soll 

T 
überall  gleich  stark  gespannt  sein,   d.  h.   es  soll  —  immer 

T 

denselben  Wert  haben,  wie  — ^,  wenn  T  die  Spannung  und  q 

io 

den  Querschnittsinhalt  an  irgend  einer  Stelle  bezeichnen,  T^  und 
</o  aber  diese  Größen  für  den  Scheitel  bedeuten.    Man  sucht  für 
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den  in  der  angegebenen  Weise  bestimmten  Faden,  also  für  die 
gleichgespannte  Seilkurve  oder  gleichgespannte  Ketten- 
linie 

I.  die  an  dem  allgemeinen  Punkte  Q  herrschende  Span- 
nung T, 
n.  die  Gleichung  der  Kurvengestalt,  bezogen  auf  das 
in  der  Figur  71  (Seite  219)  angegebene  Koordinatensystem. 

Lösung.  Wird  der  Tangentenwinkel  im  allgemeinen  Punkte 
(Koordinaten  x  und  y)  mit  r,  die  Länge  des  Bogendtfferentials 
mit  ds  bezeichnet,  so  lauten  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

1)  drcosi:  =  0 
imd 

2)  dTsint  =^r9[^S' 

Sie  entsprechen  den  Gleichungen  Nr.  1  und  2  des  §  29.  (Siehe 
diese  und  die  Andeutung  ihrer  Ableitung.) 

Da  nun 

i        2o 
also 

T 

4)  i  =  io-jr 

sein  soU,  so  geht  Nr.  2  in 

T 

5)  dT  smt  =  yqo-rrT  äs 

über. 

Aus  Nr.  1  folgt 

6)  T=ToSec^ 

ganz  so,  wie  die  Gleichung  Nr.  6  des  §  29  aus  der  dortigen 
Gleichung  Nr.  1. 

Setzt  man  Nr.  6  in  Nr.  5  ein,  so  ergibt  sich  nach  kurzer 
Rechnung,  für  welche  nur  ganz  bekannte  Sätze  (Formeln)  der 
Differential-  und  Litegralrechnung  gebraucht  werden: 

7)  T^arctanj/' «/'(jr^aj  +  ^i- 

•  Da  für  o:  ==  0  auch  j/'  =  0  sein  muß,  weil  die  Scheitel- 
tangente mit  der  Abszissenachse  zusammenfällt,  so  ist  die  Inte- 
grationskonstante Gl  gleich  Null.     Man  hat  also,  gemäß  Nr.  7: 

8)  i/'  =  tan-^^.r. 
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Wird  nun  j/'  durch  -~-  ersetzt  und,  nach  Trennung  der  Ver-       | 
änderlichen  x  und  j/,  nochmals  integriert,  so  ergibt  sich:  i 

Dabei  hat  die  Integrationskonstante  (7^  den  Wert  Null,  weil  für 
^  =  0  auch  y  =  0  sein  muß.    Es  geht  also  Nr.  9  über  in :  ' 

was  in  der  einfachen  Form 

11)  ?/  =  iZsec-^ 
gegeben  werden  kann,  wenn  man 

12)  -^  =  Ä 

setzt. 

Hiermit  ist  die  Kurvengestalt  bestimmt. 

Durch  die  aus  Nr.  6  und  Nr.  8  folgende  Gleichung 

13)  T^ToSec^^x 

hat  man  aber  auch  die  Spannung,  wenn  nur  To  und  qo  noch 
ermittelt  werden. 

Dies  kann  leicht  folgendermaßen  geschehen:   Da  der  Faden 
durch  den  Punkt  A  geht,  so  muß,  nach  Nr.  10, 

14)  i^Jlo_i^^f.rq<La 

sein;  oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

.  15)  ^^^^e 

setzt, 

Die  zweite  Gleichung  zur  Bestimmung  der  beiden  Unbekannten 
To  und  Qo  ergibt  sich  aus  der  Bedingung,  daß  der  Faden  das 
Gewicht  20  haben  soll.     Sie  liefert: 


17)  G=  frqds'^riofsec^—f^dx; 
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also,  nach  sehr  bekannter  Integralformel: 

18)  G  «  To  tan  6. 
Daraus  folgt 

19)  To  =  ff  cot  6; 
femer,  gemäß  Nr.  15  und  19: 

20)  j^  =  —  6  cot  6; 

mithiTi 

Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  Nr.  10,  13,  16,  19,  20 
und  21  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst.  Auch  der  Querschnitt  q 
kann,  gemäß  Nr.  4,  fiir  jede  Kurvenstelle  angegeben  werden. 
(Die  Behandlung  der  transzendenten  Gleichung  Nr.  16  anlangend, 
beachte  man  das,  was  zu  Nr.  38  des  §  30  gesagt  worden  ist.) 

B. 

Bezüglich  der  in  dem  vorstehenden  Abschnitte  A  behandelten 
gleichgespannten  Kettenlinie  sei  folgende  Literatur  zur 
Benutzung  empfohlen: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 

grabrechnung;  §  360  auf  S.  411—416  der  3.  Auflage. 
Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,   deutsch 

von  Schlömilch;  Bd.  I,  §  151  auf  S.  163—166. 
Kraft,  Probleme  der  analytischen  Mechanik,  Bd.  TL;  Nr.  8 

auf  S.  56  —  58. 
Keck,  Vorträge  über  Elasticitätslehre;  S.  319—321,  Ab- 
schnitt m. 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  Bd.  11; 
§  5  auf  S.  102—104  der  2.  Auflage. 

C. 

Man  behandle  nun  die  in  dem  vorstehenden  Abschnitte  A 
gelöste  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  dort  des 
näheren  bezeichnete  Faden  nicht  bloß  seinem  eigenen  Gewichte 
unterliege,  sondern  für  die  horizontale  Längeneinheit  auch  noch 
die  Last  P  zu  tragen  habe.     Gesucht  werde  für  die  dann  vor- 
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handene  gleichgespannte  Kettenbrückenlinie  das  Gesetz 
für  die  Veränderlichkeit  der  Spannungen,  wie  auch  der  Quer- 
schnitte; femer  die  Gestalt  der  Kurve;  alles  unter  Beifügung 
der.  Bedingung,  daß  die  absolute  Festigkeit  des  Materials  gleich  F 
sein  und  der  Faden  (die  Kette)  überall  die  n -fache  Sicherheit 
bieten  soll. 


22)  Tof -^'  =x-\-C,, 

J    P  +  jpi/l+y'2  ^ 


Lösung.  Ganz  so,  wie  im  §  30  die  dortige  Gleichung  Nr.  10, 
ergibt  sich  zunächst: 

wenn  wieder  mit  p   das  Gewicht  der  Längeneinheit  der  Kette 
bezeichnet  wird.    Dabei  ist  aber  p  jetzt  nicht  konstant,  sondern 
23)  p  =  qr, 

also,  entsprechend  den  Gleichungen  Nr.  4  und  6: 

24)  q  =  ior]/^^TV\ 

Mithin  geht  Nr.  22  über  in: 


2^)  f  l^v^  =  arc  tau  t;+  C 


Macht  man  von  der  sehr  bekannten  Formel 
dv 

Gebrauch,  so  ergibt  sich  aus  Nr.  25: 

27)  y^  =  — tan-  , 
wenn,  zur  Abkürzung,  Nr.  12  benutzt  und 

28)  — , ^"    -.^^  =  m 

gesetzt  wird.  (Die  Integrationskonstante  Ci  ist  gleich  Null,  weil 
für  a*  =  0  auch  j/'  =  0  sein  muß.) 

Läßt  man  nun  -3—  in  Nr.  27   an  die  Stelle  von  y'  treten, 

dx  ^ 

trennt  die  Veränderlichen,  integriert  nochmals  und  beachtet 
hierbei,  daß  für  x  =  0  auch  y  =  0  sein  muß,  so  ergibt  sich, 
von  Nr.  11  nur  wenig  verschieden,  als  Gleichung  der  Ketten- 
form: 
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29)  y  =  /clsec—' 

m 

(Vergleiche  Nr.  40—52  des  §  30.) 

Wird  ferner  die  Spannung,  welche  für  die  Flächeneinheit  zu- 

F 

gelassen  werden  soll,  also  der  Wert  — ,  mit  f  bezeichnet  und 

30)  n^E+M^^e 

iof 

gesetzt,  so  ergeben  sich  für  die  noch  zu  ermittelnden  Konstanten 
die  Werte: 

P 

«n  „ «*^r      _         r 


%ßM,J                                  «£o   — 

-  ^ip 

—  a^f 

~o'-^ 

und 

32) 

To  = 

iof. 

wobei  ö  durch 

33) 

Isecß-. 

iy 

~  f 

bestimmt  ist. 

Da  ferner  die 

Spannung 

34) 

T=  T, 

,  See  r 

und  der  Querschnitt 

35) 

a  =  io 

sec  % 

sein  muß,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

D. 
Näheres    über    die    gleichgespannte    Kettenbrücken- 
linie kann  der  nachstehenden  Literatur  entnommen  werden: 
Duhamel,   Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,   deutsch 
von  Schlömilch,  Bd.  I;   §  154  —  156  auf  S.  168  —  171. 
Kraft,  Sammlung  von  Problemen  der  analytischen  Mecha- 
nik, Bd.  11;  Nr.  9  auf  S.  58—60. 
Ritter,  Ingenieur-Mechanik;  §  129  auf  S.  353—356. 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte;  §  7   auf 
.S.  105—106  der  2.  Auflage  des  II.  Bandes. 
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Weisbach-Herrmann,  Ingenieur-  und  Maschinen-Mecha- 
nik, Teü  II,  Abteüung  I;  §  71  auf  S.  582—587  der 
5.  Auflage.  (Hier  ist,  S.  586,  auf  Arbeiten  ron  Moseley 
und  S Chi ö milch  verwiesen;  auch  wird  ein  Zahlenbei- 
spiel gegeben.) 

Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit,  Teil  I;  §  276  auf 
S.  263  —  265.    (Mit  einer  Tabelle  und  einem  Beispiel.)*) 


§  32.    Biegimgsliiiieii  von  Trägem  und  Stutzen.**) 

A. 

\yas  man  unter  Biegungslinien  oder  elastischen  Linien 
versteht,  und  wie  man  die  Differentialgleichungen  jener 
Kurven  erhalten  kann,  indem  man  gewisse  Voraussetzungen 
macht  und  Näherungswerte  benutzt,  soll  im  Folgenden  als 
im  wesentlichen  bekannt  vorausgesetzt  werden,  weil  es  mehr 
Sache  der  Mechanik  ist,  als  Sache  der  Mathematik. 

Es  soll  sich  also  in  den  nachstehenden  Abschnitten  B  bis  G 
nur  um  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der 
Biegungslinien  handeln  (dabei  selbstverständlich  auch  um  die 
Ermittelung  der  Werte  der  betreffenden  Integrationskon- 
stanten). 

Jedoch  sei  an  Folgendes  erinnert:  Es  wird,  in  der  Mechanik, 
die  Biegungslinie  eines  Stabes  meist  als  die  Kurve  bezeichnet, 
in  welche  seine  ursprünglich  geradlinige  Achse  infolge  der  Be- 
lastungen (Drucke)  übergeht. 

Bei  der  Ableitung  der  allgemeinen  Form  der  Differential- 
gleichung der  Biegungslinie  geht  die  Mechanik  von  der  Er- 
wägung aus,  daß  für  den  betreifenden  Stabquerschnitt  nur  dann 
Gleichgewicht  vorliegen  kann,  wenn  die  in  ihm  herrschenden, 
durch  die  Biegung  hervorgerufenen  Spannungen  aufgehoben 
werden  durch  die  Wirkung  der  auf  ihn  einwirkenden  äußeren 
Kräfte  (Belastungen,  Eigengewicht,  Gegendruck  der  Auflager). 


*)  Anmerkung  zu  den  §§  29,  30  und  31:  In  Bezug  auf  das 
Technische  der  Hängebrücken  sehe  man:  Handbuch  der 
Ingenieurwissenschaften;  Bd.  2,  Abteilung  4,  Kapitel  Xü 
und  XUI;  femer:  Lueger,  Lexikon  der  gesamten  Technik; 
Bd.  5,  S.  36—54.  (Kettenbrücken.) 
*•)  Siehe  §  33,  Abschnitt  IL 
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Das  fuhrt,  was  für  das  Folgende  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden  soll,  zu  der  Gleichung 

1)  ^—M— 

In  ihr  bedeutet: 

Q  die  Länge  des  Krümmungshalbmessers  des  betreffen- 
den Bogenelementes  der  Biegungslinie, 
W  das  Maß  des   Biegungsmomentes    (das  Widerstands- 
moment, Trägheitsmoment), 
E  den  Elastizitätsmodul, 

M  das  Kraftmoment,  nämlich  das  statische  Moment  aller 
äußeren  für  den  betreffenden  Querschnitt  oder  das  be- 
treffende Stabstück  in  Betracht  kommenden  Kräfte.    (Der 
Größtwert  von  M  ist  maßgebend  für  die  Bruchstelle 
des  Trägers.) 
Es  hängt  W  nur  ab  von  der  Form  und  Größe  des  Querschnitts, 
ist  mithin  eine  Konstante,  falls  letzterer  sich  nicht  ändert,  was 
im  Folgenden  vorausgesetzt  werden  soll.  Man  hat  im  allgemeinen: 


2)  W^lz^dF, 


wenn  F  den  Inhalt  der  Querschnittsfläche  und  z  den  Abstand 
ihres  Elementes  von  der  neutralen  Achse  bezeichnet.  (Siehe  die 
§§  13  und  18.) 

Der  Elastizitätsmodul  E  ist  nur  von  der  Art  des  Mate- 
rials abhängig,  also  für  einen  und  denselben  Stab  unveränder- 
lich, falls  letzterer  aus  einem  überall  gleich  stark  widerstehen- 
den Stoffe  besteht,  was  für  das  Folgende  ebenfalls  vorausgesetzt 
sein  möge. 

Wird  ein  (sachgemäß  liegendes)  rechtwinkliges  Achsenkreuz 
(Koordinatensystem)  benutzt,  so  läßt  sich  das  Kraftmoment  M 
als  Funktion  der  Abscisse  x  oder  der  Ordinate  y  ausdrücken. 

Femer  ist  dann: 


die  Länge  des  Krümmungshalbmessers,  wenn  y*  den  ersten  und 
2/"  den  zweiten  Differentialquotienten  von  y  in  Bezug  auf  x  be- 
zeichnet. 

Da  aber  j/'*  (also  das  Quadrat  der  goniometrischen  Tangente 
des  Berührungswinkels),   mit  1  verglichen,  sehr  klein  ist,  weil 
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für  Träger  und  Stützen  nur  j^eringe  Biegungen  in  Betracht 
kommen,  so  nimmt  man,  statt  Nr.  3,  näherungsweise: 

4)  e  =  A 

y 

und  hat  dann,  gemäß  Nr.  1  und  4,  in 

die  allgemeiDe  Form  der  Differentialgleichung  der  Bie- 
gungslinie, und  zwar  für  jede  Belastungsweise,  Unterstützungs- 
oder Befestigungsart  des  Trägers  oder  der  Stütze. 

Durch  zweimalige  Integration  von  Nr.  5  folgt  die  Integral- 
gleichung der  Biegungslinie.  Diese  Gleichung  gibt  dann  Aus- 
kunft über  die  Form  der  Kurve,  also  auch  über  stärkste 
Durchbiegungen  u.  s.  w.  (Einen  Näherungswert  für  die  Länge 
des  Krümmungshalbmessers  hat  man  durch  Nr.  4.  Er  ist 
für  die  Art  der  Durchbiegung  besonders  zu  beachten.) 

Wer  über  die  Herleitung  der  Differentialgleichung 
Nr.  1  und  über  die  hierbei  gemachten  Voraussetzungen  das 
Nähere  kennen  lernen  will,  der  benutze,  mindestens  teilweise, 
folgende  Literatur: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung; §  363  auf  S.  425  u.  426  der  3.  Auflage. 
Bach,  Elasticität  und  Festigkeit,  S.  101— 124.    (Das  Wesen 

der  Knickung.    Knickformeln  u.  s.  w.) 
Bauhandbuch,  deutsches,  Bd.  I  (vom  Jahre  1879);  S.  219, 

Nr.  6. 
Föppl,   Vorlesungen    über   technische  Mechanik,    Bd.  lU; 

§  23  auf  S.  137—144. 
Gottgetreu,  Lehrbuch  der  Hochbau-Konstruktionen,  TheilU; 

S.  72. 
Handbuch  der  Baukunde,   Abtheilung  I,  Bd.  1;   S.  585 

bis  586.  (Abschnitt  f,  a.) 
Heinzerling,  die  angreifenden  u.  s.w.  Kräfte,  S.  60 — 62. 
(Tafel  der  Angriffsmomente  und  der  Tragvermögen  für 
1 2  Arten  der  Belastung  von  Trägem.) 
Keck,  Vorträge  über  Mechanik,  Theil  II;  S.  21  n.  22 
(Biegungsmoment,Trägheitsmoment,W^iderstandsmoment); 
S.  40  u.  41  (Biegungslinie);  S.  59—63  (Knickfestigkeit). 


Digitized  by 


Google 


Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 


239 


Lueger,  Lexikon  der  gesamten  Technik;  die  Artikel  ^Bie- 

gungslinie**  und  ^Elastische  Linie**. 
V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik;  §  17  auf  S.  106—109 

der  2.  Auflage  des  TL.  Theües. 
Ritter,  Lehrbuch  der  Ligenieur- Mechanik;  §  4  auf  S.  13 

bis  16  der  2.  Auflage. 
Saalschütz,  der  belastete  Stab;  S.  V— IX  u.  XV— XIX. 

(Das  Werk  benutzt  die  streng  richtige  Gleichung  Nr.  3.) 
Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Ma- 
schinen-Mechanik, Theil  I;  §  223  auf  S.  433  —  437  der 

5.  Auflage. 
Wittmann,    Statik  der  Hochbauconstructionen,    Theil  11; 

S.  13  der  2.  Auflage. 


£'  X 


B. 

Ein  wagerechter  Träger  mit  konstantem  Querschnitt 
(z.  B.  ein  Balken,  ein  Metallstab  oder  dergleichen)  sei,  wie 
die  Figur  72  es  andeutet,  an  dem  einen  Ende  horizontal  fest- 
gehalten   (eingemauert, 

eingespannt),  an  dem  an-  Fig.  72. 

deren  durch  ein  Gewicht 
P  belastet.  Die  eigene 
Schw^ere  des  Trägers  sei, 
mit  P  verglichen,  sehr  ^ 
gering  und  deshalb  zu 
vernachlässigen.  Dann 
hat  seine  Biegungslinie 
AQB^   bezogen    auf  das 

in  der  Figur  angegebene  Achsenkreuz,   gemäß  Nr.  6  die  Diffe- 
rentialgleichung 

yrenn  AB*  mit  a  bezeichnet  wird.    Es  ist  nämlich  für  den  zu 
der  Abscisse 

gehörenden  Querschnitt,   oder  für  das  von   Q  bis  B  reichende 
Trägerstttck,  das  in  Nr.  5  vorkommende  Moment 
7)  M=P(a  —  x). 
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Dorch  Integration   von   Nr.  6    soll    die   Biegnngslinien- 
Gleichung  in  der  Form 

8)  y  =  nx) 
abgeleitet  werden« 

Hierauf  soll  man  sie  benutzen,  um  (ausgedrückt  durch  E. 
P,  W  und  a)  die  Senkung  des  Endes  B^  also 

B*B=h, 
wie  auch  den  Winkel  ß  zu  berechnen,  unter  welchem  das  bei 
B  liegende  letzte  Bogenelement  gegen  die  X-Achse  geneigt  ist.*) 

Lösung.    Die  Differentialgleichung  Nr.  6  hat  die  allgemeLne 
Form: 

9)  t/"=y(^). 

Es    ist   also   bei    der  Integration    derselben   zunächst   von    der 
Gleichung 

.0)  y'  =  t- 

und  dann  von 

Gebrauch  zu  machen. 

Setzt  man,  zur  Abkürzung, 

so  geht  Nr.  6  über  in: 

13)  y"==ifcP(a  — x)**) 
und  wegen  Nr.  10  in: 

14)  ^  =  *P(a-.). 

Hieraus  wird,  durch  Trennung  der  Veränderlichen  x  und  y*i 

15)  dy*  =  kP{a  —  x)dx. 

Das  gibt,  wenn  man  vorher  das  Produkt  auflöst,  durch  Integration: 

16)  y'  =  hP{ax-\x')  +  C^ 

*)  Die  Ergebnisse  der  Untersuchung  sind  nicht  nur  für  Träger, 
sondern  auch  fiir  Hebel,  Zapfen,  Radzähne  u.  s.  w.  zu  be- 
achten. 
'*'-)  Diese  Gleichung  Nr.  13  gibt,  wegen  Nr.  4,  sogleich  Auskunft 
über  die  AVerte  der  Krümmungshalbmesser  der  Biegungs- 
linie. 


Digitized  by 


Google 


Differentialgleichungeii  zweiter  Ordnung.  241 

oder 

17)  '  y'  =  \kPx(2a  —  x)  +  C\. 

Hierbei  ist  die  Integrationskonstante  Ci  (wegen  der  geometrischen 
Bedeutung  von  i/'  und  wegen  der  Art  der  Einspannung,  siehe 
Figur  72)  bestimmt  durch  die  zu  erfüllende  Bedingung 

Letztere  gibt,  eingeführt  in  Nr.  17: 

19)  C\  =  0. 
Es  geht  also  Nr.  16  über  in: 

20)  ?y  =  kP(ax  —  {x^)  =  ^kPx(2a  —  xy) 
Wegen  Nr.  11  gibt  das: 

21)  ^  =  kPiax-{x') 

und  bei  Trennung  der  jetzt  vorliegenden  Veränderlichen  x  und  y: 

22)  dy  =  hP(ax  —  ~x^)  dx. 
Hieraus  wird  durch  nochmaUge  Integration: 

28)  y  =  kP{\ax^-^x*)  +  C^, 

oder 

24)  2/  =  I  kPx^  (3a  —  ÄJ)  +  C^. 

Die  Integrationskonstante  Ci  ist  hierbei  durch  die  der  Figur  72 
sofort  entnehmbare  Bedingung: 

25)  yx=o  =  0 


*)  Man  kann  die  Rechnung  auch  so  durchführen,  daß  man  an  die 
Stelle  von  Nr.  15  treten  läßt: 

dy'  =  —  JrP(a  —  ä)  d  (a  —  «). 
Dann  gibt  die  Integration: 

Dabei  ist  die  Integrationskonstante  B^  wieder  durch  die  Be- 
dingung Nr.  18  bestimmt.    Sie  liefert: 

Es  ist  also  Ex  nicht  (wie  Ci)  gleich  Null,  sondern 
Hiermit  erfolgt  Übergang  in  Nr,  20. 

Fuhrmann,  Anwendungpen  d.  Inflnitesimalreohnun^.    T.  IV.  16 
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bestimmt     Wird  diese  in  Nr.  24  eingeführt,  so  ergibt  sich: 

26)  6*2  =  0. 
Mithin  hat  man,  wegen  Nr.  24  und  26,  in 

27)  y  =  lkPx^(Sa  —  x) 

die  gesuchte  Gleichung  der  Biegungslinie  AQB. 

Es  ist  also  diese  Linie  eine  algebraische  Kurve  dritten 
Grades. 

Zu  jedem  Werte  von  x  gibt  Nr.  27  den  zugehörigen  Betrag 
des  y;  so  z.  B.  für  die  verlangte  Senkung  B^B  des  Endes  des 
Trägers: 

28)  B'B^h  =  y^^^  =  ^kPa\ 

Ferner  gibt  Nr.  27  (oder,  was  einfacher  ist,  Nr.  20)  für  den 
gesuchten  Winkel  ßi 

29)  tan/9  =  |iPa2, 
also 

30)  /^  =  arc  tan  {  hPa^. 

Hierfür  darf,  wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  /9,  näherungs- 
weise 

31)  ß  =  \lcPa^ 
genommen  werden. 

Anmerkung.  Man  beachte  folgende,  den  vorstehenden 
Abschnitt  B  betreffende  Literatur,  welche  teilweise  die 
Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  bei  anderer  Lage  des 
Achsenkreuzes  durchfuhrt:  Autenheimer,  Elementarbuch 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  §  364  auf  S.  426  u. 
427  der  3.  Auflage.  —  Fuhrmann,  naturwissenschaftliche 
Anwendungen  der  Differentialrechnung,  §  33  auf  S.  82  u. 
83  der  2.  Auflage.  (Untersuchung  der  Tangenten,  Nor- 
malen, Krümmungsradien  und  Bogenlängen  der  durch  Nr.  27 
bestimmten  Biegungslinie.)  —  Kohlrausch,  Leitfie^en  der 
praktischen  Physik,  S.  104  der  4.  Auflage.  —  Navier, 
Mechanik  der  Baukunst,  übersetzt  von  Westphal,  2.  Auf- 
lage, S.  42  —  44.  —  V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik, 
Theil  n,  S.  137  u.  138  der  2.  Auflage.  —  Ritter,  Inge- 
nieur-Mechanik, S.  16 — 19  der  2.  Auflage.  (Messung  der 
Senkung  B'B  unter  Benutzung  eines  Spiegels  und  eines 
Fernrohrs.     Berücksichtigung  geringer  Schiefe  der  Ein- 
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spannuDg.)  —  üblich,  die  Festigkeitslehre,  S.  34 — 36. 
(!Mit  Zahlenbeispielen.)  —  Weisbacb-Herrmaün,  Lehr- 
buch der  theoretischen  Mechanik,  5.  Auflage,  S.  462 — 464. 
(Vorausgesetzt  ist  hier,  daß  der  Träger  nicht  genau  wage- 
recht eingespannt  sei.)  —  Wittmann,  Statik  der  Hochbau- 
Konstruktionen,  Theil  II,  §  4  auf  S,  117— 121  der  2.  Auflage. 

C. 

Es  möge  nun  vorausgesetzt  werden,  daß  auf  den  durch  die 
Figur  72  (Seite  239)  angedeuteten  Träger  anßer  der  Einzel- 
last P  noch  eine  gleichmäßig  verteilte  Last  einwirke,  welche 
für  die  wagerechte  Längeneinheit  die  Belastung^  gibt*) 
(in  die  auch  das  Eigengewicht  des  Trägers  eingerechnet  werden 
kann). 

Man  ermittele,  ausgehend  von  Nr.  5,  zunächst  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Biegungslinie  in  der  Form  Nr.  9;  hierauf 
die  zugehörige  Integralgleichung  in  der  Form  Nr.  8.  Aus 
ihr  entnehme  man  wieder  (wie  in  dem  vorstehenden  Abschnitte) 
die  Senkung  b  des  Endes  B  und  den  Winkel  ß.  Auch  wende 
man  die  Ergebnisse  an  auf  die  beiden  Sonderfälle,  in  deren 
einem  P  =  0  und  in  deren  anderem  ^  =  0  ist. 

Lösung.  Auf  den  bei  Q  (Abscisse  x)  befindlichen  Quer- 
schnitt, oder  auf  das  Trägerstück  QB^  wirkt  die  Einzellast  P 
am  Hebelarme  a  —  x  und  die  gleichmäßig  verteilte  Last^  (a  —  x) 
am  Hebelarme  ^  (a  —  a:),  nämlich  im  Schwerpunkte  jenes  Stückes. 
Das  in  der  Gleichung  Nr,  5  vorkommende  Moment  der  äußeren 
Kräfte  hat  also  den  Wert 

32)  M=P(a  —  x)-{- 1  p  (a  -  x^. 

Hiermit  geht  Nr.  5,  wenn  wieder  die  Abkürzung  Nr.  12  benutzt 
wird,  über  in: 

38)  y»=jil^P(a-x)-\-^p(a-xy].**) 


*)  Das  stimmt  überein  mit  einer  gleichförmigen  Belastung  der 
Längeneinheit  des  Trägers,  wenn  man  die  Biegung  als  so 
gering  voraussetzt,  daß  die  Länge  des  gebogenen  Trägers 
gleich  der  seiner  Wagerechtprojektion  genommen  werden  darf. 

*•)  Nr.  33  lehrt,  wegen  Nr.  4,  welche  Werte  die  Krümmungs- 
halbmesser haben. 

16* 
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Diese  Differentialgleichung  der  Biegungslinie  ent- 
spricht der  Gleichung  Nr.  13.  Sie  ist,  wie  letztere,  von  der 
Form  Nr.  9  und  läßt  sich  ganz  so  behandeln,  wie  Nr.  13  be- 
handelt wurde. 

Das  gibt,  gemäfi  Nr.  10: 

34)  dy'  =  k[Pia  —  x)-^^pia-xy]dx; 

mithin,  nachdem  die  vorkommenden  Produkte  aufgelöst  worden 
sind,  durch  Integration: 

36)  y'  =  k{P{ax-^x*)  +  {-p  (a^x-ax^ -^  ^  x^)] +C,. 
oder 

36)  y>  =  k{p(a-\x)  +  \p{a'-ax  +  ^x'))x+C,. 

Dabei  ist  die  Integrationskonstante  wieder  (wie  bei  Nr.  17)  durch 
die  Bedingung  Nr.  18  bestimmt,  also  gleich  Null;  daher: 

37)  y'  =  kl^p(a-\x)+lp(a*-ax  +  ^ x*)) x.*) 
Aas  Nr.  37  und  Nr.  11  folgt  nun: 

88)  dy  =  klP(a  —  jx)  +  jp(a*  —  ax  +  ja^)\xdx. 

Das  gibt  durch  nochmalige  Integration: 

Z9)y  =  k{p{lax»-^x*)+lp{^a*x'-\ax'-\-lr,x*)\  +  C. 

Wegen  der  auch  hierbei  -vWeder  zu  erfüllenden  Bedingung  Nr.  25 
ist  die  Integrationskonstante  C«  gleich  Null.  Demgemäß  lautet 
die  Gleichung  der  Biegungslinie: 

40)  y  =  ^*{4P(3a  — ar)+i}(6a«  — 4aa;-f  a:«)}a;^ 

Letztere  gehört  also  zu  den  algebraischen  Kurven  vierten  Grades. 
Für  die  Senkung  des  freien  Endes  B  des  Trägers  gibt 

Nr.  40: 

41)  BB=b  =  y^^a  =  lk{sP-\-3ap}a\ 
*)  Man  beachte,  daß  Nr.  34  auch  in  der  Form 

behandelt  werden  kann.     Siehe  die  zu  Nr.  20  gehörige  Be- 
merkung am  Fuße  der  Seite  241. 
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Femer  hat  man  für  den  verlangten  Winkel  ß,  gemäß  Nr.  40, 
oder,  was  besser  ist,  laut  Nr.  37: 

42)  tan  /y  =  J  *  {3  P  +  ai>}  a\ 
also 

43)  /?=  arc  tan  -*-  {3  P  +  ap)  a\ 

Dabei  ist,  für  Nr.  41,  42  und  43,  zu  beachten,  daß  ap  die  ganze 
über  den  Träger  gleichmäßig  verteilte  Belastung  darstellt 

Femer  verdient  Beachtung,  daß,  wegen  der  geringen  Größe 
des  Winkels  /J,  näherungsweise 

44)  /J=Ai3P+ai>}a2 

statt  Nr.  43  genommen  werden  darf. 

In  welcher  Weise  sich  die  Ergebnisse  vereinfachen,  wenn 
die  in  der  Aufgabe  genannten  Sonderfälle  (P=0,  oderjp  =  0) 
eintreten,  ist  selbstverständlich.  (Für  ^  =  0  ergeben  sich  die 
Foraieln  des  vorstehenden  Abschnittes  B.) 

Anmerkung.  Nachstehende  Literatur,  den  Abschnitt  G 
anlangend,  sei  zur  Benutzung  empfohlen:  Autenheimer, 
Elementarbuch  der  Düferential-  und  Integralrechnung,  §  366 
auf  S.  427—429.  —  Bach,  Elasticität  und  Festigkeit,  S.  66 
u.  67.  (Bedenken  bezüglich  der  durch  die  Gleichung 
Nr.  18  ausgedrückten  Bedingung.)  —  Grashof,  Theorie 
der  Elasticität  und  Festigkeit,   S.  72  u.  73   der  2.  Auflage. 

—  Keck,  Vorträge  über  Mechanik,  Theil  H,  S.  42— 45. 
(Von  der  Einspannung  ist  hier  vorausgesetzt,  daß  sie 
nicht  eine  vollkommen  wagerechte  sei,  sondern  eine 
kleine  Neigung  nach  unten  habe.  Angefügt  wird  ein 
Zahlenbeispiel,   welches  einen  Balkonträger  betrifft.) 

—  Kohlrausch,  praktische  Physik,  S.  107  u.  108  der 
6.  Auflage.  —  v.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik,  Theil  11, 
S.  137,  138,  142  u.  145  der  11.  Auflage.  —  Schell,  Theorie 
der  Bewegung  und  der  Kräfte,  S.  128  der  2.  Auflage  des 
II.  Theiles.  —  Uhlich,  die  Festigkeitslehre,  Nr.  2  auf 
S.  57—59.  (Mit  2  Beispielen.)  —  Weisbach-Herrmann, 
Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  S.  465  u.  466  der 
5.  Auflage. 
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D. 

Es  sei  ein  prismatischer,  wagerechter  Träger  an  seinen  Enden 
so  unterstützt,  wie  die  Figur  73   es  andeutet.     Dabei  sei  er 


Fig.  73. 


*J 


gleichförmig  belastet,  und  zwar  für  die  horizontale  Längen- 
einheit mit  dem  Gewichte  p. 

Dann  gilt,  was  ausführlich  nachgewiesen  werden  möge, 
das  unter  I  bis  V  Folgende,  wenn  die  Biegung  wieder  als  so 
gering  vorausgesetzt  wird,   daß  an  Stelle  der  Bogenlängen  der 

Fig.  74. 


elastischen  Linie  APB  (Figur  74)  deren  Wagerechtprojektionen 
genommen  werden  dürfen. 

I.  Bei  A  und  B  wirken,  senkrecht  nach  oben.  Stützen- 
reaktionen,  jede  gleich  ^pa.  Demgemäß  hat,  falls  das  Achsen- 
kreuz in  der  durch  die  Figuren  73  und  74  angegebenen  Weise 
gelegt  wird,  das  Moment  M  der  äußeren  Kräfte  des  bei  P 
befindlichen  Trägerquerschnitts  den  Wert 

45)  M  =  \px  (a  —  x\ 

wobei  AP*  =^  X  ist.*)  (Es  wirken  nämlich,  links  von  P,  die 
Stützenreaktion  ypa  am  Hebelarme  x  und  die  Belastung  po;  am 
Hebelarme  y»r.) 


*)  Man   gebe  an,  für  welches  x  dieses  Moment  seinen  GröÖt- 
betrag  erreicht. 
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n.  Also  lautet  die  Differentialgleichung  der  Biegungs- 
linie: 

46)  y"  =  Yf^px(x  —  a), 

wenn  wieder  von  der  Abkürzung  Nr.  12  Gebrauch  gemacht  wird, 
ni.    Die  erste  Integration  dieser  Gleichung  Nr.  46  gibt: 

47)  y'  =  ^kp  (a^  —  6a.T«  +  4:c3), 

falls  man  die  Integrationskonstante  mittels  der  (der  Anschauung 
entnommenen)  Bedingung 

48)  y:=ia  =  o 

bestimmt. 

IV.  Durch  Integration  von  Nr.  47  wird  nun  als  (ileichung 
der  Biegungslinie  erhalten: 

49)  y  =  ü *1>  (**  —  2 ax^  +  a»)  X, 
wobei  die  neue  Integrationskonstante  der  Bedingung 

50)  yx=o  =  0 
entnommen  ist. 

Anmerkung.  Es  kann  Nr.  49  auch  erhalten  werden, 
indem  man  Nr.  48  unbenutzt  läßt,  dafür  aber,. neben  Nr.  50, 
die  Bedingung 

51)  t/,^„==0 
verwendet. 

V.  Für  die  stärkste  Durchbiegung  des  Trägers  (offen- 
bar in  seiner  Mitte  eintretend)  ergibt  sich  mit  Nr.  49: 

Anmerkung.  Folgende,  den  Abschnitt  D  betreffende, 
Literatur  sei  empfohlen:  v.  Ott,  Vorträge  über  Bau- 
mechanik, 2.  Auflage,  II.  Teil,  §  27  auf  S.  150  —  152.  — 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Autlage, 
Bd.  n,  §  11  auf  S.  127  u.  128.  —  üblich,  die  Festig- 
keitslehre, Nr.  1  auf  S.  55 — 57.  — Weisbach-Herrmann, 
Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  5.  Auflage,  S.  434 
und  435.  —  Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit,  §  106 
auf  S.  87  und  88.  —  Wittmann,  Statik  der  Hochbau- 
constructionen,  S.  89—93  der  2.  Auflage  des  11.  Teiles. 
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E. 
Man  untersuche  die  Biegungslinien  wagerechter  Träger, 
nach  Anleitung  der  vorstehenden  Abschnitte  A  bis  D,  auch  fiir 
die  im  Folgenden  unter  I  bis  III  angegebenen  FäUe  und  benutze 
hierbei  die  bei  jedem  Falle  genannte  Literatur. 

I.   Der  Träger  hat,  wie  die  Figur  75  es  andeutet,  an  seinen 
Enden  zwei  gleich  hoch  liegenJe  Stützen,  wird  aber  nicht 


Fig.  76. 


nur  durch  eine  gleichförmig  verteilte  Last  beansprucht  (wie 
in  dem  vorher  behandelten  FaUe  D),  sondern  auch  durch  eine 
Einzellast  L.  (Die  Sonderfälle,  in  welchen  eine  dieser  beiden 
Belastungsarten  verschwindet,  sind  eingeschlossen.) 

Literatur:  Autenheimer,  Eiementarbuch  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung,  §  366  auf  S.  430—433  der 
3.  Auflage.  —  Bach,  Elasticität  und  Festigkeit,  S.  67  (Nr.  2) 
bis  S.  71;  auch  §  46  auf  S.  235—240.  —  Keck,  Vorträge 
über  Mechanik,  Theil  11 ,  Abschnitt  b  auf  S.  45  —  47.  — 
V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik,  2.  Auflage,  ü.  Theil, 
§  26  auf  S.  146—149.  —  Ritter,  Lehrbuch  der  Lagenieur- 
Mechanik,  2.  Auflage,  §  7  auf  S.  23—26.  --  Schell,  Theorie 
der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Auflage,  Bd.  ü,  §  12  auf 
S.  128.  —  üblich,  die  Festigkeitslehre,  S.  37—42.  — 
Winkler,    Elasticität   und  Festigkeit,    Teil  I,    §   101    auf 

S.  84  u.  85. 

IL  Es  ist  der  Träger  (siehe 

Figur  76)  an  dem  einen  Ende 
wagerecht  eingespannt, 
an  dem  anderen,  in  derselben 
Höhe,  frei  unterstützt.  Er 
trägt  sowolil  eine  gleich- 
förmig verteilte,  als  auch 
eine  Einzellast  L.  (Ein- 
geschlossen  sind   auch   hier 


Fig.  76. 


A 


^  L 
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wieder   die   Sonderfälle,    in   welchen    eine   dieser  beiden  Be- 
lastungsarten wegfällt.) 

Literatur:  Autenheimer,  Elementarbuch  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung,  3.  Auflage,  §  867  auf  S.  438 
bis  436.  —  Keck,  Vorträge  über  Mechanik,  Theil  II,  Ab- 
schnitt d  auf  S.  49—56.  —  v.  Ott,  Vorträge  über  Bau- 
mechanik, 2.  Auflage,  11.  Theil,  S.  199  u.  200.  —  Schell, 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Auflage,  Bd.  U, 
§  14  und  §  16  auf  S.  128,  bezüglich  129.  —  Uhlich, 
Festigkeitslehre,  Nr.  4  u.  5  auf  S.  43  —  48;  femer  Nr.  3 
auf  S.  59  —  61.  —  Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit, 
1.  Theü,  §  112—115  auf  S.  94—97.  —  Wittmann,  Statik 
der  Hochbauconstructionen,  2.  Auflage,  Theil  11,  §  5  auf 
S.  121—125. 

III.  Der  Träger  (Figur  ^9-  •^• 

77)  ist  an  beiden  Enden 
wagerecht  eingespannt. 
Er  unterliegt  den  Einwir- 
kungen einer  gleichför- 
mig verteilten  und  einer 
Einzellast.  (Die  beson- 
deren Fälle,  in  w^elchen 
eine     dieser     beiden     Be-  ^i 

lastungsweisen  sich  nicht 
vorfindet,   sollen  auch  hier  wieder  eingeschlossen  sein.) 

Literatur:  Bach,  Elasticität  und  Festigkeit,  Nr.  3  auf 
S.  72 — 74.  —  V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik,  2.  Auf- 
lage, Theil  II,  §  33—35  auf  S.  184—194.  —  Ritter,  Lehr- 
buch der  Ingenieur-Mechanik,  2.  Auflage,  §  8  auf  S.  26 — 31. 
—  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Auf- 
lage, Bd.  II,  §  15  auf  S.  129.  —  Uhlich,  die  Festigkeits- 
lehre, Nr.  6  auf  S.  48—50;  auch  Nr.  4  auf  S.  61  u.  62.  — 
Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit,  1.  Theil,  §  118—120 
auf  S.  98—101;  ferner  §  122—124  auf  S.  101—103.  — 
Wittmann,  Statik  der  Hochbauconstructionen,  2.  Auflage, 
Theil  II,  S.  108  u.  109. 
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Fig.  78. 


F. 

I.  Ein  senkrechter,  prismatischer  Stab  AB  (eine 
Stütze,  eine  Säule)  ist,  wie  es  die  Figur  78  darstellt,  unten 
vertikal  festgehalten  (z.  B.  eingemauert  oder  eingeklemmt), 

am  oberen,  freien,  seitlich  ausweich- 
baren Ende  durch  die  Kraft  P  in  der 
Richtung  seiner  Achse  gedrückt 
(belastet).  Letztere  biegt  sich  dann, 
bei  hinreichender  Länge,  nach  einer 
Kurve,  welche  in  der  Figur  79  durch 
AQB  angedeutet  ist. 

Man  soll,  von  Nr.  5  ausgehend,  die 
Differentialgleichung  dieser  Biegungs- 
linie ermitteln,  sie  dann  integrieren  und 
dadurch  y,  nämlich  ^"Q,  herleiten,  aus- 
gedrückt durch  x  =  BQ**,  a  =  A^Ä 
und  h  =  BA\ 

Lösung.  Auf  den  bei  Q  befind- 
lichen Querschnitt  wirkt  äußerlich  nur 
die  Kraft  P  und  zwar  am  Hebelarme 
a  —  y.  Das  Kraftmoment  der  Gleichung 
Nr.  5  hat  also  den  Wert 
53)  M=P(a^y), 

Demgemäß  lautet  die  Differentialgleichung  der  Bie- 
gungslinie: 

oder 

55)  y''=**(a-v), 

wenn,  zur  Abkürzung, 


w. 


56) 


WE 


=  h^ 


gesetzt  wird. 

Sie  ist  von  der  allgemeiaen  Form 

57)  y"='pQj). 

Bei  der  Integration  derselben  hat  man  also  zunächst  von  der 
Gleichung 
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Gebrauch  zu  machen;  dann  von  Nr.  11.    (Vergleiche  Nr.  53—58 
mit  Nr.  6—13.) 

Aus  Nr.  55  und  58  folgt: 

59)  y'dy*=k*(a-y)dy; 

mithin,  wenn  man  mit  dy  ausmultipliziert  und  dann  integriert: 

60)  |y'.  =  *2(ay_-ly«)  +  Ci.*) 

Dabei  ist  die  Integrationskonstante  Ci  bestimmt   durch  die  für 
die  Einspannungsst^lle  B  (Figur  79)  geltende  Bedingung: 

61)  y'y  =  o  =  0. 
Letztere  gibt,  eingeführt  in  Nr.  60: 

62)  Ci  =  0. 
Hiermit  geht  Nr.  60  über  in 

63)  y*'  =  ^kHay-^y^); 
also  ist 

64)  y'  =  ±k\/~2ay  —  y^. 

Durch  Benutzung   von  Nr.  11    und   durch  Trennung   der  Ver- 
änderlichen folgt  hieraus: 

dy 


j/2ay  — y2 

Man  hat  also: 

dy 


^^±kdx. 


65)  [-j^   ^  =±kx  +  C,. 


Das  kann  umgeformt  werden  in 


66) 


f-.-^=Jl=  ~-:^  ±  ix  +  C,. 
J   ^a^^(a-yy  ^ 


Setzt  man  nun 

67)  a  —  y  =  v, 
so  ist 

68)  dy=--  dv, 
und  es  geht  Nr.  66  über  in: 

dv 


69) 


J  ^a^  —  v^  ^ 


*)  Siehe  das  unter  11,  «,  Folgende. 
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Demgemäß  hat  man: 

70)  — aresin  —  =  ±Äa;  +  (72; 
also,  laut  Nr.  67: 

71)  —  arc  sin —  =  ±kx4-  Co. 

Die  Integrationskonstante  C^  ist  hierbei  durch  die  der  Einspan- 
nungssteUe  B  entsprechende  Bedingung 

72)  »,  =  o  =  Ö 

bestimmt.     Diese  gibt,  wenn  sie  in  Nr.  71  eingeführt  wird: 

73)  -y  =  C.. 

Mithin  geht  Nr.  71  über  in: 

74)  — arc  sin —  =  ±  kx. 

2  a 

Das  ist  so  viel  wie: 

75)  arc  cos —  =  ±  kx. 

a 

Aus  Nr.  75  aber  folgt: 

^  =  cosÄrr, 

a 

also 

76)  y  =  a  (1  —  cos  icc); 
oder,  umgeformt: 

77)  9  =  2asin2-^. 
Daher  hat  man,  gemäß  Nr.  56: 

78)  y  =  all  —  cos  y-^^  xj; 
oder 


r  =  2asm7--^ 


79)  t/  =  2asm7^-^-| 


Da,  nach  dem  Wortlaute  der  Aufgabe,  verlangt  ist,  daß  y 
durch  x^  a  und  h  ausgedrückt  sein  soU,  so  muß  in  Nr.  76  und 

77  noch  k,  oder  in  Nr.  78  und  79  die  y-p==,  entfernt  und  dafür 
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h  eingeführt  werden.    Das  geht  mittels  der  für  das  obere  Ende 

des  Stabes  geltenden  Bedingung 

80) 

y.=H  =  <^- 

Sie  gibt,  laut  Nr. 

76: 

81) 

a=:a(l  —  cosÄA), 

Tnithin 

82) 

cos  kh  =  0. 

Also  hat  man: 

88) 

*Ä=Y,  3^.  ö-g"' ' 

oder 

84) 

M  =  (2»+l)2, 

wobei 
85) 

n  =  0,  1,  2,  3, 

ist. 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Biegungslinie  lautet  mithin, 
gemäß  Nr.  76  und  84: 

(2n4-  l)7ra;\ 


86)  y  =  a{\ 


cos 


2Ä       r 

dabei  n  gemeint  im  Sinne  von  Nr.  85,  also  zum  Beispiel 

87)  2/  =  ^0  — ^^^ff^)' 
fiir 

88)  n  =  0. 

n.    a)  Wird  Nr.  59  in  der  Form 

88)  y'dty  =  -^k^(a  -  tj)d(a^y) 
benutzt,  so  gibt  die  Integration,  statt  Nr.  60: 

89)  ;y'*  =  -|**(a-y)»+i-Bi' 

wobei  \Bi  die  dann  vorliegende  Integrationskonstante  bedeutet. 
Man  zeige,    daß  die  Weiterbehandlung  von  Nr.  89  wieder 
auf  Nr.  64  führt. 

ß)  Wenn  in  Nr.  55 

90)  a  —  y  =  —  w 
gesetzt  wird,  so  ist 

91)  y  =  a  +  u 
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•und 

Es  geht  also  dann  Nr.  55  über  in: 

Dieser  Differentialgleichung  entspricht  bekanntlich 

94)  u  =  A  cos  hx-^-  B  sin  Ao:, 
also 

95)  1/  =  a  +  A  cos  iic  +  -B  sin  hx. 

Darf  dies  als  bekannt  Torausgesetzt  werden,  so  handelt  es  sich 
nur  noch  xun  die  Berechnung  der  Integrationskonstanten 
^  und  Ä 

Benutzt  man  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Bedingung 
Nr.  72,  so  gibt  Nr.  95: 

96)  Ä  =  —  a. 

Entnimmt  man  nun,  durch  Differentiation,  aus  Nr.  95 : 

97)  y*  =  —  -44  sin  kx  +  JBk  cos  kx 

und  benutzt  die  dem  •  unteren  Ende  des  Stabes  entsprechende 
Bedingung 

so  folgt 

99)  5=0. 

Mit  Nr.  96  und  99  geht  Nr.  95  über  in  Nr.  76.  Aus  der  letzt- 
genannten Gleichung  ergibt  sich  dann  wieder  Nr.  86  mittels  der 
Bedingung  Nr.  80. 

y)  Man  zeige,  daß  Nr.  86  aus  Nr.  95  auch  dann  folgt,  wenn 
die  Bedingungen,  welche  zur  Bestimmung  von  J.,  B  und  k  be- 
nutzt werden  können,  in  der  Reihenfolge  72,  80,  98  zur  An- 
wendung gelangen. 

in.  Die  im  Nachstehenden  genannte,  den  Abschnitt  F  be- 
treffende Literatur  sei  der  Beachtung  sehr  empfohlen: 

Gottgetreu,  Lehrbuch  der  Hochbau-Konstruktionen,  11. Teil, 

S.  101—104. 
Keck,  Vorträge  über  Elasticitätslehre,  S.  129—146.    (Cen- 
trische  und  excentrische  Druckbelastung.     Formen  der 
Biegungslinie.    Knickformeln  von  Euler,  Schwarz  und 
Rankine.) 
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Navier,  Mechanik  der  Baukunst,  2.  Auflage  der  Über- 
setzung Ton  Westphal  und  Foeppl,  §  389 — 392  auf 
S.  224  u.  225.  (Mit  Figuren  für  die  Formen  der  Bie- 
gungslinien.) 

Saalschütz,  der  belastete  Stab  u.  s.  w.,  S.  XIX— XXXI 
und  1—34. 

Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik, 5.  Auflage,  S.  589—594. 

Winkler,  Elasticität  und  Festigkeit,  Theil  I,  §  171  auf  S.  160. 


G. 

Man  untersuche  nun  die  Biegungslinien  vertikal  belasteter, 
senkrechter  Stäbe   (Stützen,   Säulen)    nach  Anleitung   des   vor- 
stehenden Abschnittes  F  (oder  auf  ihn  zurück- 
führend)  bezüglich    der   im   Folgenden    unter 
I  bis  rV  genannten  Fälle  und  benutze  hierbei 
die  bei  jedem.  Falle  angegebene  Literatur. 

I.  Der  ursprünglich  senkrechte  Stab  ist, 
wie  die  Figur  80  es  andeutet,  unten,  vertikal 
eingespannt,  oben  durch  eine  Kraft  P, 
welche  parallel  zu  seiner  Achse,  aber 
anfierhalb  derselben, .  wirkt,  belastet.  Die 
Kraftrichtung  und  die  Achsenrichtung  haben 
den  Abstand  a.  (Vergleiche  den  Abschnitt  F, 
wo  a  =  0  vorausgesetzt  ist.) 

Literatur:  Bach,  Elasticität  und 
Festigkeit,  S.  104  —  106,  226  —  235.  — 
Grashof,  Elasticitätslehre,  S.  162—164. 

—  Navier,  Mechanik  der  Baukunst, 
deutsch  von  Westphal  und  Foeppl, 
§  406    auf  S.  234  u.   235.    —    v.  Ott, 

Vorträge  über  Baumechanik,  Theil  11,  S.  360—363.  — 
Uhlich,  die  Festigkeitslehre,  S.  120-^124.  —  Winkler, 
Elasticität  und  Festigkeit,  Theil  I,  §  177  auf  S.  166  u.  167. 

—  Wittmann,  Statik  der  Hochbauconstructionen,  Teil  U, 
S.  73 — 75  der  2.  Auflage.  —  Zimmermann,  Sicherheits- 
grad der  Bauconstructionen,  S.  5—23.  (Bedenken  bezüglich 
der  Euler'schen  Knicktheorie.) 
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Fig.  81. 


U.   Beide  Enden  des  vertikal  belasteten,  senkrechten  Stabes 
sind,  wie  die  Figur  81  es  andeutet,  nicht  festgehalten,  aber  sie 
sind   gezwungen,   in   der  ursprünglichen  Verti- 
kalen zu  bleiben;  dabei  abgerundet,  oder  um 
Bolzen  drehbar. 

Literatur:    Autenheimer,   Elementar- 
buch der  Differential-  und  Integralrechnung, 
§  368   auf  S.  436—439  der  3.  Auflage.  — 
Bach,  Elasticität  und  Festigkeit,  S.  107.  — 
Navier,  Mechanik  der  Baukunst,  dentsch 
von  Westphal  und  Foeppl,  §  383—388 
auf  S.  221—224.  —  Ritter,  Lehrbuch  der 
Ingenieur-Mechanik,  §  55  auf  S.  170—173 
der  2.  Auflage.  —  Weisbach-Herrmann, 
Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  5.  Auf- 
lage, S.  594  u.  595.  —  Winkler,  Elasticität 
und  Festigkeit,  Theil  I,  §  172  auf  S.  161  u. 
162-   —  Wittmann,   Statik  der  Hochbau- 
constructionen,   Teil  H,   S.  64  der  2.  Auf- 
lage. 
Das  untere  Ende  des  vertikal  belasteten,   senkrechten 
Stabes  (Figur  82)  ist  vertikal  fest- 
gehalten (eingespannt);  das  obere 
ist  frei,  aber  gezwungen,  in  der  Senk- 
rechten des  unteren  Endes  zu  bleiben. 
Literatur:  Handbuch  der 
Architektur,    Theil  I,    Bd.  1 
(v,  J.  1883),    Nr.  4  auf  S.  300 
u.  301.  —  Navier,  Mechanik 
der  Baukunst,  deutsch  von  West- 
phal und  Foeppl,    §  393   auf 
S.  225  u.  226.  —  Weisbach- 
Herrmann,  Lehrbuch  der  theo- 
retischen Mechanik,  5.  Auflage, 
S.  596—598.    —  Wittmann, 
Statik  der  Hochbauconstructio- 
nen,  Teil  H,  S.  65   u.  66  der 
2.  Auflage. 


m. 


Fig.  82. 


Fig.  88. 


^i^l 


P\ 


B\ 


IV.  Beide  Enden  des  senkrecht  belasteten,  vertikalen  Stabes 
sind,  wie  die  Figur  83  es  darstellt,  senkrecht   festgehalten 
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(eingespannt);   es  ist  also  die  Biegungslinie  genötigt,  sich  oben 
und  unten  der  Vertikalen  berührend  anzuschließen. 

Literatur:  Bach,  Elasticität  und  Festigkeit,  S.  107  u. 
108.  —  Handbuch  der  Architektur,  Theil  I,  Bd.  1 
(v.  J.  1883),  Nr.  3  auf  S.  299—300.  —  Weisbach-Herr- 
mann, Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  S.  595  u.  596. 


§  33.  Anregiuigen  und  Anmerkungen,  welche  banwissensohaftllelie 
Anwendungen  der  Dlfferentialgleiohnngen  zweiter  Ordnung 

betreffen. 

Die  Benutzung  der  unter  I— IX  folgeoden  Andeutungen 
und  Literaturangaben  sei  empfohlen.  Sie  möge  Beispiele 
liefern,  die  Leser  aber  auch  zu  eigenen  Untersuchungen 
anregen.*) 

Seilkurven,  Kettenlinien,  Drucklinien,  Sttitzlinien 
und  Belastungslinien. 

Neben  dem  Inhalte  der  vorstehenden  §§  29,  30  und  31  be- 
nutze man,  bezüglich  des  in  der  Überschrift  Genannten,  die 
nachstehende  Literatur: 

Antenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung, §  361  u.  362  auf  S.  416—424  der  3.  Auf- 
lage. (Die  Form  eines  von  oben  oder  von  unten  durch 
lockere  Massen,  z.  B.  Sand  oder  Wasser,  belasteten 
Tuches.) 

Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Band  II, 
§  56  auf  S.  397—401.  (Allgemeines  über  Stützlinien 
und  Drucklinien  bezüglich  der  Theorie  der  Gewölbe  und 
der  durchlaufenden  Träger.) 

Keck,  Vorträge  über  Elasticitäts-Lehre,  S.  313—315.  (Sehr 
einfache  Herleitung  der  —  für  die  Theorie  der  Gewölbe 
dann  zur  Benutzung  kommenden  —  Grundgleichungen 
der  Kettenlinien  und  Drucklinien  für  senkrechte  Be- 
lastung, nämlich  der  Gleichungen 

IN  ^^y  —  ^ 

*)  MaJDLche   der  zitierten  Arbeiten   machen  von   Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung  Gebrauch. 
Fuhrmann,  Anwendungen  d.  Inflnitesimalrechnung.    T.  IV.  17 
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und 

2)  ?  =  -7-' 

in  welchen  ;r  und  y  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des 
allgemeinen  Punktes  der  Kettenlinie,  s:  seine  Belastung<- 
höhe,  H  die  wagerechte  Scheitelspannkraft,  q  der  Krüm- 
mungshalbmesser, 0  der  Winkel,  den  die  Spannung- 
richtung mit  der  X-Achse  bildet,  sodaß 

3)  taaö  =  -^^-  =  /^ 
^  dx  H 

ist.  Man  sehe:  Fuhrmann,  bau  wissenschaftliche  An- 
wendungen der  Diöerentialrechnung,  S.  90,  insbesonder»* 
die  dortige  Figur  45.)  —  Femer:  S.  323—330  u.  34s 
bis  353.  (Hagensche  Drucklinie  für  wagerechte  B**- 
lastungslinie,  Ketten-  und  Drucklinien  für  unsymmetrisch e- 
Belastung.    Erdbelastungs-Drucklinien.) 

V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik,  Theil  I,  §  36  auf 
S.  93—103  der  2.  Auflage.  (Ableitung  der  Stützlinien 
für  Gewölbe  mit  vorgeschriebenem  Belastungsgesetze.) 
—  Ferner:  §  46  auf  S.  124 — 131.  (Gewölbetheorie  mii 
Rücksicht  auf  Seitendruck  lockerer  Bogenbelastung.) 

Ritter,  Lehrbuch  der  Ingenieur-Mechanik,  §  118 — 125  auf 
S.  328—347  der  2.  Auflage.  (Stützlinien  im  allgemeinen 
und  für  besondere  Fälle  der  Belastung.  Evoluten  jener 
Kurven.)  —  Ferner:  §  135—137  auf  S.  369—377.  (Erd- 
druck- und  Wasserdruck- Stützlinien,) 

Weisbach-Herrmann,  Ingenieur-  und  Maschinen-Mecha- 
nik, Theil  II,  Abtheilung  1  (Statik  der  Bauwerke),  §  23 
u.  24  auf  S.  139—162  der  5.  Auflage.  (Stützlinien  und 
deren  Evoluten  für  horizontal  begrenzte  Belastung.  Des- 
gleichen für  Erddruck.) 

II. 

Die  Bieguugslinie  oder  elastische  Linie  als  Seilkurve 

oder  Kettenlinie. 

Aus  der  Ai%  in  welcher  die  Diiferentialgleichung  der  Bie- 
gungslinie (Nr.  5  des  §  32)  mit  der  einer,  zu  vorgeschriebener 
Belastung  gehörenden,  Seilkurve  (Nr.  1  des  vorstehenden  Ab- 
schnittes I)  übereinstimmt,  ergibt  sich,  daß  zwischen  diesen  beiden 
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Linien  eine  sehr  nahe  Beziehung  besteht.  Man  sehe  hierüber 
die  grundlegende,  im  Literaturverzeichnis  genannte  Abhandlung 
von  0.  Mohr:  „Beitrag  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Con- 
structionen"  vom  Jahre  1868.     Femer  sehe  man: 

Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Bd.  11,  §  19 

auf  S.  105—115. 
Jaray,  K.,  die  elastische  Linie  als  Seilkurve.    (Technische 

Blätter,  1902,  S.  95—119.) 
Ritter,  Lehrbuch  der  Ingenieur-Mechanik,  §  134  auf  S.  365 

bis  369  der  2.  Auflage. 
Stark,  F.,  die  Construction  der  elastischen  Linie  bei  Trägern 

mit  ungleichem   Querschnitte.     (Technische  Blätter, 

1898,  S.  7—13.) 
Weisbach -Herr  mann,  Lagenieur-  und  Maschinen-Mecha- 
nik, TheU  n,  AbtheUung  1  (Statik  der  Bauwerke),  §  40 

auf  S.  296—302  der  5.  Auflage. 
Winkler,   Vorträge    über  Brükenbau,  Heft  I,    §  132   auf 

S.  282  u.  283  der  3.  Auflage. 


m. 

Elastizität  und  Festigkeit; 
insbesondere:   Biegung  und  Knickung.*) 

Man  beachte  folgende  Literatur,  welche  von  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  Gebrauch  macht: 

Alibrandi,  P.,  suUa  resistenza  delle  piastre  rettangolari. 

(Annali    della    societä    degli    ingegneri    e    degli 

architetti  Italiani,  1902,  95—121.) 
Barkhausen,    G.,    Biegungsspannungen    in    Blechen    und 

Bändern (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.   Ingen., 

1892,  S.  553—558.) 
Collignon,  Ed.,    note    sur    la  flexion  des  pifeces  droites 

comprim^es.     (Ann.  d.  ponts   et  chauss.,    1889,    I, 

98—124.) 
Daujon,  memoire  sur  le  calcul  des  poutres  droites  ä  tra- 

v6es  solidaires.     (Ebenda,  1894,  I,  759-835.) 


•)  Siehe:   §  15,  VI;  §  21,  IV;  §  27,  H. 

17* 
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Durand,  S.  B.,  Stresses  in  steel  foundations.  (The  engi- 
neering  record,  Bd.  39,  S.  333—334,  354—355.) 

Engesser,  F.,  zusammengesetzte  Druck-  und  Biegungs- 
festigkeit schmiedeisemer  Stäbe.  (Zeit sehr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ingen.,  1890,  S.  731—736.) 

,  Knickfestigkeit  gerader  Stäbe.    (Centralbl.  d.  Bau- 

verw.,  1891,  S.  483—486.) 

Flamant,  A.,  de  Finfluence  sur  la  flexion  des  poutres  de 
la  Position  superficielle  de  la  Charge.  (Ann.  d.  ponts 
et  chauss.,  1893,  11,  228—260.) 

,  sur  la  flexion  des  plaques  rectangulaires.    (Ebenda, 

1896,  II,  509—522.) 

Föppl,  Festigkeitsverhältnisse  einer  häufig  angewendeten 
Bolzenverbindung.  (Schweizerische  Bauzeitung, 
1891,  I,  S.  43—44.) 

Francke,  A.,  Zerknickungsfestigkeit.  (Zeitschr.  d.  Arch.- 
u.  Ingen. -Ver.  zu  Hannover,  1895,  S.  622—685.) 

,    die    elastische    Linie   des  Balkens.     (Zeitschr.  f. 

Bauwesen,  1895,  S.  439—452.) 

,  der  krumme  Balken.    (Ebenda,  1899,  S.  309— 332.) 

-,    zu    dem   Aufsatze    des    Herrn  Hacker   in   Berlin: 


„Einiges  über  Knickspannungen'*.    (Zeitschr.  f.  Archi- 
tektur u.  Ingenieurwesen,  1900,  S.  239—247.) 

,    über    Stabbiegung.      (Centralbl.    d.    Bauverw., 

1900,  S.  485-488.) 

,    Tragkraft   der    Säulen   bei   veränderlichem    Quer- 


schnitt.    (Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  1901, 
S.  419-434.) 

Knickkraft    des   Paraboloids.      (Schw^eizerische 


Bauzeitung,  1902,  S.  106—107.) 
5  Genauigkeit  der  Biegungsgleichung  EJ^^^ 


^^=±Jlf. 


(Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1902,  S.  307—311.) 

Girard,  G.  L.,  etude  sur  la  stabilitö  des  pibces  chargees 
debout.  (Revue  universelle  des  mines,  1902,  Bd.  57, 
S.  249—305.) 
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Hacker,  H.,   einiges  über  KnickspannuDgen.     (Zeitschr. 

f.  Architektur  u.  Ingenieurwesen,  1899,  Heftausgabe, 

S.  489-506.) 
Hager,  K.,  Spannungsvertheilung  in  elastischem  Material. 

(Deutsche  Bauzeitung,  1900,  S.  130—131.) 
Hellender,    neue    Theorie    der    excentrischen   Belastung. 

(Dissertation,  Köln,  1900.  —  Sie  bespricht  die  Formeln 

von  Euler,   Kavier,    Schwarz,   Rankine  und  Tet- 

majer,  wie  auch  die  Knickversuche  des  Letztgenannten 

und    die   von   Bauschinger;    schließlich   gibt  sie   eine 

neue  Theorie.) 
Jasinski,  F.,   recherches  sur  la  flexion  des  pi^ces  com- 

prim^es.     (Ann.  d.  ponts  et  chauss.,   1894,  H,  233 

bis  364,  654—657.) 
Keelhoff,  F.,  exp6riences  sur  le  travail  des  pi^ces  droites 

soumises  k  une  traction  excentrique.    (Le  gönie  civil, 

1894/95,  Bd.  26,  S,  220-221.) 
Kriemler,  zu  den  Kübler'schen  Entwicklungen  über  „Die 

richtige  Knickformel **.    (Deutsche  Bauzeitung,  1900, 

S.  610—611.) 
,  C.  J.,  labile  und  stabile  Gleichgewichtsfiguren  voll- 
kommen elastischer,  auf  Biegung  beanspruchter  Stäbe 

(Habilitationsschrift,  Karlsruhe,   1902.) 
Krohn,    nouvelle  formule  pour  les  piöces  soumises  k  la 

compression.     (Nouv.  ann.   de  la  construct,    1887, 

11—15.) 
Kubier,  J.,  die  richtige  Knickformel.     (Deutsche  Bau- 
zeitung, 1900,    S.  58—60,  368—370.  —  Zeitschr.  d. 

Ver.  deutsch.  Ingen.,  1901,  S.  565—567.) 
-,  noch  einmal  die  richtige  Knickformel.     (Zeitschr. 

f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  47,  1902,  S.  367—374.) 
Lebert,  E.,    6tude    de   la  deformation  ^lastique  dans  les 

piöces    comprimöes   horizontales.      (Ann.   d.  ponts  et 

chauss.,  1902,  I,  89—134.) 
L6vy,  M.,  sur  Tepaisseur  et  la  forme  ä  donner  aux  toles 

embouties.   (Le  gönie  civil,  1900,  Bd.  36,  S.  134—139.) 
Mantel,  G.,  Knickfragen.  (Schweizerische  Bauzeitung, 

1895,  I,  S.  15—16,  24-26.) 
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MesDager,  A.,  contribution  h  Tetade  de  la  deformation 
elastique  des  solides.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss., 
1901,  IV,  129—190.) 

,  sor  le  calcul  des  pifeces  rectangulaires  fl^chies  au 

moyen  de  la  thiorie  de  Telasticiti.  (Ebenda,  1901,  ü, 
161—171.) 

Schneider,  A.,  zur  Theorie  der  Knickfestigkeit.  (Zeitschr. 
d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1901,  S.  633— 638, 
649—653.) 

Schule,  W.,  die  Biegungslehre  gerader  Stäbe  mit  ver- 
änderlichem Dehnungskoeffizienten.  (Dingler' s  Poly- 
techn.  Journ.,  1902,  S.  149—164.) 

Sommerfeld,  A.,  zum  dynamischen  Ausbau  der  Festig- 
keitslehre. (Physikal.  Zeitschr.,  1901/02,  S.  266—271. 
286—291.  —  Siehe  auch:  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ingen.,  1902,  S.  391—394.) 

Westphal,  M.,  Berechnung  der  Festigkeit  loser  und  fester 
Flansche.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1897, 
S.  1036—1042.) 

Weyrauch,  J.,  Aufgaben  zur  Theorie  elastischer  Körper. 
1885. 

Zschetzsche,  A.,  zur  Erkenntnis  der  Knickfestigkeit. 
(Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.,  1895,  S.  1368 
bis  1373.) 

lY. 

Körper  von  gleichem  Widerstände  gegen  Biegung; 
(Träger  mit   überall  gleicher  Sicherheit  in  Bezug  auf 
Biegungsfestigkeit.) 
Siehe: 

Bach,  Elasticität  und  Festigkeit,  §  19  auf  S.  74—78. 
Grashof,  Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit,  S.  116— 121 
der  2.  Auflage.  (Die  in  Betracht  kommenden  Differential- 
gleichungen sind  von  der  Form 

4)  ^' 

5) 


dx^ 

a]/x 

cPz 

~'~' 

1 
ax 
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und 

Keck,  Vorträge  über  Mechanik,  Theil  II,  Abschnitt  c  auf 
S.  47—49. 

V.  Ott,  Vorträge  über  Baumechanik,  Theil  IE,  S.  140 — 144 
der  2.  Auflage. 

Uhlich,  die  Festigkeitslehre,  S.  89—98. 

Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik, §  257—259  auf  S.  536  —  544  der  5.  Auflage. 

V. 

Längsschwingungen,  Querschwingungen 

und  Torsionsschwingungen  elastischer  Stäbe. 

Zerreißung  eiserner  Brücken. 

Man  sehe: 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung, §  377— 379  auf  S. 460— 464  der  S.Auflage. 

Dienger,  Differential-  und  Integralrechnung,  Bd.  11,  Nr.  2 
auf  S.  64—66  der  2.  Auflage. 

Fuhrmann,  naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Inte- 
gralrechnung, §  53. 

Kraft,  Sammlung  von  Problemen  der  analytischen  Mecha- 
nik, Bd.  n,  Nr.  1—3  auf  S.  547-554. 

Weisbach-Herrmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mecha- 
nik, §  3—6  des  „Anhanges"  auf  S.  1195—1201. 

Zimmermann,  H.,  die  Schwingungen  eines  Trägers  mit 
bewegter  Last.     (Berlin,  1896.) 

VI. 
Holz-,  Metall-  und  Steinkonstruktionen; 
insbesondere:    Bögen,  Brücken,  Decken,  Fachwerke,  Funda- 
mente, Gewölbe,  Gitterwerke,  Pfeiler,  Träger,  Widerlager.*) 

Siehe: 

Auric,  note  sur  la  determination  de  la  pouss^e  dans  les 
voQtes  en  ma^onnerie.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss., 
1901,  n,  246—267.) 


*)  Siehe  §  15,  VII;  §  21,  V;  §  27,  lü. 
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Belliard,  AI.,  6tade  comparative  au  point  de  vue  de  la 
r^sistance  d'un  arc  de  parabole  et  d'un  arc  de  chai- 
nette (Ebenda,  1895,  H,  415—449.) 

Brik,  E.,  Bruchversuche  mit  Massivdecken  nach  System 
^Hennebique^.  (Allgemeine  Bauzeitung,  1901,  S.  19 
bis  33.) 

Ciappi,  A.,  solle  condizioni  di  stabilitä  e  resistenza  della 
scala  Romana.  (Annali  della  societk  degli  in- 
gegneri  e  degli  architetti  Italiani,  1899,  parte  11, 
1-29.) 

Considöre,  memoire  sur  Temploi  du  fer  et  de  Tacier  dans 
les  constructions.  (Ann.  d,  ponts  et  chauss.,  1886, 
Bd.  11,  S.  5—149.) 

Dupuy,  pont  de  Cosne;  comparaison  entre  le  travail  cal- 
cul6  et  le  travail  observ^.    (Ebenda,  1895,  II,  461 — 527.) 

Ende,  M.  a.,  on  the  lateral  stability  of  bridge  girder  flanges. 
(The  Engineer,  1891,  Bd.  71,  S.  419—420.) 

Engesser,  F.,  die  Tragfähigkeit  von  Eisenbauten  bei  hohen 
Wärmegraden.  (Deutsche  Bauzeitung,  1889,  S.  486 
bis  488,  496—497.) 

,  die  Knickfestigkeit  offener  Brücken.    (Zeit sehr.  d. 

Ver.  deutsch.  Ingen.,  1895,  S.  1021—1025.) 

Findlay,  C.  F.,  notes  on  the  strength  of  framed  structures 
as  affected  by  elasticity.  (The  Engineer,  1894,  Bd.  78, 
S.  161—162.) 

Föppl,  A.,  die  Windverstrebungen  einfacher  eiserner  Balken- 
brücken.   (Der  Civilingenieur,  1889,  S.  87—96.) 

Forchheimer,  die  Berechnung  ebener  und  gekrümmter 
Behälterböden;  1894.  (Sonderabdruck  aus  dem  Jahr- 
gang 1894  der  Zeitschr.  f.  Bauwesen.) 

Francke,  A.,  Träger  auf  elastischer  Unterlage.  (Zeitschr. 
f.  Architektur  u.  Ingenieurwesen,  1896,  Heftaus- 
gabe, S.  287—338.) 

-  — ,  der  steife  Seilträger.  (Zeitschr.  f.  Bauwesen, 
1896,  S.  567— 592.) 

,  Berechnung  der  Durchbiegung  und  der  Nebenspan- 
nungen der  Fachwerkträger.  (Ebenda,  1898,8.111—182.) 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  265 

Francke,  A.,  der  Spitzbogenträger  mit  frei  drehbaren 
Kämpfergelenken.  (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u. 
Arch.-Ver.,  1900,  S.  773—777.) 

,  über  Fundamente.   (Schweizerische  Bauzeitung, 

1900,  S.  145—146.) 

,  über  Grundbögen.     (Ebenda,  1900,  S.  71  —  73.) 

,  kontinuierliche  Spitzbogenträger.    (Zeitschr.  f.  Ar- 
chitektur  u.   Ingenieurwesen,    1900,    Heftausgabe, 
S.  417—426.) 
,  Formeln  für  den  elastisch  gelagerten  Träger.  (Ebenda, 

1901,  S.  14—23.) 

,  kreisförmige  Unterlagen.    (Ebenda,  1902,  S.  66—74.) 

,  der  Spitzbogenträger  mit  elastisch  gebundenen,  dreh- 
baren Widerlagern.     (Zeitschr.   f.   Mathematik  und 
Physik,  1902,  Bd.  47,  S.  23—28.) 
,  Bogen  mit  elastisch  gebundenen  Widerlagern.  (Ebenda, 

1902,  Bd.  47,  S.  15—22.) 
-,  der  Spitzbogenträger  mit  Scheitelgelenk  und  sprung- 


weise veränderlichem  Trägheitsmoment.    (Ebenda,  1902, 
Bd.  48,  S.  201—208.) 

Glauser,  J.,  dynamische  Wirkungen  bewegter  Einzel- 
lasten auf  freie  Balkenbrücken  ....  (Ann.  f.  Gewerbe 
u.  Bauwesen,  1894,  I,  S.  56—58,  79—80.) 

Godard,  recherches  sur  le  calcul  de  la risistance  des  tabliers 
des  ponts  suspendus.  (Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1894, 
II,  105—189.) 

Hacker,  H.,  über  Standfestigkeit  von  Gebäuden  und  über 
Eisenfachwerk.  (Zeitschr.  f.  Architektur  u.  In- 
genieurwesen, 1899,  Heflausgabe,  S.  51 — 70.) 

He  ad,  B.  W.,  the  problem  of  struts  with  lateral  loads. 
(The  Engineer,  1899,  S.  287-^288.) 

Henneberg,  L.,  Entwickelung  und  Hauptaufgaben  der 
Theorie  der  einfachen  Fachwerke.  (Jahresbericht 
der  deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  Bd.  3, 
1892—93,  S.  567—599.) 

Keelhoff,  F.,  the  strength  of  cylindrical  shells.  (Engi- 
neering, 1896,  Bd.  61,  101—102,  551.) 
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Kopeke,  die  Messung  von  Bewegungen  an  Bauwerken 
mittels  der  Libelle.  (Der  Civilingenieur,  1877,  S.  379 
bis  392.) 

Kriemler,  J.,  Knickungs-Widerstand  der  Wandstäbe  eines 

Gitterträgers (Schweizerische  Baazeitung. 

1898,  I,  S.  62-64.) 

Land,  R.,  Gleichung  der  Bahn  einer  über  einen  elastischen 
Träger  rollenden  Last.  (CentralbL  d.  Bauverw.,  1899. 
S.  313—314.) 

Lebert,  E.,    ^tude    des  mouvements  vibratoires  dans  les 

ponts (Ann.  d.  ponts   et  chauss.,    1899,  HI, 

215—293.) 
,  6tude  de  courbes  pouvant  servir  au  trac^  de  Taxe 

neutre    des    arcs    de  grandes  port^es.     (Ebenda,   1900, 

IV,  74—110.) 

Legay,  memoire  sur  le  trace  et  le  calcul  des  voütes  en 
ma^onnerie.     (Ebenda,  1900,  IV,  141—233.) 

Mayer,  R.  F.,  zur  Berechnung  der  Durchbiegung  frei  auf- 
liegender Brückenträger.  (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.- 
u.  Arch.-Ver.,  1894,  S.  135—136.) 

Melan,  J.,  dynamische  Wirkung  bewegter  Lasten  auf 
Brücken.     (Ebenda,  1893,  S.  293—300.) 

Mesnager,    6tude    d'une    disposition    d'assemblage 

(Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1896,  II,  750—783.) 

Morsch,  zur  Berechnung  der  Knickfestigkeit  gegliederter 
Steinpfeiler.  (Deutsche  Bauzeitung,  1899,  S.  590 
bis  592.) 

Mohr,  0.,  Beitrag  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Con- 
structionen.  (Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ingen. -Ver.  zu 
Hannover,  1868,  S.  19—51.) 

Müller-Breslau,  H.  F.  B.,  Theorie  des  durch  einen  Balken 
verstärkten  steifen  Bogens.  (Der  Civilingenieur,  1883, 
S.  13—70.) 

Ramisch,  Gleichungen  der  elastischen  Linien  eines  auf 
zwei  Stützen  ruhenden  und  mit  Einzellasten  versehenen 

Trägers (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.- 

Ver.,  1900,  S.  91—93.) 
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Ka misch,  Grundgleichungen  eines  Trägers  auf  beliebig 
vielen  Stützen (Ebenda,  1900,  S.  649—653.) 

Rehbock,  Th.,  zur  Theorie  versteifter  Bogenbrücken. 
(Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1892,  S.  287—300.) 

Reißner,  H.,  zur  Dynamik  des  Fachwerks.  (Ebenda,  1899, 
S.  477—484.) 

Reymann,  0.  C,  die  Querschnittsverzerrungen  eiserner 
Brücken  .....  (Ann.  f.  Gewerbe  u.  Bauwesen, 
1898,  n,  S.  133—138,  239—242.) 

Ritter,  W.,   die  secundären   Spannungen  in  Fachwerken. 

(Schweizerische  Bauzeitung,  1885,  Bd.  5,  S.  65 — 68.) 
,     die    Tragfähigkeit     strebenloser    Fachwerkpfeiler. 

(Ebenda,  1889,  I,  S.  111—113.) 

die  Schwingungen  des  neuen  Kirchturms  in  Enge. 


(Ebenda,  1897,  I,  S.  42-44,  48—52.) 

Seipp,  die  räumliche  Mitteldrucklinie  und  über  Druck- 
vertheilung  in  Gewölbefugen.  (Der  Civilingenieur, 
1890,  S.  567—590.) 

Solfn,  J.,  zur  Theorie  des  continuirlichen  Trägers  ver- 
änderlichen Querschnittes.    (Ebenda,  1885,  S.  209—244.) 

Sortheix,  J.-G.,   note  sur  les  lignes  d'influence  dans  les 

poutres  h  travees  solidaires.     (Le  g^nie  civil,   1896, 

Bd.  29,  S.  158—159.) 
Souleyre,    action    dynamique    des  charges  roulantes  sur 

les    poutres    rigides    qui   ne  travaillent  qu'k  la  flexion. 

(Ann.  d.  ponts  et  chauss.,  1889,  II,  341—441.) 

Tolle,  M.,  die  steife  Kettenlinie.  (Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ingen.,  1897,  S.  855—860.) 

Tourtay,  determination  des  pressions  reelles  dans  les 
voQtes  surbaiss6es  en  forme  de  chainette.  (Ann.  d.  ponts 
et  chauss.,  1888,  I,  565—636.) 

Vianello,  L.,  der  kontinuierliche  Balken  mit  Dreiecks- 
oder Trapezlast.  (Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen., 
1893,  S.  361  —  364.) 

Westphal,  M.,  Festigkeit  von  Gitterkörpem.  (Ebenda, 
1893,  S.  1548—1551.) 
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Weyrauch,  über  excentrische  Zugbeanspruchang  vonFach- 
werkstäben.  (Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieur- 
wesen, 1899,  Wochenausgabe,  S.  249—254.) 

Zaleski,  C,  Durchbiegung  von  Trägern  mit  wechselnden 
Querschnitten.  (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.- 
Ver.,  1886,  S.  165—175.) 

Zimmermann,  H.,  die  Wirkungen  bewegter  Lasten  auf 
eiserne  Brücken.  (Centralbl.  d.  Bauverw.,  1892, 
S.  215—216.) 

\TI. 

Wasserbewegung  und  Wasserbau; 

insbesondere:   Brunnen,  Filtration,  Schleusen,  Staumauern, 

Wasserleitung,  Wehre,  Wellen.*) 

Man  benutze  folgende  Arbeiten: 
Alibrandi,  P.,  teoria  dei  movimenti  di  temperatura  nelle 

condotte  d'  acqua.     (Annali  della  societä  degli  in- 

gegneri    e    degli    architetti   Italiani,    1898,  II,  97 

bis  117.) 
■—,  alcune  ricerche  analitiche  sul  moto  permanente  dei 

liquidi.     (Ebenda,  1900,  269—338.) 
Glavenad  et  Bussy,   memoire  sur  la  filtration.     (Ann. 

d.  ponts  et  chauss.,  1890^  I,  265—312.) 
Flamant,    des    ondes  liquides    non  p6riodiques  et 

(Ebenda,  1889,  H,  5—48.) 
Forchheimer,  P.,   die  Ergiebigkeit  von  Brunnenanlagen 

und  Sickerschlitzen.     (Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ingen. - 

Ver.  zu  Hannover,  1886,  S.  539—564.) 
,  Grundwasserspiegel  bei  Brunnenanlagen.  (Zeitschr. 

d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.,  1898,  S.  629—635.) 
Galliot,  6tude  sur  les  portes  d'6cluses  en  tole.    (Ann.  d. 

ponts  et  chauss.,  1887,  II,  704  —  756.) 
Grashof,  theoretische  Maschinenlehre,  Bd.  I,  S.  699 — 714. 

(Theorie  der  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen.) 
Jasmund,    R.,    Veränderung    der    Geschwindigkeiten    im 

Querschnitte  eines  Stromes (Zeitschr.  f.  Bau- 
wesen, 1897,  S.  303—328,  465—472.) 


♦)  Siehe  §  15,  Xll;  §  27,  VII-K. 
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Lieckfeldt,  Form  und  Material  der  Wehmadeln.    (Ebenda, 

1894,  S.  295—306.) 
,  der  Einfliiß  der  Bogenform  auf  die  Standfestigkeit 

der   Staumauern.      (Centralbl.    d.    Bauverw.,    1899, 

S.  301—304.) 
Lueger,  die  Wasserversorgung  der  Städte,  §  18  auf  S.  113 

bis  120,    besonders  S.  114 — 117.     (Schwingungen  von 

Wassersäulen  in  Leitungen.) 
Pe troff,  neue  Theorie  der  Reibung;  übersetzt  von  Wurzel; 

S.  30—39  u.  72—76.  (Reibungsgesetze  für  Flüssigkeiten.) 
Poisson,  G.,  memoire  sur  la  forme  des  cours  d'eau  k  fond 

mobile.    (Ann.  d.  pants  et  chauss.,  1902, 1,  32 — 88.) 
Saint-Venant,  de,    des   diverses  maniöres   de  poser  les 

dquations    du    mouvement   vari6    des    eaux    courantes. 

(Ebenda,  1887,  Bd.  13,  S.  148—228.) 
,  et  Flamant,  9e  la  houle  et  du  clapotis.    (Ebenda, 

1888,  I,  705—809.) 
Spataro,  D.,  idrodinamica.    (Annali  della  societä  degli 

ingegneri   e    degli   architetti   Italiani,    1899,    ü, 

S.  143—173.) 
,  la  nouvelle  hydraulique,  th^orique,  pratique  et  ex- 
perimentale.      (Zeitschr.    f.    Gewässerkunde,    1899, 

S.  127—160,  321—337.) 

vm. 

Eisenbahnbau  und  Eisenbahnbetrieb.*) 

a)  Die  „Übergangskurven**  der  Eisenbahnen.  Es 
handelt  sich  bei  ilmen  (wenn  sachgemäße  Näherungen  zuge- 
lassen werden)  um  die  Integration  einer  Diiferentialgleichung 
von  der  Form 

^  dx^'  ~  q, 

Sie  fuhrt  auf  eine  kubische  Parabel,  welche  die  Gleichung 

hat.    Näheres: 


•)  Man  sehe  §  15,  XIH;  §  27,  XI. 
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Funcke,  von  der  Krümmung  des  Eisenbahngleises  u.  s.  w., 
S.  3-5. 

Goering,  Krümmungsverhältnisse  der  Eisenbahnen.  (Lue- 
ger,  Lexikon  der  gesamten  Technik,  Bd.V,  S.  724 
bis  730,  besonders  S.  727—729.) 

Hecht,  Hülfsbuch  zum  Abstecken  von  Kreisbögen  u.  s.w., 
S.  16-26. 

Helm  er  t,  dieÜbergangskurven  fiirEisenbalingeleise,  S.  1 — 8. 

Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde,  Bd.  H,  S.  689  u. 
690  der  3.  Auflage. 

Launhardt,  Theorie  des  Trassirens,  Heft  H,  S.  99 — 112. 

Lee,  W.  B.,  transition  curves.  (Proceedings  of  the 
American  Society  of  Civil  Engineers,  1901,  S.  673 
bis  576  ) 

Kankine,  Bauingenieurkunst;  deutsch  von  Kreuter;  S.  745 
u.  746. 

Vogler,  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie,  Teil  I,  S.  680 
bis  683. 

b)  Vermischtes  über  Eisenbahnbau  und  Eisenbahn- 
betrieb.    Siehe: 

Ast,  Beziehungen  zwischen  Gleis  und  rollendem  Materiale. 

(Organ  f.  d.  Fortschr.  d.  Eisenbahnwesens,  1898, 

S.  1—68  [Beüage].) 
,  die  Schwelle  und  ihr  Lager.    (Ebenda,  1898,  S.  69 

bis  99  [Beilage].) 

Francke,  A.,  zur  Berechnung  des  Eisenbahn- Oberbaues. 
(Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ingen. -Ver.  zu  Hannover, 
1894,  S.  467—504.) 

,  der  Einfluß  unsymmetrischer  Belastung  der  eisernen 

Querschwelle.  (Organ  f.  d.  Fortschr.  d.  Eisenbahn- 
wesens, 1900,  S.  228—232.) 

,  Einfluß  wagerechter  Seitenkräfte  auf  die  Verände- 
rung der  Spurweite (Ebenda,  1900,  S.  302—304.) 

Philippe,  R.,    note  sur  les  chemins  de  fer  k  une  et  k 

deux  files  de  rails (Ann.  d.  ponts  et  chauss., 

1901,  n,  210—245.) 
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Reissner,  H.,  über  Fahrbahn  Überhöhung.  (Centralbl. 
d.  Bauverw.,  1899,  S.  156.) 

Zimmermann,  H.,  die  Berechnung  des  Eisenbahn -Ober- 
baues. (Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1887,  S.  123—174. 
—  Desgleichen  das  unter  demselben  Titel  1888  selb- 
ständig erschienene  Werk;  besonders  S.  9 — 18  desselben.) 

,  zur  Berechnung  der  Schienenlaschen.    (Centralbl. 

d.  Bauverw.,  1888,  S.  516—517,  526—527,  537—540.) 

,  Fahrbahnüberhöhung.    (Ebenda,  1899,  S.  199—200  ) 


IX. 
Schlußbemerkungen  zum  Kapitel  IV. 

Von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  wird 
auch  in  den  folgenden  vermischten  bauwissenschaftlichen  Ar- 
beiten, welche  hiermit  zur  Benutzung  empfohlen  sein  mögen, 
Gebrauch  gemacht: 

Forchheimer,  P.,  Berechnung  von  Behältern  auf  Wind- 
druck. (Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver., 
1902,  S.  343-351.) 

Francke,  A.,  die  Form  der  Nützlichkeitsgleichung.  (Zeit- 
schrift d.  Arch.-  u.  Ingen. -Ver.  zu  Hannover,  1892, 
S.  547—550.) 

Günther,   Lehrbuch  der  Geophysik,  Bd.  II,  dritte  Anmer-  • 
kung  am  Fuße  der  S.  522.    (Bodenformen  und  Terrain- 
linien; Thalwege  und  Firste,    Curven  stärksten  Falles, 
größter  und  geringster  Steilheit.) 

Isaachsen,  J.,  das  Verhalten  der  Schornstein  gase  nach 
dem  Verlassen  des  Schornsteins.  (Verhandlungen  zur 
Beförderung  des  Gewerbfleißes,  1902,  S.  171—227.) 

Jöhrens,  A.,  über  die  Beanspruchung  langer  schwimmen- 
der Landungsanlagen.  (Zeitschr.  f.  Architektur  u. 
Ingenieurwesen,  1900,  Heftausgabe,   S.  51 — 63.) 

Fem  off,  J.  J.,  the  designin  g  of  columns  for  freight  and 
passenger  sheds  exposed  to  wind.  (Engineering  News, 
1899,  Bd.  42,  S.  228.) 
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Die  Zahlen  bedeuten  die  Paragraphen 

(nicht  die  Seiten). 


Abbauwerte:  20. 

Abstände,  mittlere:  4;  21,  m. 

Arbeit:  15,  V. 

B. 

Bausteine:  12,  C,  IH;  17,  A;  18,  D. 

Belastungslinien:  33,  l,  ll. 

Beobachtungsfehler:  15,  in. 

Biegungslinien:  3,  B,  iv  u.  V;  32. 

Böschungen:  4,  o.  Siehe  auch:  Erd- 
bau. 

Bogenlängen:  3. 

Brückenbau:  24;  29—32;  33,  V. 
Siehe  auch :  Holz-,  Metall-  u.  Stein- 
konstruktionen. 

Brunnen:  27,  vi;  33,  vn. 

B. 

Dächer:  7;  9;  10;  12,  A,  n.     Siehe 
auch:   Holz-   u.  Metallkonstruk- 
tionen. 
Differentialgleichungen :  I.  Ordnung : 
22—27. 
^  n.  Ordnung: 

28—33. 
Drainage:  27,  xn.    (Seyfert.) 
Drehungsmomente.  Siehe  :Trägheits- 

momente. 
Drucklinien:  33,  L 
Durchschnittsgefalle:  4,  O. 


E. 

Eisenbahnbau:  15,  ix.  xm;  21,  vil 

(LÄunhardt);  27,  xi;  33,  Vin. 
Eisenbahnbetrieb:  15,  xni;  21,  vn 

(Launhardt);  27,  xi;  33,  vm. 
Eisenkonstruktionen:  15,  vn;  21,  V; 

27,  m;  33,  VL 
Elastizität:    15,  vi;   21,  IV;   27,  H; 

32;  33,  l-V. 
Entfemimgen,  mittlere:  4;  21,  HL 
Erdbau:  8;  15,  IX;  27,  IV. 

F. 

Faßinhalte:  5. 
Fehler:  15,  m. 
Festigkeit:  15,  vi;  21,  IV;  26;  27,  H; 

33,  l-V. 
Flächeninhaltsberechnungen :  2 ; 

16,  D. 
Flächenteilungen:  14;  19. 
Flächenwerte:  14;  19. 
Fimktionen-Ersetzimg:  15,  i;  21,  i. 

G- 

Geodäsie.   Siehe  Vermessungslehre. 

Geschwindigkeit,  virtuelle:  24,  B. 

Gewässerkunde.   Siehe  Wasserbau. 

Gewichtsberechnungen:  11;  20. 

Gewölbe:  6;  7;  9;  10.  Siehe  auch: 
Holz-,  Metall-  u.  Steinkonstruk- 
tionen. 
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Gleichfestkörper:  26. 
Gleichgewichtskörper:  25. 
Gleichgewichtslinien:  23,  24. 
Gleichsteiglinien:  27,  xn.   (Huth.) 
Gleitlinien:  24. 

Graphointegration:  15,  H;  21,  n. 
Grenzenregelung:    2,   B,  C;    14,  F; 

19,  C;  20,  D. 
Grundstücksteilungen:  14,  F;  19,  C; 

20,  D. 
Grundstückswerte:  14;  19;  20. 

H. 

Hängebrücken:  29—31. 

Heizung:  15,  xrV;  27,  X. 

Holzkonstrulrtionen:  15,  vii;  21,  V; 
27,  m;  33,  VI. 

Hyperbelfunktionen:  2,  A;  Anmer- 
kung ß. 

i. 

Integralformeln:  1;  16,  A,  B. 
Integrationen,  einfache:  1 — 15. 

„  geometrische:    1,  B; 

16,  B. 
„  graphische:    15,   H; 

21,  n. 
„  mehrfache:  16—21. 

„  näherungsweise:  2,  D. 

K. 

Kettenbrückenlinie,  gemeine :  3,  B,vi; 
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(Schweiz.  Bauzeit,  Band  XV;  1890,  I;  S.  14-15.) 


Bacbdrackarel  OabrOdw  Kraut,  B«-Uik«.W.  12. 
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